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”数学 奥林匹克 是 对 青少年 极其 有 益 的 一 项 活动 . 它 通过 
科学 与 趣味 相 统 一 的 丰富 多 彩 的 题目 ,使 许 许多 多 的 优秀 学 
生 在 中 学 时 期 就 经 受 了 考验 ,接受 了 各 种 现代 数学 思想 的 圳 
陶 , 使 他 们 提高 了 能 力 , 增 长 了 知识 ,开阔 了 眼界 . 数学 奥 林 
匹克 活动 的 广泛 开展 ,不 仅 丰 富 了 中 学 生 的 课外 活动 ,促进 
了 中 学 数学 教学 的 改革 ,而 且 发 现 和 培养 了 一 大 批 有 才能 的 
青年 ,这 些 青年 将 成 为 我 国 科 学 界 在 新 世纪 赶 超 世 界 先进 水 
平 的 中 坚 力 量 . 

数学 竞赛 中 没有 失败 者 .虽然 每 年 参加 中 国 数 学 奥 林 匹 
克 的 选手 百 余人 ,作为 国家 队 出 国 参 加 国际 数学 奥林匹克 的 
选手 也 只 有 六 人 ,但 是 ,那些 因为 运气 不 佳 ,培训 不 足 , 见 识 
不 广 或 临场 发 挥 不 理想 等 因素 而 没有 获胜 的 学 生 也 不 是 失 
败 者 .他 们 在 参加 竞赛 及 培训 中 所 培养 起 来 的 求解 难题 的 兴 
趣 和 和 欲望 , 那 种 永 不 满足 , 勇 攀高 峰 的 精神 ,分 析 问 题 的 严密 
的 逻辑 思维 ,解决 问题 的 灵活 多 样 的 应 变 能 力 以 及 对 现代 数 
学 思想 的 理解 和 积累 , 正 是 进行 成 功 的 科学 研究 并 在 将 来 成 
为 科学 家 的 必要 条 件 . 因此 说 ,这 远 比 在 一 次 竞赛 中 获胜 更 
为 宝贵 .他 们 中 的 许多 人 进入 大 学 后 成 为 学 习 尖 子 , 有 些 人 
正在 攻读 硕士 和 博士 学 位 并 成 为 数学 研究 队伍 中 的 后 起 之 
秀 , 就 是 最 有 力 的 证 明 . 即使 对 于 那些 进入 大 学 后 改 学 其 他 
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专业 的 学 生 , 他 们 也 将 因 思 维 敏捷 ,头脑 灵活 ,勇于 创新 各 具 
有 较 强 的 数学 能 力 而 使 自己 终身 受益 . 因此 ,数学 奥林匹克 
必 将 继续 下 去 . 
数学 奥林匹克 已 有 一 百 多 年 的 历史 , 且 越 来 越 受到 重 
视 . 现在 ,每 年 举办 数学 奥林匹克 的 国家 和 地 区 已 超过 70 
个 .已 有 的 竞赛 题目 成 和 于 上 万 ,其 中 构思 独特 ,新 颖 别致 , 灵 
活 深 之 的 题目 有 几 千 道 之 多 ,而 且 还 在 以 每 年 几 百 道 的 速度 
继续 增长 .这 些 题 目 散 载 于 国内 外 的 各 种 书籍 与 杂志 之 中 ， 
任何 个 人 手中 的 资料 都 很 不 完整 ,使 用 起 来 极 不 方便 . 这 次 
河北 少年 儿童 出 版 社 洲 请 国内 数学 奥林匹克 界 的 专家 、 教 授 
和 高 级 教练 员 共 同 精 选 了 国内 外 数学 奥林匹克 的 试题 ,并 给 
出 精辟 、 准 确 的 解答 ,编写 了 这 套 《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 
辞典 》 这 是 一 次 很 有 意义 的 壮举 ,是 一 项 艰苦 而 又 巨大 的 工 
程 ,是 我 国 数学 奥林匹克 事业 的 一 项 基本 建设 .本 书 的 出 版 ， 
必 将 推动 我 国 的 数学 奥林匹克 事业 稳步 地 向 前 发 展 , 有 助 于 
我 国 在 国际 数学 奥林匹克 中 保持 优势 , 立 于 世界 数学 强国 之 
林 . 就 此 我 以 兴奋 的 心情 对 这 套 解 古 大 辞典 的 出 版 表示 热烈 
的 祝贺 ,并 对 在 此 书 编写 过 程 中 付出 辛勤 劳动 的 各 位 作者 和 
出 版 过 程 中 做 出 多 方面 努力 的 编辑 人 员 及 支持 本 书 出 版 的 
各 位 领导 表示 衷心 的 感谢 ; 
近 十 年 来 ,我 国学 生 在 国际 数学 奥林匹克 中 不 断 取 得 好 
成 绩 ,我 国 所 提供 的 候选 题 也 接连 被 选 为 试题 ,这 是 值得 高 
” 兴 的 事情 .但 是 ,我 们 也 应 清醒 地 看 到 ,与 一 些 先 进 国 家 相 
比 ,我 国 开展 数学 奥林匹克 和 参加 国际 数学 奥林匹克 的 时 间 
毕竟 不 长 ,这 方面 的 资料 也 不 很 完全 .因此 ,这 套 人 辞典 的 内 容 
也 是 不 很 完全 的 . 此 外 ,以 后 每 年 新 出 现 的 竞赛 题目 也 要 补 
元 进 来 . 希 记 大 家 继续 努力 ,不 断 完善 这 套 大 辞典 的 内 容 , 为 
数学 奥林匹克 事业 做 出 新 贡献 . 
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第 1 节 数字 


1. 1 用 S(n) 表示 自然 数 a 的 所 有 数字 之 和 |. 直上 
(1) 是 否 存 在 自然 数 nn, 使 n+ S(n) = 1980? 
(2) 证 明 : 任 何 两 个 连续 自然 数 中 能 有 一 个 表示 成 n + S(n) 的 形 
式 , 其 中 是 某 一 个 自然 数 . 
(第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] (1)1962 + S(1962) = 1980. 
(2) 我 们 将 S(n) + nn 记 作 S, ,如 果 数 的 末 位 数字 为 9, 那 
么 SN 过 S, ;如 果 未 位 数字 不 是 9, 那么 S,,| = S, + 2. 对 于 任意 自然 
数 my > 2, 选 取 最 大 的 NN, 使 Sv < mm ,那么 Sv,| 宇 滩 .显然 ,N 的 未 位 
数字 不 是 9. 因 此 Sy41 = m 或 者 Sy! = m+1. 又 显然 SI = 2, 于 是 命 
题 得 证 . 
1. 2 证明 ;对 于 任意 自然 数 &, 存 在 无 穷 多 个 不 含 数字 0 的 自然 
数 (十 进 制 记 数 法 ) ,使 得 : 与 故 的 数字 和 相同 . 
(第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 如 果 把 数 记 为 
k = aran-1"a0, 
不 妨 设 ao 之 1,t 表示 由 mx 个 9 组 成 的 数 ， 


上 = 99.9 = 10”—1, 
个 


世界 数学 与 林 匹克 解 题 大 辞典 1 





其 中 > .那么 
kt = a,a,_1'**(a0—1)99:…9(9— a,){(9— a 1)…(9—ai)(10 
一 a0)kt 的 数字 之 和 就 是 的 数字 之 和 , 它 等 于 9m. 
1. 3 给 定 一 正 45 边 形 , 问 能 否 把 0、1、…、9 这 10 个 数字 放 到 它 
的 顶点 上 ,使 得 对 于 任何 两 个 不 同 的 数字 都 存在 一 条 边 , 这 条 边 的 两 端 
点 用 这 两 个 数字 标号 . 


六 


(第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 不 能 .事实 上 , 任 一 数字 a 与 其 他 9 个 数字 中 的 每 一 个 能 构 
成 9 对 数字 ,如 果 这 些 “ 数 字 对 ”都 找到 用 相应 数字 标号 的 45 边 形 的 
边 , 那 么 ,至 少 要 把 a 放 在 它 的 5 个 顶点 上 .由 于 总 共 10 个 数字 ,因此 为 
了 摆好 它们 必须 要 50 个 顶点 .此 与 题 设 矛盾 . 
所 以 题目 条 件 中 所 要 求 数字 的 摆 法 不 可 能 实现 . 
1. 4 证明: 存在 能 被 Sg% 整除 且 在 其 十 进 制 表示 中 不 包含 数字 
0 的 数 . 
(第 1 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 数 5™ 的 未 位 数字 是 $, 如 果 51%%9 的 表示 中 不 包含 0, 命题 
得 证 ,否则 存在 整数 上 > 1 ,使 得 在 510% 的 十 进 制 记 数 法 中 ,从 末 位 数 
起 第 & 位 上 是 0, 而 其 后 第 1 位 至 第 有 & - 工 位 的 所 有 数字 都 异 于 0. 
把 5 .104 与 S 相 加 后 得 到 能 被 510 整除 的 数 , 并 且 这 个 数 
的 原 个 数字 都 不 等 于 0. 如果 $l000 . 10*-1 + 5100% 的 表示 中 不 包含 0， 
命题 也 得 证 ,否则 我 们 重复 上 述 过 程 ,可 以 得 到 后 1000 位 数字 都 不 等 
于 0 且 能 被 5 整除 的 数 .现在 除 后 1000 个 数字 ,去 掉 这 个 数 中 其 余 
所 有 的 数字 ,这 样 所 得 到 的 数 显然 也 能 被 5'9 整除 .于 是 命题 得 证 ， 
1. 5 为 固定 正 整 数 , 求 出 所 有 具有 以 下 性 质 的 正 整 数 的 和 :在 
一 进 制 中 ,这 个 数 恰 有 272 个 数字 ,其 中 个 1,n 个 0( 首 位 数字 不 能 为 
0). 
(第 23 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 j 这 种 正 整 数 普 位 数字 必须 为 1, 而 在 其 他 2n - 1 位 中 恰 有 
n 位 上 是 0, 因 此 共有 C3 _; 个 . 自 右 数 起 第 上 位 (1 委 有 过 27 -1) 上 的 
1 表示 2 ,出 现 C%，2 次 (除了 从 右 数 起 的 第 六 位 及 第 2” 位 外 ,其 余 
的 2n 一 2 位 中 恰 有 7 个 数字 为 0) ,所 以 这 种 正 整数 的 总 和 为 


2 1 x (CC 和-1+(2222+T +2+1)x Cs, 
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= 2221XC 1+(22 — 1) x Cy. 
1.6 设 n 是 整数 ,如 果 nm? 的 十 位 数字 是 7, 那 么 mn? 的 个 位 数字 
是 什么 ? 
(第 10 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 ”= 10x+y, 其 中 x 和 y 是 整数 , 自 0 志 yy 志 9, 于 是 ， 
我 们 有 
22 = 100x* + 20xyt+ y 
= 20(S5x* + xy)+ y 
如 果 n? 的 十 位 数字 是 奇数 7, 那么 y? 的 十 位 数字 是 奇数 ,由 此 推 
得 
y = 16 或 36. 
所 以 ,2 的 个 位 数字 必须 是 6. 
1.7 设 a, 是 +2 +… 二 n? 的 个 位 数字 ,n= 1,2,3,… 试 证 ， 
0.4aja2…a,… 是 有 理 数 . 数 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 
[证 ] 由 于 局 ,(k + 10)?*,(k+20)X*,…,(k+90)? 具 有 相同 的 个 
位 数字 ,所 以 这 10 个 数字 的 和 
k* + (k+10)+(k+20)+.…+(k+90) 
的 个 位 数字 为 0. 
从 而 
ai 三 1+22+…+(2+100)2 的 个 位 数字 
= [a, + (nn +1) + (n+2) + … 十 (n+100)*j 的 个 位 数 
字 
= jant [nt+1) + (nt11) + (n+21) + .+ (n+ 
91)°1 + [Cn t+2)2 4 (n+12)?+ (n+22)2+4 .+ (nt 
92)°] + + [nt+10)+ (n+20) + + (n+100)2]1| 
的 个 位 数字 
因此 0.a1a2…a,… 是 循环 小 数 , 即 为 有 理 数 . 
1. 8 茶 个 数 的 偶 次 方 是 一 个 四 位 数 ,首位 数字 是 3, 末 位 是 5$, 求 
此 数 . 


欠 1 入 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1946 年 ) 
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[ 解 ] 所 求 的 数 的 末 位 数字 应 为 5. 它 不 可 能 是 一 位 数字 也 不 可 
能 是 三 位 数字 .适合 条 件 的 惟一 数字 为 55. 

1.9 在 等 式 z3 .3 = 7850 中 还 原 数字 x,y， 

(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 1987 年 
[ 解 ] 因为 300 过 3yz < 400, 由 原 等 式 得 
19 < 7850 二 400 < x5 < 7850 + 300 < 27， 

所 以 x = 2. 

又 3w = 7850 = 25 = 314， 
所 以 y= 1,z = 4. 

故 x = 2,y= 1,z = 4. 

1. 10 从 1 开始 ,依次 写 自然 数 , 问 在 第 一 百 万 个 位 置 上 的 数字 
是 几 ? 


an 


(第 2 届 友 谊 杯 国际 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 】 因为 1 位 数 有 9 个 ,2 位 数 有 90 个 ,3 位 数 有 900 个 ,…, 而 
900000 x 6 > 1000000. 所 以 所 求 的 数字 不 在 某 一 个 七 位 数 上 .又 因为 9 
+ 90 x 2+900x3+9000x4+90000x5 = 488889, 所 以 所 求 的 数字 
一 定 在 某 一 个 六 位 数 上 . 
因为 1000000 ~ 488889 = 511111， 
S11111 = 6 x 85185 + 1, 
故 所 求 的 数字 是 第 85186 个 六 位 数 ( 即 185185) 的 第 一 个 数字 ,也 就 是 
1. 
1. 11 整数 a be 成 等 比 数列 ,在 十 进 制 数 N= a ?++c3 一 
3abe 中 , 末 位 数字 为 0, 倒 数 第 二 位 数字 为 2, 这 可 能 吗 ? 
(第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 车 十 进 数 N 的 末 两 位 为 20, 则 
N = 100M + 20(M 为 整数 ) 
它 能 被 5 整除 而 不 能 被 25 整除 . 
为 一 方面 ,我 们 可 以 证 明 , 若 N 被 素数 p 整除 , 则 它 被 p? 整除 . 


事实 上 , 因为 数列 的 公 比 g 为 有 理 数 . 设 v = (mn 互 素 ), 则 


am” 


c= 7 因此 a 被 n* 整除 . 
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设 a = A 则 = knon,c = 0, 其 中 上 为 整数 . 
于 是 N = 请 (7 一 p32. 如 果 NN 被 索 数 p 整除 ,那么 或 者 ni 一 
mi? 被 p 整除 ,从 而 N 被 p* 整除 . 
所 以 N 的 末 两 位 数 为 20 是 不 可 能 的 . 
1* 12 公共 汽车 票 的 号 码 是 六 位 数 , 如果 号 码 的 前 三 位 数字 之 
和 等 于 后 三 位 数字 之 和 , 则 称 有 这 个 号 码 的 票 是 “六 运 ”的 .证 明 所 有 
六 运 票 的 号 码 之 和 能 被 13 整除 . 
(第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 如果 幸运 票 的 号 码 是 A ,那么 号 码 为 A” = 999999 -~- A 的 
票 也 是 幸运 的 .而 且 A' 关 A. 因 为 
A+A = 1001 x 999 = 13x 77 x 999 
能 被 13 整除 ,所 以 所 有 幸运 票 号 码 的 和 能 被 13 整除 . 和 
1. 13 给 定 0 和 1 的 有 限 数列 , 它 具 有 性 质 ， 玫 
(1) 如 果 在 数列 的 某 一 处 连续 抽出 5 个 数字 并 且 在 另外 任何 一 处 | 娄 
同样 也 连续 抽出 5 个 数字 ,那么 这 些 5 个 数字 将 不 相同 (它们 可 以 重重 
地 连接 在 一 起 ,例如 | ). 


(2) 如 采 把 数字 0 或 者 1 添加 到 数列 的 右边 ,那么 性 质 (1) 不 再 成 
7 
证 明 这 个 数列 的 前 4 个 数字 与 后 4 个 数字 相同 . 
(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 ] 设 abcd 为 最 后 的 四 个 数字 ,在 数列 中 一 定 有 连续 的 5 个 数 
字 abcd0( 否 则 可 以 添加 0 并 保持 性 质 (1) ,但 这 又 与 性 质 (2) 矛盾 ) 以 
-及 abcd1. 所 以 四 数组 apcd 在 数列 中 出 现 三 次 . 
因为 0 或 1 都 在 abcd 之 前 至 多 出 现 1 次 ,所 以 这 三 个 abcd 中 有 一 
个 在 它 之 前 没有 任何 数字 .这 就 是 说 ,这 个 数列 的 前 四 个 数字 与 后 四 个 
数字 相同 . 
1. 14 证明: 在 任何 39 个 连续 自然 数 中 存在 一 个 自然 数 , 它 的 
各 位 数字 之 和 能 被 11 整除 . 
(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 ] 在 已 知 数 的 前 20 个 数 中 存在 两 个 数 ,它们 在 十 进 制 记 数 法 
中 末 位 数 等 于 零 . 
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在 这 两 个 数 中 必 有 一 个 数 , 它 的 末 位 数 0 之 前 是 不 等 于 9 的 数字 ， 
设 这 个 数 为 N,S 为 NN 的 数字 之 和 ,那么 

N,N+1,£%,N+9,N+19 
含 于 已 知 的 39 个 数 之 中 , 且 对 应 的 数字 和 分 别 为 

S,S+1,…%,S+ 10. 

然而 在 11 个 相 邻 数 中 必 有 一 个 能 被 11 整除 . 故 命题 得 证 . 

1.15 任 取 一 个 能 被 9 整除 的 1962 位 的 数 , 它 的 各 位 数字 之 和 
记 为 a,a 的 各 位 数字 之 和 记 为 bp,b 的 各 位 数字 之 和 记 为 c. 问 c 等 于 多 
少 ? 


an 


(第 2 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 因为 任何 一 个 数 本 身 以 及 它 的 数字 和 在 除 以 9 时 有 相同 的 
余数 ， 
所 以 c 宇 9, 是 91c. 
另 一 方面 ,a 和 受 1962 x 9 < 19999， 
因此 2 < 1+4x9= 37， 
所 以 cc 帮 11. 故 得 c = 9. 
1.16 N 是 1990 位 数 ,并 且 是 9 的 倍数 . N 的 各 位 数字 之 和 为 
Ni, Ni 的 各 位 数字 之 和 为 N,,N, 的 各 位 数字 之 和 为 N;. 求 N;. 
(日 本 数学 奥林匹克 代表 队 选 拔 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 若 一 个 数 是 9 的 倍数 ,那么 它 的 各 位 数字 之 和 也 是 9 的 倍 
数 ,因为 六 是 9 的 倍数 ,所 以 Ni 是 不 大 于 9x 1990 的 9 的 倍数 ;又 因为 
9 x 1990 是 5 位 数 , 所 以 N, 是 不 大 于 9x5 = 45 的 9 的 倍数 ,于 是 ,我 
们 就 得 到 Ni = 9. 
1. 17 设 4 是 十 进 制 数 44444444 的 各 位 数字 之 和 ,而 B 是 A 的 
各 位 数字 之 和 , 求 B 的 各 位 数字 之 和 (这 里 所 有 的 数 都 是 十 进 制 数 ). 
(第 17 届 国际 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[ 解 】 首先 进行 估 位 , 数 10000444 有 4x 4444 + 上 = 17777 位 数 
字 , 而 每 位 数字 最 大 只 能 是 9, 并 且 44444444 < 1000044434 ,所 以 有 
A < 17777 x 9 = 159993. 
现在 把 A 记 为 
A=as':10+ad' 10+as 103+a .102+a 10+ ao .10°, 
这 里 0 委 w 委 9 (i = 0,1,2,3,4) ,并且 as 过 1 因此 ,有 
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Bi+5x9= 46. 
又 记 B = 5b1X 10+ 60, 这 里 0 牵 如 和 9,0 和 碳 所 4, 类 似 可 知 ,对 于 
B 的 数字 和 C, 有 
cc 之 4+9= 13. 
男 一 方面 ,有 
4444 ”三 7” (mod 9)， 
74444 = 74443 X 了 
三 《73)1481 x7 
三 (342 + 1)88X7 (mod 9). 
74444 二 11481 x 了 二 7 (mod 9) 
因此 44444f 二 7 (mod 9) 四 
由 于 一 个 整数 与 它 的 数字 之 和 在 除 以 9 时 ,总 有 相同 的 余数 ,因此 
44444 4 三 4 三 B=C (mod 9) © 
由 个. 四 得 CC 三 7 (mod 9) 
又 由 于 c < 13, 故 B 的 数字 和 等 于 7. 
1. 18 求 出 所 有 的 自然 数 : 在 十 进 制 中 ,一 切 由 一 1 个 1 及 1 
个 7 构成 的 位 数 都 是 质数 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 是 一 个 由 nn 一 1 个 1 和 1 个 7 构成 的 位 数 , 则 它 可 
写 为 如 下 形式 : 
m = A, + 6 xXx 10*. 
这 里 A, 是 一 个 由 个 1 构成 的 位 数 , 且 0 志 上 过 nl. 
告 7n 被 3 整除 , 则 mm 的 数字 和 能 被 3 整除 ,从 而 mm 不 是 质数 . 
大 n 不 能 被 3 整除 , 设 : 
A, 三 7r (mod 7), 
因为 
10 二 1, 10!=3, 10:=2, 10=6, 10:=4, 0 二 5 (mod 
7). 
及 Al 二 1， A; 三 4, A; 三 6, A4 三 5, A; 汪 2, As 寺 0 (mod 7)， 
因此 , 仅 当 617 时 ,有 
A, = 0(mod 7). 
现在 3 小 nn, 所 以 rr 关 0. 
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着 ?之 6, 则 我 们 总 可 以 选取 &,(0 委 & 科 5), 使 得 

6 x 10 三- 10 三 Fr(mod 7)， 
这 样 

m= A,+6x10r+7-r==0(mod7), 
从 而 , 不 是 质数 ,因此 ,只 需 检查 mn = 1,2,4,5 的 情况 ; 

对 于 n = 1,7 为 质数 . 

对 于 ”= 2,17 和 71 都 是 质数 . 

对 于 n = 4, 不 难看 出 1711 = 29 x 59. 

对 于 n = 5, 利用 上 表 , 不 难看 出 

As +6x10° = 11711=0(mod 7). 

所 以 ,只 有 nn = 1 或 2 为 所 求 . 

1. 19 下 面 是 一 个 八 位 数 除 以 一 个 三 位 数 的 算式 , 试 求 商 , 并 说 
明理 由 . 


ban 


x x% )xx* 
.区 黄 


基 


玉 来 


六 六 
六 六 
炒米 


六 来 
炒米 


0 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 


玉 六 


[ 解 ] 原 式 标 导 如 下 : 


7 yy3y4365 


ziz2zz3 ) al142Q344454607 8 
pi1p02D3 


Cl1C2Q5Q6 
A 2d3 


el E2047 8 
C1 C247 


0 
其 中 所 有 文字 都 表示 十 进 制 数 码 , 且 下 标 为 1 的 文字 都 不 等 于 0. 
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(1) 因为 在 第 一 次 试 商 7 后 ,同时 移 下 二 位 数码 asa6, 说 明 ciczas 
< TI1T2XT3; 所 以 y， = 0, 同 理 , = 0. 
(2) 四 位 数 a1aza3a4 与 王位 数 b15253 之 差 为 二 位 数 cicz, 只 有 在 
a: =]1as=0,0 =9, 昌 cias < 5203 时 才 行 ,否则 其 差 必 为 三 位 数 . 
同 理 ,C = 1,C; = 0,di = 9,asa6 < dod3. 
(3) 因为 C; = 0, 所 以 a4 = 53, 又 因为 CI = 1, 且 a3as < b2b;， 
从 而 有 aa < 刀 2 ,所 以 ai = 0,b; = 9. 
(4) 因为 7. rizaz3 = 00203 = 9953, 所 以 x! = 1,x2 = 4; 否 则 
若 x1 宇 2 或 x = 1, 宇 5 时 ,7 .rizz31050; 又 若 zi = 1,z 去 
3 时 ,7 .zizaxs < 980. 
由 7. 14x3 = 996;, 即 7. (140 + x3) = 990 + 6b;, g 
所 以 7. ry = 10+ ;3,7X3 = 2,03 二 4, 从 而 ay = 63= 4. _ 
(5) 因为 ys :142 是 四 位 数 ,所 以 ys 宇 8, 即 ys = 8 或 9; 又 因 y; 孝 章 
142 的 末 位 数 必须 是 8, 所 以 ys = 9. 
(6) 因为 elezay < zyx2X3; 所 以 el = 1， 
由 1as - d = el = 1, 不 论 as 为 何 数 , 必 有 4d; = 9. 
由 y3* zix2x3 = did2d3, 即 y3: 142 = 994;, 
所 以 y3 = 7,d3 = 4( 理 由 同 (4)). 
(7) 由 eteze78 =9x142 = 1278,…e， = 2,4a7 = 7. 
从 而 cyczasa6 = didyd3 + ele; = 994 + 12 = 1006. 


as = 0,ae = 6. 

所 以 , 商 为 70709, 而 原 式 为 : 
70709 
142)10040678 

994 

1006 

994 
1 278 
1278 
0 


1.20 一 个 整数 称 为 可 被 其 数字 和 整除 ,如 果 :(1) 它 的 数字 都 
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性 图 交 


不 为 0;(2) 它 可 以 被 它 的 数字 和 整除 (例如 322 可 被 其 数字 和 整除 ). 证 
明 : 有 无 限 多 个 可 被 数字 和 整除 的 整数 . 
(第 16 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 我 们 来 证 明 , 对 于 任何 自然 数 nx, 数 11…1 可 被 3”" 整除 . 


事实 上 ,n = 1 时 ,111 可 被 数字 和 1+1+ 1 3 整除 ,结论 成 立 . 
假设 ”= 上 有 时 ,11…1 可 被 其 数字 和 3* 整除 ,那么 由 于 

11…1 = 100…0100…01x11 

3 二 【个 天 位 狼 位 钦 个 


第 一 个 因数 可 被 3 整除 ,第 二 个 因数 由 妇 纳 假设 可 被 3 整除 ， 所 以 它们 
的 乘积 可 被 3*+i 整除 . 
根据 数学 归纳 原理 ,11…]1 可 被 3 整除 ,其 中 = 1,2，,. 


由 于 11…1 中 的 任意 性 ， 因此 满足 题目 条 件 的 整数 有 无 穷 多 个 . 


3 1 个 


1.21 试用 一 个 的 函数 ,表示 乘积 9 x 99 x 9999 x … x (102" 
一 1) 在 十 进 制 下 各 位 数字 的 和 . 
(第 21 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ]】 先 证 如 下 引 理 : 设 自然 数 mx 的 位 数 不 多 于 wd ,M = (10* - 
Dm(k 之 qd). 则 
SC(M) = 9&， 
这 里 S(M) 表示 M 中 各 位 数字 的 和 . 
为 此 ,我 们 令 M = (10 一 1)m = p+g+r, 这 里 
p= 10(m -1),g = 10:-m, 
r = 10* — 104. 
若 m 一 1 的 十 进 制 表示 是 
ml|= aiaay, 
则 p= aia2…az00…0(k 个 0). 
q = (10 -1)- (m1) 
= 99…9 一 (和 一 十 ) 
= 99…9(d 个 9) - diaz.a, 


= V102°" by, 
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a;+ b= 9.(i= 1,2,.…,d) 
r = (10*— 1)— (10*—1) 
= 99.…9(k 个 9) 一 99…9(q 个 9) 
= 99.…900…0(k 一 d 个 9,a 个 0) 
所 以 ,AM = aa 000…0( 个 0) + 有 六 二 9…90…0( 有 一 人 个 9， 
d 个 0) 
= ala2*aa99*960162 ba(k— dad 个 9) 
从 而 ,SCM) = 9k. 
记 所 给 乘积 为 M, 令 


m = 9x99x. x (10r -1) 
则 AM = (10%7 — 1)m 


I n~!1 


又 <l02t2 =10 ， 
所 以 ,ni 的 位 数 志 2”. 由 引 理 知 
SC(MI) = 9.27. 

1.22 证 明 : 用 数字 1 和 2 可 以 组 成 2"1 个 数 ,每 一 个 数 都 是 2” 
位 ,而 且 每 两 个 数 至 少 在 22…! 个 数位 上 不 相同 . 

(第 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,197S 年 ) 

[证 ] 当 = 1 工时 ,4 个 数 11,21,12,22 满足 条 件 , 因 此 ,= 1 时 
命题 成 立 . 

设 已 经 构造 出 由 2”*! 个 数组 成 的 集合 A, , 它 的 每 个 数 都 为 2” 位 
数 , 同 时 这 些 数 中 的 任意 两 个 都 至 少 在 2"7! 个 数位 上 的 数字 不 相同 . 

我 们 考察 由 数 aa 和 aa 构成 的 集合 A,,1 ,其 中 a € A,,ab 表示 把 
数 已 添 写 到 a 上 所 得 到 的 数 ,a 表示 把 a 中 的 1 变 为 2, 把 a 中 的 2 变 
为 1 之 后 得 到 的 新 数 . 所 有 这 些 数 都 是 2"! 位 ,它们 共有 2” 个. 

另 一 方面 ,对 于 任意 ua, E A,, 数 aa 和 aa .aa 和 如 "恰好 在 22 个 
数位 上 不 相同 ,根据 归纳 假设 , 数 aa 和 bw 至 少 在 2” 个 数位 上 不 相同 ， 
因此 对 于 A,, ;1 中 任意 两 个 数 至 少 在 2” 个 数位 上 不 相同 . 

根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 ，, 原 命题 都 成 立 . 

1 23 如果 一 个 2 位 数 它 本 身 是 完全 平方 ,而 且 用 它 的 前 4 个 
数字 和 后 n 个 数字 所 组 成 的 数 也 都 是 完全 平方 (这 里 第 2 个 久 4 位 数 可 
以 从 数字 0 开始 ,但 不 能 等 于 0, 而 由 前 个 数字 组 成 的 第 一 个 位 数 
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不 能 从 0 开始 ) , 则 称 这 个 数 为 奇异 数 . 
(1) 求 所 有 两 位 数 和 四 位 数 的 奇异 数 . 
(2) 有 六 位 的 奇异 数 吗 ? 
(3) 证 明 存 在 20 位 的 奇异 数 . 
(4) 证 明 100 位 的 奇异 数 至 多 有 10 个 . 
(5) 证 明 存 在 30 位 的 奇异 数 . 
(第 11 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] (1) 容易 验证 ,只 有 一 个 两 位 奇异 数 49. 
设 xt? 是 4 位 奇异 数 , 则 
(10x + 1)* = 100z2 + 20x:+1? 
其 中 20xzt + :是 小 于 10 的 自然 数 的 平方 且 x* 实 10, 于 是 x 宇 4,x1 芯 
4, 由 此 得 .x+ = 4,z = 1, 故 只 有 一 个 四 位 奇异 数 1681. 
(2) 有 .例如 256036 = 5067. 
(3) 为 了 得 到 形式 为 (10"z +1) = 100zr2+2.107zr+1 
的 20 位 奇异 数 ,只 要 求 整 数 x ,使 
1 之 x 之 130M, 月 
2.10Cr+1l= y < 10" 
为 此 ,我 们 可 以 到 x = 5: 10+ 一 1, 代 入 上 式 ,得 到 20 位 的 奇异 数 
4999900001* = 24999000019999800001， 
这 个 奇异 数 由 499992 和 999992" 组 成 ” 
(4) 对 于 任意 的 正 整数 &,4& 位 的 奇异 数 只 能 是 
《104r + 1)* = 1024z2 + 2. 10trt+7r2 
其 中 102 x? 之 1024,2 10trz + 大 < 10**, 于 是 我 们 得 到 


rt > 3.10*1!, 
6 . 1071: < 10°*, 
由 此 得 :1=1 


由 奇异 数 的 定义 ,我 们 可 以 假设 
2 10% +1= (2u +1), 
它 等 价 于 
24 1Str = wx( +1) 
土 式 仅 在 以 下 三 种 情形 成 立 : 
1 +1 能 被 5. 10 整除 . 
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2)w 能 被 24 ! 整除 ,vx + 1 能 被 5* 整除 . 

3)w 能 被 5* 整除 , + 1 能 被 2*71! 整除 . 

因为 2u +1 < 10*, 即 < 之 5、10*-!, 因 此 ,每 种 情形 至 多 给 出 一 个 
解 .也 就 是 说 ,对 于 任意 的 正 整数 &, 至 多 存在 3 个 4 位 奇异 数 . 

取 & = 25, 于 是 原 命题 得 证 . 

($5) 我 们 来 证 明 对 于 任意 的 正 整数 &, 至 少 存 在 一 个 (4& + 2) 位 
奇异 数 ,为 此 我 们 取 


其 中 = 25 .10 1, ww 为 不 小 于 yo 的 最 小 自然 数 . 
设 y= wv 
于 是 有 zx: = 4zro +y 
= 102+lw? + y 中 
因为 w-1<Vwv 
即 (w 一 1 之 wv 一 1, 所 以 
y= tw -v2(w -1)<2Vv, 


从 而 得 ”yy* < 4v = 10241 人) 
另 一 方面 

10* <voCw = vty< vt+2Vv < 3v < 10%1, 
即 10** < wr’? < 10*+! @) 


由 加. 四 .四 知 , 二 是 44+2 位 的 奇异 数 , 取 & = 7, 于 是 原 命 题 得 证 . 

1. 24 是否 存 在 具有 下 列 性 质 的 自然 数 a: (十 进 制 的 ) 数 ”的 
各 位 数字 之 和 等 于 1000 ,而 数 n? 的 各 位 数字 之 和 等 于 10002? 

(第 19 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 ] 我 们 来 证 明 , 对 于 任意 自然 数 mx ,都 存在 均 由 数字 1 或 0 组 
成 的 自然 数 ”使 得 数 n 的 各 位 数字 之 和 等 于 ,而 数 n? 的 各 位 数字 
之 和 等 于 m2”. 

事实 上 , 当 mx = 工时 ,存在 ”= 1 满足 条 件 , 故 上 述 结论 成 立 . 

设 m = 上 时 ,存在 均 由 数字 1 或 0 组 成 的 自然 数 ,使 得 数 1 的 
各 位 数字 之 和 为 有, 数 n4 的 各 位 数字 之 和 为 有?. 

我 们 令 ml = 102+1 . nk +1, 其 中 PP 是 数 坟 的 位 数 , 显 然 数 N+ 
均 由 1 或 0 组 成 , 且 它 的 各 位 数字 之 和 等 于 +1. 
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六 六 


另 一 方面 ,22， = 102232 .2 十 2.10P11 .ny +1, 因 此 ,mn%;j 的 各 
位 数字 之 和 为 k* + 2k + 1 = (k++1》. 这 就 是 说 ,m = 有 +1 时 ,上 述 
结论 也 成 立 . 

根据 数学 归纳 原理 ,zx 是 任意 自然 数 时 , 上述 结 论 都 成 立 , 特别 
地 ,xm = 1000 时 ,结论 成 立 , 即 原 命题 成 立 . 

1.' 25 ” 求 满 足下 列 条 件 的 一 切 自然 数 z:z 的 各 位 数字 之 积 等 于 
44 工 一 86868, 而 各 位 数字 之 和 是 完全 立方 数 . 

(第 52 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 因 44zr 之 86868 


故 > 六 | |- 1975. 


从 而 x 至 少 为 四 位 数 . 另 一 方面 , 若 x 的 位 数 上 之 5, 则 
44x — 86868 > 4X10 -107 之 3Xx10 > 9 

于 是 得 44z - 86868 > p(z)(z 的 有 个 数字 之 积 ) 矛盾 , 故 z 恰 为 四 
位 数 . 

由 已 知 z 的 四 位 数字 之 和 S(z) 满 足 1 委 SGz) 委 36. 故 S(z) = 
1,8 或 27. 

显然 S(x) = 1 不 合 要 求 . 
因为 0 < bz) 委 9 = 6561, 


所 以 0308 +6561 | 2123 


而 满足 1975 之 x 记 2123 目 使 S(x) = 8 或 27,p(x) 关 0 的 x 只 
1989,1998,2114,2123 四 个 ,经 检验 只 有 x = 1989 的 各 位 数字 的 积 等 
于 44z ~ 86868 ,因此 x = 1989 是 本 题 的 惟一 解 . 

1 26 在 圆周 的 一 直径 的 两 端 标 着 数字 1, 把 所 得 的 每 一 个 半圆 
周 再 等 分 ,并 在 两 条 弧 的 分 点 写 上 其 端点 上 的 数字 之 和 (第 一 步 ). 然后 
再 等 分 所 得 到 的 4 条 弧 , 并 在 它们 的 分 点 写 上 其 端点 的 数字 之 和 (第 二 
步 ). 依 此 类 推 , 共 进 行 了 几 步 . 求 所 写 出 的 一 切 数字 之 和 . 

(第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 在 第 一 步 之 后 所 有 数 之 和 等 于 6 = 2 x 3. 

设 5S, 为 n 步 之 后 所 有 数 之 和 ,不 难 证明 在 xn + 1 步 之 后 所 有 数 的 
和 将 等 于 2S, + S, = 3S,. 
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于 是 ,数字 和 每 一 步 都 是 前 一 步 的 3 倍 .因此 第 n 步 时 ,和 等 于 2 x 
37. 
1* 27 求 不 能 表示 成 |3° - 2 | 的 最 小 素数 p, 这 里 a 和 6 是 非 负 
整数 . z 
(中 国 国家 队 选 拨 赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 经 检验 ,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37 都 可 以 写成 
| 3 - 2 | 的 形式 ,其 中 a ,65 是 非 负 整数 : 
2=3!1-2,3=2 -3,5=23—-3!, 
7=23-3,11 = 3 -24,13 = 24 -31， 
17=3-2,19=3-23,23=3-22, 
29= 2 -331=25-30,37 = 26 3. 
猜测 41 是 不 能 表示 成 这 种 形式 的 最 小 素数 . 为 了 证 实 这 一 猜测 ， 第 
我 们 用 反 证 法 . 
如 果 方 程 数 
2* -3" = 41 OD 
有 非 负 整 数 解 (wx,v) , 则 有 
2* > 41, 
有 zx 之 6. 
因此 , ~ 3* 寺 1 (mod 8) 
但 3" 模 8 的 剩余 只 可 能 是 1 或 3, 与 上 式 矛 盾 . 故 方程 @ 无 非 负 整数 
解 . 


如 果 方 程 
37 — 2> = 4 @ 
有 非 负 整数 解 (x,y), 则 
37 > 41, 
即 > 之 4. 


因此 2 圭 1 (mod 3) 
从 而 y 是 偶数 . 设 y = 2:, 则 @ 化 为 


37 ~ 4: = 4], 
于 是 ,我们 有 
"二 1 (mod 4), 


从 而 x 也 是 偶数 . 设 x = 25, 则 @) 化 为 
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32 -22 = 41 
(3: +21)(3: ~ 2) = 41. 
因为 41 是 素数 ,所 以 有 
3;+2'= 41 
|; -2:=1 
|, = 21 
2: = 20 
这 是 不 可 能 的 . 故 方程 @ 没有 非 负 整数 解 ， 
综 上 所 述 ,41 不 能 表示 成 | 3* - 2* | 的 形式 ,其 中 a 和 2 是非 负 整 
数 . 
故 所 求 的 最 小 素数 p 为 41. 


第 2 万 求 数 


5 
1. 28 计算 7 -0.5. 


Ean 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1939 年 ) 
5 5 
,5 Jo849 J 87 /5 ] 
7 -0.5= 二 = 一 = 二 = 本 Vv55. 
[ 解 ] jr 
1，29 已 知 lg2 =0.30103 ,计算 M = 1+ 10++ 


1.2 
104(104 — 1)(104 —2 10°(10* —1 3 
人 0+ +1 有 多 少 位 数字 ， 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1939 年 ) 
[ 解 ] M = (1+ 1DI0 = 210000 
lgM = 10000lg2 
- 10000 x 0.30103 


471n4 
10” (10 DD) | 


= 3010.3. 
所 以 ,M 有 3011 位 数字 . 
2 3 4 19 
1. 30 试 求 3 + 机 二 二 201 的 近似 值 ,精确 到 第 三 位 小 
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(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 











7 一 1 n 1 1 1 ， 
[ 解 ] 由 nl ri 
二 + 
3! 4! 5! 201 
= (二 -二 )+ (二 -说 )+ + (i 
21 31 31 41! 19! 20! 
1 1 
2! 201! 
0.500. 
1. 31 用 a 表示 最 接近 于 \ 的 整数 ,求生 + 上 +.…+- 
al a Q 1980 第 
(第 12 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 一 
[ 解 ] 因为 a, = 上 等 价 于 数 
4 -本 < 人 <4+， 
即 kk<n 人 Ck +k, 
所 以 -+ 一 1 l ~ .2p=2, 
Q (1)k+ G(k—1)k+2 Qp(k+1) k 


1 l 1 1 1 1 
故 (+ (rp 
Qal a2 Q3 ad4 Qs 46 


| 1 1 1 
十 + 一 一 十 … 十 
CQ43.44+1 0Q43.:44+2 C44,45 

= 2.44 

= 88. 

1.32 求 折 有 的 自然 数 xz， 使 得 x* 为 形 如 x? = 
2525 x* x x * xx x*89 的 十 二 位 数 (* 号 表示 的 六 个 未 知 数字 不 必 一 
样 ). 








(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 写 出 末 位 数字 是 3 或 7 的 所 有 两 位 数 的 平方 ,可 知 所 求 数 > 
的 末 两 位 数 可 以 是 17,33,67,83. 因为 所 求 数 平方 后 前 四 位 数字 是 
2525. 所 以 
2525 x 108 < zx* < 2526 x 108. 
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即 V2525 x 104 < x < v2526 x 104. 
开平 方 , 得 
V2525 = 90.2493… ， 


V2526 = 50.2593…. 

因此 ,502493 < x < 502593. 在 这 个 区 间 内 末 两 位 数 是 17,33,67,83 的 
数 共 有 四 个 ,它们 是 ;502517,502533,502567,502583. 这 四 个 数 正 是 本 
题 所 求 的 自然 数 zx. 

1 .33 ” 求 所 有 的 自然 数 nx € [1000,2000] ,使 得 
a, = V57121 + 35n 是 自然 数 . 

(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 根据 条 件 1000 太志 2000, 得 
au 之 V57121 + 35 x 1000 = 303.51441.… 

及 a, SS V57121 + 35 x 2000 = 356.54032…, 
即 304 二 a 二 357 
又 因为 57121 = 1632 x 35 + 1， 
所 以 a = V35(n + 1632)+1. 
即 as 一 1 = (4a, 一 1)(a, + 1) 可 被 35 = 5x7 上 整除. 
因此 ， 7 (a 一 1) 或 71 (a, + 1). 
即 an = 7k+1 或 a, = 7Ek-1.(kE >) 

在 第 一 种 情况 下 ,304 过 7&k + 1 过 35$7, 即 44 过 4 去 50. 用 计算 器 
对 二 44,45,…,50 计 算 a2 -1= (7+1)2-1, 并 从 中 选 出 能 被 5 整 


2 2 ~1] 
除 者 , 得 ，- [2— |- 1632 的 四 个 值 :1096( = 44,a,= 309)， 


1221(k = 45,a, = 316),1749(k = 49,a, = 344) 和 1888(k = 50， 
an = 351). 

在 第 二 种 情况 下 ,a, = 7&k 一 1 且 44 志 过 51. 类 似 可 得 四 个 多 值 .: 
1185(k = 45,a» = 314),1312(k = 46,a, = 321),1848(k = 50,a, = 
349) 及 1989(k = 51,a, = 356). 

1. 34 求 出 使 数 144…4(?2 个 4) 为 自然 数 的 平方 的 一 切 的 值 . 

(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 容易 验证 x = 2 或 3 时 ,144,1444 分 别 是 12 ,38 的 平方 . 
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我 们 来 证 明 N = 144…4(n 个 4,n 宇 4) 不 能 是 任何 自然 数 的 平 
方 . 


事实 上 ,全 = 3611…1(n 一 2 个 1), 而 以 1 为 结尾 的 自然 数 平方 ， 


未 两 个 数 只 可 能 是 01,21,41,61,81, 而 不 可 能 是 以 11 为 结尾 ,因此 全 


不 是 自然 数 的 平方 ,从 而 N 也 不 是 自然 数 的 平方 . 
因此 ,144…4(n 个 4) 除 了 n = 2,3 外 ,再 也 没有 可 能 是 自然 数 平 
方 的 情况 . 
1. 35 某 四 位 数 由 四 个 连续 数字 依次 组 成 . 如 果 从 左 起 前 两 位 
数字 交换 一 下 ,所 得 的 数 是 完全 平方 数 , 求 该 四 位 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 四 位 数 的 千 位 数字 为 a , 则 百 位 数字 ,十 位 数字 和 个 
位 数字 分 别 是 a +1,a+2 和 a+3(1 过 a 过 6) 或 者 a-1,a--2 和 
a —3(3 达 a 和 过 9). 
由 题 意 可 得 
(a t+1)x1000+ax100+(a+2)x10+(a+3)= lilla +1023 
为 完全 平方 数 ,其 中 1 志 a 志 6， 
或 者 (a 一 1)x1000+ax100+(a—-2)x10+(a-3)= 1lila— 1023 
为 完全 平方 数 ,其 中 3 过 a 过 9. 
经 直接 验算 得 3456 为 所 求 . 
1. 36 求 所 有 这 样 的 四 位 数 , 在 它 的 左边 写 上 400 后 是 整数 的 平 
方 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 设 abcd 是 所 求 的 四 位 数 ,由 于 400abcd 是 七 位 数 , 且 是 完全 
平方 数 , 所 以 
400abcd = (201m)? 人 
将 人 改写 为 
400 x 104 + abcd = (20 x 102 + 107 + m)?. 
将 上 式 右 边 平方 并 化 简 ,得 
abcd = 4000(107 + m) + (107 + m)?. GD 
由 于 /mm 是 一 个 数 的 十 位 ,个 位 数字 ,所 以 由 @@ 式 得 
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[=0,0<nm 2, 
好 p= 1 或 m= 2. 
于 是 所 求 的 数 是 4001 或 8004. 
1. 37 ”四 个 首位 数字 相间 的 三 位 数 互 不 相等 ,是 具 有 性 质 : 它 们 
的 和 能 被 它们 之 中 的 3 个 数 整 除 . 求 这 4 个 数 . 
(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 】 设 zi,zrz,z3yzd4 为 所 求 的 数 , S 为 它们 的 和 ,a 为 它们 共同 
的 第 一 个 数字 ,于 是 ,我 们 有 
i100a < x 友 100(a + 了 = 1,2,3,4) 
利用 这 些 不 等 式 , 我 们 得 到 
7; + 300a $< xr;+ 300(a + 1), 
由 此 有 
1+308 3 1+300t+D 


Xi .证 二 1 
二 7 
又 因为 a 过 一 <<at+1， 
， 3 
所 以 1 + 一 一 < 一 人 4+ 一 . 
atl a 


当 a = 1 时 ,我 们 得 到 2.5 <- > <7, 而 当 a 之 2 时 ,3<- 2 <55 


因为 四 个 商 谤 ~ 中 的 三 个 是 整数 且 不 相同 而 在 3 和 5.5 之 间 只 有 两 


个 整数 ,所 以 a 2 的 情形 不 可 能 出 现 .因此 a = 1 且 整 的 商 数 应 该 在 
数 3,4,5 及 6 中 寻找 . 

因为 从 100 到 199 的 任何 两 个 三 位 数 之 比 小 于 2, 所 以 ,3 和 6 不 可 
能 同时 是 商 数 ,于 是 ,只 剩 两 种 可 能 :(1) 三 个 整 的 商 数 是 3,4,5;(2) 三 
个 整 的 商 数 是 6,5 ,4. 

在 这 两 种 情形 中 S 都 被 60 整除 ,我 们 设 

S = 60k. 

在 第 一 种 情形 所 求 数 为 12k ,15k ,20k ,13k. 

所 有 数 的 第 一 个 数字 仅 当 有 = 9 时 才 都 等 于 上 ,因此 ,所 求 的 四 个 
数 为 108,135,180,117. 

在 第 二 种 情形 ,所 求 数 为 :10&,12&,1S& ,234 ,因为 23k 与 10& 之 
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比 大 于 2, 所 以 此 种 情形 无 解 . 

总 之 ,此 解 只 有 一 组 解 :108,135,180,117. 

1. 38 求 所 有 这 样 的 自然 数 :它们 中 的 每 一 个 等 于 它 自己 所 有 
因数 个 数 的 平方 . 

(第 20 届 全 苏 数学 奥 林 匹 殉 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,是 然 数 1 是 本 题 的 一 个 解 . 

设 数 h= 7 有 六 (> 1) 个 因数 ,因为 完全 平方 数 的 因数 个 数 为 奇 
数 , 所 以 xz 为 奇数 . 设 = 2k + 1, 于 是 ,nn 有 上 个 小 于 a 的 因数 ,但 
是 奇数 ,从 而 的 因数 都 是 奇数 ,因此 » 能 被 2k -1 整除 ,因为 相 邻 两 
个 奇数 都 互 素 ,所 以 必 有 内 = 3, 从 而 n = 9. 

故 本 题 的 解 为 1 和 9. 

1. 39 求 使 x" 有 上 个 数字 ,K 克 及 个 数字 的 所 有 自然 数 ,k. 
(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 2 = 上 , 且 & = 1,8 或 9. 
如 果 wn” 有 上 个 数字 ,而 能 有 7 个 数字 , 则 
10 < 7 < 104， 
10”7 < < 10". 
不 妨 设 n 宇 上 ,于 是 ,我 们 有 
n<l08k< 10. 

大 7 二 1, 则 因为 此 时 ww* 有 一 位 数字 ,所 以 & = 1, 验 证 知 h = 上 = 
1 是 问题 的 一 个 解 . 

着 n = 2, 则 因为 此 时 如 = 4 有 一 位 数字 ,所 以 = 1 ,但 此 时 信 
没有 7 位 数字 ,不 合 题 意 . 

同 理由 3* < 100,4* < 103,55 < 104,66< 105,77 < 108 可 知 ,n = 
3,4,5,6,7 时 都 不 合 题 意 . 

由 10 <8 <108,108 之 < 10? 可 知 = 有 =8 = 有 =9 是 
问题 的 解 . 

人 1 一 一 8 三 有 = 9. 

40 设 是 五 位 数 (第 一 位 数码 不 是 零 ),w 是 由 取消 它 的 


中 间 一 位 数码 后 所 成 的 四 位 数 , 试 确定 一 切 能 使 之 是 整数 的 六 
(第 3 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
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[ 解 ] 设 n= zy = 104+y :10+w 10+w 10+m， 


其 中 x,y,z,u,v 是 数码 0,1,2,…,8 或 9,x+ 宇 1. 





m= xyv= r+y.10+u*:10+wv, 
我 们 先 证 明 9m 之 nn 过 11m. 
事实 上 ,不等式 97n 之 4, 即 
9(x .1B+y:10+u.:10+wv) 
< zti04+y' 10+> :10+x :10+m 它 等 价 于 
80u +805 < 10 .7z+10 .y+10 .x, 
这 显然 是 正确 的 . 
不 等 式 2< 11 , 即 
.104+y: 103+>=。 10 + 10+m 
<11(r .10+y 102+xw 10+v)， 
它 等 价 于 
10 .=<10 .zz+1l0 .yy+10x + 10v, 
这 显然 是 正确 的 . 
于 是 9n 过 nn 过 11m 成 立 . 设 = ~ EN, 则 nn = km ,于 是 得 


9<R&< 11. 因 & 是 整数 ,所 以 & = 10, 于 是 n= 10m, 即 
zl104+y .10+< 102+&w 10+m 
= 10(z .103+y 10+uw 10+ wv), 
或 >.10:=90x+9o=9(10x + v). 
因 9 能 除 尽 > . 10 ,但 3 不 能 除 尽 10 ,所 以 < = 91(1t 为 整数 ) ,从 而 
1:* 10° = 10x + 了 
由 此 得 ”+ = u = v = 0, 因 而 推 得 
wx = xy000 = N. 10,10< N99. 
1 41 设 a,b 是正 整 数 , 当 a*+ 如 被 a + 5 除 时 , 商 为 g, 余 数 
为 7, 求 所 有 的 数 对 (a ,0) ,使 0 + r = 1977. 
(第 19 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 因为 a?+6*= gla+65)+r, 其 中 0 过 rr<a+5b. 所 以 
2 2 
一 一 <gq+t+l. 
故 g 宇 45 时 ,gq* 守 2025,r 之 -~ 48, 这 与 + > 0 了 矛盾 ,所 以 g 委 44, 并 且 
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a2 + pb* 
a+b 
当 g 之 43 时 ,gq? = 1849,r 之 128,a + b> 128, 不 妨 设 a 过, 则 





< 45. 


] 
a 之 了 (a + b). 


当 a < 十 已) 时 ,5 之 广 (a + 65), 


1 “ I “ 
[3 
a+b” 一 at+p 36 

因为 (a + 5) > 128， 


+ 


所 以 一 > 46, (这 与 和 





0- < 45 矛盾) 第 


st 才 齐 


2 2 
a + Bb* > $e ” 5) | 
CQ 十 也 at+p 
、 a 十 总 
这 与 < 45 矛盾 . 
Q 十 了 
所 以 gq > 43. 
但 由 于 g 过 44, 故 g = 44 且 r= 41, 所 以 有 
a + b= 44(a + 5) + 41, 
即 (a ~ 22)* + (6 ~ 22)?* = 1009. 











| al = 30, a2 = 30， 
解 得 bl = 37; bp»y = 7; 
a3 = 37， a4 二 7， 

3 = 0; bs = 50. 








好 所 求 的 数 对 (a ,5) 有 下 列 四 组 : 
(50,37),(50,7),(37,50),(7,50). 
1. 42 试 求 出 所 有 的 四 元 实数 组 (x ,x;,x3,x4), 使 其 中 任 一 个 
数 与 其 他 三 数 积 的 和 都 等 于 2. 
(第 7 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
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[ 解 ] 令 工 1727374 = d, 
故 +=2,(i-= 1,2,3,4), 
A; 


故 x;=1+t+V1l-d,(i= 1,2,3,4). 
显然 d 委 1. 有 以 下 五 种 情况 : 
(lj)d=(1+ Vi-d): 实 1d,， 
则 4 = 1,z; = 1,(i = 1,2,3,4). 
(2)4d = (1- Vi-ad)(l+ Vi-d) 
= d(1+ V1- 4d), 
则 gq = 0( 不 难 验 证 这 是 不 可 能 的 . ) 或 a = 1( 同 (1)). 
(3)d=(1- Vi-d?(l+ Vi-d)= da. 
则 4 = 0 或 1( 同 (2)). 
(4)d=(- Vi-d)(l+ vi-d) 
= d(1- v1-4ad), 
则 4 = 0 或 1( 同 (2)) 或 4d =-3, 此 时 x 中 有 三 个 为 -1, 一 个 为 + 3. 
($)d = (1- yl--d)t, 则 
d 


0o<d= (二 
所 以 4 = 1, 同 (1). 


综 上 ,或 者 zl = X23 73= XT4= 1, 或 者 其 中 有 三 个 为 -1, 一 个 
为 + 3. 
1.43 试 求 出 所 有 的 整数 a,b,c, 其 中 1 < a <6b<c, 且 使 得 
(a 一 1)(5 一 1)(c -1) 是 abc -1 的 约 数 . 
(第 33 届 国际 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 有 a 之 2,0 宇 3,c 之 4, 故 


Wan 


4 
) <4<a, 








4 -1 L121 ,2 c-1., 3. 

yy: a 2 p 3 C 4 
所 以 ap 每 4(a -1)(65- 1)(c -1), 
dpc — 1 < 4. 


(ae-D(-)(Cc-D 
由 题 设 知 S E N, 从 而 S = 1,2,3. 下 面 分 三 种 情形 讨论 : 
(A) 硅 S=1, 吕 (a 一 1)(5 一 1(c 一 1) = abc ~ 1, 亦 即 
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at+bti+c=abtih+ca QW 
但 由 a<ab,b<beyJc< 近 cq, 有 a+b+c<<abt+be+ca, 与 中 逆 盾 . 
(8B) 车 S = 2, 即 
2(a—- 16 -1)(c-1)= ar-1< cp © 
从 而 a,5,c 全 是 奇数 ,再 由 c >5>a>1, 得 a 守 3,5 守 5,c 实 7. 
若 656 宇 7, 则 c 宇 9, 从 而 
(a- DEO-D(e-l) 2.6.8_32、1 
abc ”3 7 9 63” 2° 
这 与 @ 相 违 ,所 以 只 能 有 65 = 5,a = 3, 代 入 句 得 
16(c -1) = 15c—1, 


解 得 ”c = 15. 
(C) 若 S = 3, 即 第 
3(a -1)(6-TDGc-T = abc-1< oz @ 


若 a 之 3, 则 6 之 4,c 之 5, 从 而 
(a-Db- Dc-1). 2 3 4 2 
abc ”3 4 5 5 
这 与 号 式 巴 盾 , 所 以 只 能 有 a = 2. 
车。 之 5, 则 
(a ~ 1)(5— 1)(c—1) 
abc 
仍 得 巴 盾 , 故 只 能 5 = 3,4. 
若 = 3, 由 人 @ 得 
6(c~—-1)= 6c 一 上 二， 
此 方程 无 解 . 
若 5 =4, 由 国 得 
9(c—-1)=8c—-1, 
解 得 c= 8. 
综 上 讨论 ,得 本 题 的 解 为 
a = 3, a = 2, 
1 = $5, 和 4 5 = 4， 
C 一 15; | = 8. 
1. 44 ”递增 数列 2,3,5,6,7,10,11,…, 包 含 所 有 既 不 是 平方 数 
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1.4.5_ 工 
6 3 


~ | 一 
Cn 





脏 疼 六 


又 不 是 立方 数 的 正 整 数 . 试 求 此 数列 的 第 500 项 . 
(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 易 知 [V500] = 22,[V500] = 7,[V500] = 2,([x] 表示 
不 超过 x 的 最 大 的 整数 ). 

因此 在 自然 数 500 以 内 共有 22 + 7 - 2 = 27 个 平方 数 或 立方 数 . 

现 考虑 从 501 ~ 530 中 有 多 少 个 平方 数 或 立方 数 ,由 计算 知 , 只 有 
一 个 数 512 = 8 .因此 ， 

aso0 = 500 + 27 + 1 = 528. 

1.45 设 户 =1+22+32+42, 求 出 所 有 使 得 p, 能 被 5 整除 的 
下 整数 n. 

(新 加 坡 中 学 数学 竞赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 因为 2 二 2(mod5),2? 三 4(mod5)， / 

2 = 3(mod5) ,24 = 1 (mod5). 
所 以 ”27 二 2"14(mod5), 
同 理 37 二 3”*4(mod5),4" 三 42+4(mod5) ， 
因此 pp, = p14 (mod5), 
又 Pi = 0(mod5),P, = 0(mod5), 
P; = 0(mod5$), Py 三 4(mod5), 
故 对 于 所 有 不 是 4 的 倍数 的 正 整 数 wn ,都 有 5 | 户 . 

1. 46 ”一 个 目 然 数 的 真 因子 是 指 除 1 与 其 本 身 以 外 的 正 整 数 因 
子 .一 个 比 1 大 的 自然 数 称 为 “好 的 ” ,如果 它 等 于 它 的 所 有 不 同 的 真 因 
子 的 积 . 最初 10 个 “好 的 ”自然 数 之 和 是 多 少 ? z 

(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 显然 “好 的 ”自然 数 是 两 个 质数 的 积 或 一 个 质数 的 立方 ， 

因此 ,最初 10 个 “好 的 ”自然 数 之 和 是 
6+8+10+14+15+21+22+26+27+33 
= 182. 

1， 47 如果 一 个 自然 数 n 能够 同时 惟一 表示 为 E(k 宇 2) 个 自然 
数 的 和 ai + ay 十 … 十 CR 与 它们 之 积 aja2…ai ,那么 此 自然 数 称 为 “好 ” 
数 .例如 10 就 是 “好 ” 数 , 因 为 10=5+2+1+1+1=5x2xlxl 
x 1, 且 此 种 表示 惟一 .试用 质数 这 个 术语 指明 哪些 自然 数 是 “好 ” 数 . 

(第 6 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
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[ 解 ] 若是 质数 , 则 就 不 是 “好” 数 .因为 nn =n.:1<n+t1， 
这 种 ”就 不 能 表示 成 相同 整数 的 和 与 积 . 

车 = pp. q, 这 里 p.g 都 是 质数 , 则 : 

n=pq9=p+t+qt+1x(pg pq), 且 这 种 表示 惟一 . 

若 n = abc ,这 里 a,5,c 都 是 大 于 1 的 整数 , 则 

n= abc=abtc+lx (abc—-ab- ce) 

二 a+b+c+1x(abc 一 a 一 5 一 c). 故 这 种 表示 不 惟一 . 

所 以 当 且 仅 当 n 是 两 位 质数 之 积 时 ,n 才 是 “好 ” 数 . 

1*， 48 ”在 表示 式 zl : x : … : x, 中 用 加 括号 来 指出 运算 次 序 
其 结果 可 记 为 分 数 形式 : 
(同时 ,zayzz，…zn 中 的 每 一 个 字母 可 能 在 分 子 上 ， 也 可 能 在 分 母 
上 .) 问 用 一 切 可 能 的 办 法 加 括号 能 得 到 多 少 个 不 同 的 分 数 ? 

(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,zl 将 在 所 得 分 数 的 分 子 上 . 

当 任 意 加 括号 时 , 因为 在 zx; 前 的 除 号 或 者 与 x; 有关， 或 者 是 与 zz, 
在 其 分 子 上 的 某 个 表达 式 有 关 , 所 以 z; 都 在 分 母 上 . 

我 们 再 用 归纳 法 来 证 明 其 余 n -2 个 字母 x;,x4,… ,zx 中 的 每 一 
个 字母 可 以 不 依赖 于 其 余 字 母 而 落 在 分 子 上 或 分 母 上 ,因此 总 共 可 得 
到 2” 个 分 数 . 

事实 上 , 当 % = 3 时 ,可 以 得 到 2 个 分 数 : 


Tl 村 3 





1 : 
(x1 : x2) : 73 = 一 及 zl: (rx :rx3) = 
73 . 


所 以 当 2 = 3 时 ,结论 成 立 . : 
假设 结论 对 n = 上 成立, 我们 来 证 明 它 对 n. = & + 1 成立. 
设 在 某 次 加 括号 后 表达 式 zl : zz : … : zx 能 写成 某 个 分 数 A 的 形 
式 , 如 果 在 这 个 表达 式 中 用 2 : ZXh+1 代替 xz， 那么 x 仍 将 在 它 原先 在 
和 A 中 所 在 的 位 置 ,而 zi41 将 不 会 在 xz; 原先 的 位 置 上 ,也 就 是 说 ,如 果 六 
原先 在 分 母 上 ,那么 ms+l 就 会 在 分 子 上 ,并 且 反 过 来 也 对 . 
为 一 方面 ,在 分 数 A 中 加 括号 之 后 一 定 会 有 (pp : zx) 形式 的 表达 
式 , 其 中 P 为 字母 区- 或 者 某 个 括号 ,用 表示 式 [( 己 ; 6 : Xe+!) =P 


ZX 
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次 六 


: (zx 来 代替 ( 轧 : zx) 后 ,显然 在 原来 的 分 数 A 中 ,用 xz， xeti 


“代替 了 xi .也 就 是 说 ,x+1 可 以 在 x 同样 的 位 置 上 , 即 同 在 分 子 上 或 同 


在 分 母 上 . 
根据 数学 归纳 原理 ,其 余 n 一 2 个 字母 中 的 每 一 个 都 可 以 不 依赖 于 
其 他 字母 而 落 在 分 子 或 分 母 上 . 
因此 ,用 一 切 可 能 的 办 法 加 括号 ,可 以 得 到 2” 个 不 同 的 分 数 . 
1. 49 整数 1,2,……，,?2” 的 排列 满足 :每 个 数 或 者 大 于 它 之 前 的 所 
有 数 , 或 者 小 于 它 之 前 的 所 有 数 .试问 有 多 少 个 这 样 的 排列 ? 
(第 21 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 记 所 求 的 排列 个 数 为 a,. 
n 二 1 时 ,只 有 数 1, 显 然 al = 1. 
对 于 n 之 2, 如 果 数 2 排 在 第 i 位 , 则 它 之 后 的 n -i 个 数 完 全 确 
定 , 即 只 能 是 一 i,n 一 1 一 1,…,1. 而 它 之 前 的 i -1 个 数 有 au; 种 排 
法 ,考虑 到 n 所 在 的 不 同位 置 , 则 必 有 
0 二 +Tal+aQ2 十 十 Cl 
由 ai = 1 可 得 ca = 1+ail = 2 
a3 一 1+ai+a,= 2 
a4=1tay+t+ata;=8=2 
由 此 可 猜想 a,,， = 2”! ,用 第 二 数学 归纳 法 不 难 证 明 我 们 的 猜想 成 立 . 
1. 50 ”一 个 非 负 整数 的 有 序 对 (m,n) 称 为 “简单 的 " ,如 果 在 做 
5 +n 的 加 法 时 用 不 着 进位 ,wm + nn 称 为 有 序 对 (wx ,n) 的 和 . 求 和 为 
1492 的 “简单 的 ” 非 负 整数 有 序 对 的 个 数 . 
(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 】 zx, 的 个 位 数字 可 以 是 2,0;1,1;0,2 三 种 . 
同 理 , 十 位 数字 有 十 种 , 百 位 数字 有 五 种 , 千 位 数字 有 两 种 . 
因此 ,所 求 个 数 是 3x 10 x 5 x 2 = 300. 
1.51 设 2 为 偶数 ,从 整数 1,2,…,” 中 选 出 四 个 不 同 的 数 c ,4b， 


c,d ,满足 a+c=6b+ 9 ,证 明 :; 选 取 的 方法 (不 考虑 a ,65 ,c,d 的 顺序 ) 


n(n —2)(2n — 5) 


共有 24 


种 . 


(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 a > 5 > a, 则 qd > c. 考 虑 从 1,2,…,nn 中 选 出 二 
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个 数 a > 5 > c, 满 足 a + c 一 5 关 5 的 选 法 ; 选 三 个 数 a > >c 有 
C3 种 ,其 中 满足 a + 。= 26 的 就 是 4 与 。 同 奇偶 的 ,共有 二 (二 _1) 


种 .( 先 从 1,2,…,n 中 取 定 一 个 及 种 方法 ,与 它 同 奇偶 的 数 有 一 -1 


个 ,有 硅 -1 种 选 法 . 由 于 不 计 顺 序 , 共 方 n( 导 - 1) 种 选 法 ) ,因此 三 元 
数组 {(a,b5,c),n 宇 a>6b>c 宇 1,a+c-5b 关 bi 共有 

3_1 /7 YY 了 工 _ _ 

C3 一 > 7 路 = PAY 2)(2n — 5) 
种 .上 述 每 个 三 元 数组 确定 一 个 符合 题目 要 求 的 4 元 数组 ,但 每 个 四 元 
数组 (a ,b,c,qd) 出 现 两 数 (a ,b,c) 及 (a,d,c) 产生 相同 的 四 元 数组 ， 


所 以 问题 的 答案 是 :mn 人 _2)(27 -5). 


1.52 设 n€ N, 且 使 37.5” + 26.5” 为 正 整数 . 求 ”的 值 . 
(中 国 上 海 市 高 中 数学 竟 赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 因为 


37.5" + 26.5* = 记 (75" + 53") 


75"7+53" 寺 (-1)”+1" 二 2 {mod 4), 
即 75"7+53”*= 4l+2 (LE€N), 


故此 时 37.5” + 26.5" = (2 + 1) 不 是 正 整 数 . 


而 当 ”是 奇数 时 ， 
75” + $3” = (75 + 53)(75"! — 75* 2 x 53 + .+ S321) 
= 27. (2m + 1),m EN. 
故 只 有 当 ? = 1,3,5,7 时 ,37.5” + 26.5" 是 正 整 数 . 
所 求 n 的 值 为 1,3,5,7. 
1. 53 ” 茶 学 生 没 有 注意 写 在 两 个 7 位 数 之 间 的 乘 号 ,将 其 误 认 
为 是 一 个 14 位 数 .该 14 位 数 恰 好 是 原来 乘积 的 3 倍 . 试 求 这 3 个 数 . 
(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[| 解 ] 原来 的 算式 是 1666667 x 3333334. 
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事实 上 , 设 这 两 个 7 位 数 分 别 为 x 和 y-. 由 题 意 可 知 ， 

3zy = 10’.x+y, 

故 

107. x 

3z 一 1 

从 而 10 迟 应 是 3z -1 工 的 倍数 .但 
10'z = 3333333. (3x — 1) + x + 3333333, 

所 以 ,存在 正 整数 ,使 
x + 3333333 = k(3x — 1). 


VY 一 


当 & = 1 时 , 解 得 x = 1666667,y = 3333334. 


当 上 之 2 时 , 解 得 x < 108 ,不 合 题 意 . 
因此 ,所 求 3 数 为 1666667,3333334,16666673333334. 

1. 54 ”对 任 一 正 整 数 , 令 d(n) 表 示 n 的 正 因 数 (包括 1 和 nn 本 
身 ) 的 个 数 . 试 确定 所 有 可 能 的 正 整数 K, 使 得 存在 正 整数 n, 满足 
d(n’) 


CQ 7 ) 





(第 39 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 如 果 K 是 一 个 可 能 的 正 整 数 ,使 得 存在 n € _ N ,满足 
dm) _ 
al(n) 
我 们 设 ”的 素数 分 解 式 为 
n= 的 ph* ps. 
于 是 


a(n) = ][(u + D， 
d(2n) 一 I 2a + 1), 
又 由 ad{(n*) = K.d(n) 得 


ea +1)=K. Te + 1) 


上 式 左 端 为 奇数 ， 因此 K 为 奇数 
下 面 证 明 : 每 一 个 奇数 都 是 题 中 所 说 的 可 能 的 正 整数 KK. 
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用 数学 归纳 法 . 


事实 上 ， 由 = 1 可 知 ,1 E S, 其 中 S 表 示 题 中 所 说 的 “所 有 可 
能 的 正 整数 K 的 集合 ” 即 
d(n’) 


S= K 1 K € N, 且 存在 n € N, 使 0) = 


设 2i-16ES, 其 中 = 1,2,…,K. 

下 面 继 证 :2K + 1 € S. 

为 此 ,我 们 设 2K +2 = 2”.1,m EN,t 是 奇数 .因为 1 是 小 于 2K 
+ 1 的 奇数 ,所 以 由 归纳 假设 知 1 € ;. 即 存在 

n= pp ps 








28+ 1) 
使 得 开元 TD 
令 8= 2 (2m ~ 1),7Y = 1(2”18 + 1) 1. 于 是 我 们 有 
28+1 48+1 2°B+1 27+1. 人 (Qo+1) 
Br1 28+1 2m28+1 y+1 A% (a+1) 
_2 Bt .2 ‘B+D)-1 
B+l1 ‘(2°18+ 1) 
2t(2” iB + 中 —1 
B+1 
pm, 212" DD) +1 
有 + 
= 2”t+—1 
= 2K+l 
因此 ,存在 正 整 数 


1 = a 
其 中 qi;42;… ;Gms Pis Pp2，…;D; 是 m+ ;个 两 两 不 同 的 素数 ,使 得 
C2) 
al(n’) 
由 数学 归纳 法 原理 知 ,每 一 个 奇数 都 是 题 中 所 说 的 正 整 数 KK. 
综 上 所 述 , 所 有 可 能 的 正 整 数 KK 就 是 所 有 的 正 奇 数 . 


= 2K+1, 
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1. 55 ” 求 所 有 非 负 整数 ,使 得 2 + 5 是 一 个 质数 . 
(韩国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 当 n=0 时 ， 
2 +5=2 4+5=2+5=24+5=7 
是 质数 . 当 n > 1 时 ,因为 2 二 -1 (mod 3) 


所 以 

2 +5=(-1)* +2=11+2==0(mod3), 
日 

22 +5>3, 
从 而 

22 +5 


是 3 的 倍数 , 且 不 等 于 3, 故 它 必 是 合 数 . 

综 上 所 述 ,所 求 的 非 负 整数 仅 有 n = 0. 

1. 56 试 求 具 有 如 下 性 质 的 最 大 自然 数 : 它 的 末 位 数 不 为 0, 在 
柚 去 它 的 某 一 位 数 ( 但 不 是 首位 数 ) 之 后 ,原来 的 数 怡 是 所 得 的 数 的 整 
数 倍 . 

(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 设 原 来 的 数 是 所 得 的 数 的 5 信 , 其 中 bb 是正 整数 .那么 ,我 

们 有 
aa 10/ + a :101 + a ear 


= bawars* 10Tl+ areial) | (DD 


易 知 1<b<20, 且 由 a) 关 0 可 知 65 关 10. 


如 果 2 > 10, 则 &= 7+1,71 = -1 此 时 ,@ 式 可 化 为 


ak 10 + ap-t * 104 ?+ as2"ral = (ae * 104?2 + ar 2 a), 
即 

[ae1—- (6 10)a}j : 10: = (6b—1) * ah_ 2 Ql, © 
由 上 式 可 知 

at 1 > (5 — 10)a,, G) 


并 且 当 ai-，…al 是 2 的 倍数 时 ,注意 到 al 尖 0, 可 得 5 -1 是 双 -2 的 倍 
数 .从 而 有 
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5-2< -1 过 18， 
k < 二 3， 
即 原 数 在 这 种 情况 下 最 多 是 3 位 数 .同样 地 , 当 a,_，…aj 是 5 的 倍数 时 ， 
可 得 5 -1 是 2** 的 倍数 .从 而 有 
2 bb-1<18, 
k 二 6， 
即 原 数 在 这 种 情况 下 最 多 是 6 位 数 . 
如 果 训 = 6, 则 65 一 1 是 24 的 信 数 ,从 而 得 6 = 17,a4a3a2a1 是 5 
= 625 的 倍数 .又 由 国 可 知 as > 7a6, 因 此 a6 = 1,as = 8 或 9. 将 这 些 
结果 代 人 加 得 
[8-7xHf .104 = 16. asa3a2al, @ 
或 / z 
[9-7x1j. 104 = 16.: asa3a2al. G) 
由 网 得 aiasazal = 9 = 625. 
此 时 原 数 ”akasa4asazal = 180625. 
因为 ”180625 = 17 x 10625, 所 以 180625 是 符合 题目 要 求 的 一 个 数 . 
由 国 得 aasazal = 2 x 5 = 1250， 
显然 不 符合 dl 天 0 的 要 求 . 
如 果 5 < 10, 那 么 可 将 @ 式 化 为 
[(10- 5 atmpasi+ta] lol= (oal © 
由 于 所 求 的 是 满足 条 件 的 最 大 的 正 整数 ,因此 不 妨 设 有 6. 此 时 
显然 1 > 1. 
如 果 a,_1…al 是 2 的 倍数 ,由 加 可 知 ,2 -1 是 5 和 1 的 信 数 .从 而 有 
Sl<b-1<8, 
1 = 2. 
代入 名 得 
[(10 — 68) al ap 03 十 ao]， 10 = (5 了， < 72， 
因此 上 过 3， 
即 此 时 原 数位 数 不 大 于 3. 
如 果 a,_1…al 是 5 的 倍数 ,那么 6 -1 是 2! 的 倍数 ,从 而 有 
2"1<b-1<8, 
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1 4. 
当 5b5-1=8,/1=4,a34a2al = 7X5= 875 时 ,@ 式 右 端 最 大 ,此 时 人 @ 
式 化 为 
ap"'as + a4 三 7. 
因此 有 =5， 
即 此 时 原 数 位 数 为 5. 
综 上 所 述 , 符 合 题 目 要 求 的 最 大 的 正 整 数 是 六 位 数 180625. 
-1.57 求 所 有 正 整 数 &, 使 得 有 & 个 连续 正 整数 之 和 是 一 个 正 整 
数 的 立方 . 


尖 


(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 记 
Sk)=nt+((nt+1)+(n+2)+…+(nt+k-1) 
= k(n +k—1), 
这 里 ”是 一 个 正 整 数 . 今 


:=2n+k-l1 
那么 
= 了 (: —k+1) 
于 是 ,我 们 有 
S,(k) = 六 好 


由 于 > 是 一 个 正 回教 因此 : 与 & 的 奇偶 性 不 同 , 且 1 > 上 &. 
当 率 是 奇数 时 ,t 是 偶数 ,可 取 + = 2k?2,n = (2 k 十 1), 使 得 


S,(k) = 方 权 = 有 3. 


当 上 是 偶数 时 ,zt 是 一 个 奇数 . 设 
&= 2'S,(r 和 S 为 正 整 数 ,S 为 奇数 ). 
则 


S$S,.(k) = pi = 2 St 
者 -1 不 是 3 的 倍数 ,由 和 + 都 是 奇数 可 知 , S,(&) 不 可 能 是 一 个 整 
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数 的 立方 . 若 >* -1 是 3 的 倍数 , 则 可 取 
t= S2 . 337 = 村 (3? 337 —k+1), 
使 得 


S,(k) = 到 — 2r-1 ,G3 ,337 


是 一 个 整数 的 立方 . 
综 上 所 述 , 所 有 的 正 奇 数 以 及 可 以 表示 成 & = 2'S( 其 中 + 是正 
整数 ,S 是 正 奇 数 ,r 一 1 是 3 的 倍数 ) 的 正 偶 数 ,为 所 求 的 所 有 正 整 数 & 
的 集合 . 
1 58” 正 整数 n>>1,A, = {xENI(z,n) 关 1. 正 整数 称 
为 有 趣 的 ,如 果 对 于 任何 x,y € A,, 有 x+yE€ A,. 求 所 有 有 趣 的 大 于 
1 的 正 整 数 2”. 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 】 p 是 一 个 质数 .我 们 先 证 明 : 若 ”= p(s € N)， 
则 ”是 有 趣 的 . 
事实 上 ,者 有 xz E 六 ,使 (z， py) £1 则 z 是 p 的 倍数 ,因而 对 于 之 ， 
y€ Ay, 必 有 z,y 都 是 p 的 倍数 ,从 而 x + > 是 户 的 倍数 ,(z+ yp) 
隆 1, 则 xz+yE€ Ay. 故 n= p 是 有 趣 的 . 
再 证 明 : 若 ” 至 少 含有 2 个 不 同 的 质 因数 , 则 ”不 是 有 趣 的 . 
事实 上 ,大 n 至 少 含 有 2 个 不 同 的 质 因 数 , 则 
2 二 pg,p 是 质数 ,g,s E N,g >1, 昌 (pp,o)=1. 
选取 z = p,y = 9. 
因为 (p,p'q) = p 关 1,(g,p'g) = 9 天 1 所 以 如 E Apss,g € 
Apso. z 
因为 (p - 9) = 1, 所 以 (p+9,p)=1,(p+9g,g)=1. 
: 从 而 有 (p+ gq,p'q) = 1, 即 p+ 9 Apso, 因 此 n= pq 不 是 有 趣 
的 . 
综 上 所 述 ,所 有 有 趣 的 大 于 1 的 正 整 数 的 集合 为 
| 六 1 p 是 质数 ,s 是 正 整数 }. 
1. 59 确定 所 有 正 有 理 数组 (z,y,z); 使 得 z + >y 十 =, 一 十 工 


» 
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se 汪 六 


+ 一 ,zyz 都 是 整数 . (这 里 z 之 y < z.) 


(第 45 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 于 
(- 1 _ 
ZXyY 十 yi r= ry 了 ， 
所 以 zy+ yz + zr 也 是 整数 . 


令 


fl(u) = 人 

= uU 3 (r+yt+z)u + (zxy+ y+ zx)u — ryz, 
则 f(u) 为 整 系数 三 次 多 项 式 . 由 于 z,y， = 生态 wx) 的 三 个 正 有 理 数 
根 ,因此 令 


,a ,0 所 N,H(a,b) 一 1. 


二 


了 
于 是 


即 
3 
(rtyte) rat (mt yt 2r) ab- ryb? = . 
. 3 
上 式 两 端 除 左 端 第 一 项 外 ,都 是 整数 ,因此 , 左 端 第 一 项 二 也 是 整数 ， 
从 而 得 
b=1,r=a,a 2 为 正 整数 ， 

同 理 ,y, z 都 是 正 整数 . 


若 z = 1 则 1+ + 二 是 整数 ,从 而 一 + 一 是 整数 .车 y 之 3， 
则 z 衬 y 宇 3, 于 是 有 


1 
”3 
与 + 二 + 二 是 整数 矛盾 .因此 y 之 2 


当 z 人 
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1,y = 2 时 ,只 有 z= 2 能 使 了 + 二 + 二 1 是 整数 .所 以 当 zx = 1 时 ,有 


本 
HH 


1 


着 x = 2, 则 当 y = 2 时 ,没有 正 整 数 > >>2 能 使 + 一 一 为 
整数 ; 当 y=3 时 ,只 有 > = EN ; 当 y=4 时 ,只 有 > = 4 不 Tf 合 
条 件 ; 当 y 之 5 时 ,z 之 5， 于 是 一 1 二 < 二 t+ 二 < 二 + 全 


< 1, 不 存在 符合 条 件 的 z. 因此 ， 当 x = 2 时 ,只 有 两 组 解 ， 


XT 一 了 2， X= 2, 
> > 
= 6; = 4. 


车 二 3 > 当 = 3 时 ,显然 ,只 有 一 组 解 : 


当 y >4 时 ,z 之 4 于 是 上 + 上 + 二 之 二 <1 无 解 
综 上 所 述 ,本 题 共 有 上 面 得 到 的 五 组 解 . 
1. 60 求 最 小 的 正 整 数 n > 1, 使 得 1,2? ,3*,…,n? 的 算术 平均 
数 是 一 个 完全 平方 数 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 


[ 解 ] 设 
12 二 22 十.… 十 722 2 
n 3 
其 中 &E N. 即 
二 (za+D(n+1) = @ 


因为 nn 之 2, 所 以 


1 
站 人 + 1)(272 + 1) 之 3 


7 ， 
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a 


从 而 
5 

久之 本 ， 

> 2. 
因为 2n + 1 是 奇数 ,所 以 由 名 知 ,n 必 为 奇数 , 令 n = 2m 一 1,m 宇 2， 
代入 中 得 

m4m 一 下) = 天 © 
因此 mx 是 3 的 倍数 或 者 4m 一 1 是 3 的 倍数 . 

若 m 是 3 的 倍数 , 则 令 mw = 31,t EN, 代 入 名 得 

1(12: 一 1) = 大， 
由 于 上 与 12! -1 互 质 ,因此 :与 12+ ~ 1 都 是 完全 平方 数 .但 
这 与 “完全 平方 数 除 以 4 只 能 余 0 或 1” 矛盾 .所 以 必 有 4m 一 1 = 3i(t 
E N), 代 和 人 四 得 


31+ Di = k?, 
(3t + 1)t = (2k)° (3) 


因为 m = 二 (31+1), 所 以 31 +1 是 4 的 信 数 ,从 而 + 除 以 4 的 余数 必 
为 1. 令 
t=4j+1 (jEN) 
( 因 m 宇 2, 故 1 之 3, 从 而 有 jj 之 1.) 
代入 @, 得 z 
(37 + 1)(47 + 1) = k*. 
由 于 (47 +1) 一 《37j+1)=j, 而 4j +1 与 ; 互 质 ,因此 4;j+1 与 3 
+1 互 质 , 从 而 4; + 1 与 3; + 1 都 是 完全 平方 数 . 令 
3j+1= a’, 
.147+1= 0. 
其 中 a 是 不 小 于 2 的 正 整数 ,5 是 不 小 于 3 的 奇数 .由 上 式 ,得 
3b*+1= 4a’, 


由 


令 


bp=2s+1,s€N, 
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代 人 上 式 , 得 
12s(s +1)+4= 4a?, 
3s(s+1)+1 = a’”, 
因为 5(s + 1) 必 为 偶数 ,所 以 a 为 奇数 ,日 a 守 3. 于 是 , 令 
b=4c+1,a= 4d+1, 
这 里 c,d € N. 代 和 信 @, 得 
3(4c +1)+1= 4(4ad +1), 
展开 ,并 化 简 , 有 
3c(2c + 1) = 4d(24d + 1), 
由 上 式 可 知 ,c 是 4 的 倍数 .于 是 令 


C= 4e,eE€EN, 
因此 ， 第 
= 一 4c 二 1=16ec 土 1 
由 孝 
41+T1= 六 
得 
6-1 (i6et1)-1 
= -一 -一 = -一 -一 一 = 十 
J 了 4 8e(8e + 1), 
于 是 : 
t= 4;+1= 32e(8e+1)+1, 
所 以 
mm 一 二 (31 +1)= 24e(8e+1)+1, 
从 而 有 
n=2m—1= 48e(8e+1)+1, 
显然 


n 之 48xX1x(8x1-1)+1= 337. 
容易 验证 ,nx = 337 时 


人 +22+…+72 1 
一 一 一 一 一 = 一 (2+1)(22 二 有 
n 6 
= x 338 x 675 = 169 x 225 
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兰芝 六 


综 上 所 述 ,可 知 所 求 的 最 小 的 大 于 1 的 正 整数 n 为 337. 
1. 61 求 所 有 正 整 数 ”< 200, 使 得 n*+ (2 +1) 是 一 个 完全 平 
方 数 . 
(北欧 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 设 正 整数 nx < 200, 且 满足 


n + (n+1) = k*,kEN. QO 
那么 显然 有 

k>nt1, 
月 

(nt+1)=k -n= (k~n)(k+n) © 


因为 (n,n +1) = 1, 所 以 由 Q 可 知 

(n,k)= 1A(n+1,k)=1. 
记 

d=(k+n,k~—-n) 
则 4& 攻 整除 (二) 一 (一 nn) = 2n. 又 由 回 知 ,d?* 整除 (k 一 n)(k+n) 
= (n +1), 从 而 & 整除 x +1, 于 是 d 是 2n 与 n+ 1 的 公约 数 ,但 (xn， 
n+1)=1, 因 此 

d = 1 或 2. 

当 4d = 1 时 ,显然 n + 1 是 奇数 , 且 由 @ 可 知 , 存 在 互 质 的 正 整数 

a,b(a > 5 之 2), 使 得 

kt+n=a’,k-n=b,n+l=ab 3 
由 上 面 三 个 式 子 中 的 前 两 式 , 解 得 

n= (a? 一 术 )， 
由 @ 式 中 的 后 一 式 , 可知 a ,6 都 是 奇数 , 且 

ob -1= 7 (a? 6?) 
即 

a* -2ba+(2-b)=0 
由 一 元 二 次 方程 求 根 公式 ,得 

4a = b+ V2b* -2. 
由 于 a > 2, 因 此 舍 去 上 式 中 的 负 号 ,得 
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a = b+ V2{(6* -1). 
因为 ec, € N, 所 以 存在 正 整数 1 ,使 得 

bl1=21,a= b+21, @) 
由 上 面 两 个 式 子 中 的 第 一 式 , 有 

21 = (b -1)(b+1) 
由 于 是 奇数 ,因此 5 - 1,2 + 1 都 是 俩 数 , 记 





b-1=2s,s€EN. ®) 
则 
b+1=2(s+1). 
于 是 有 
22* = 2s .2(s + 1), 
即 
1t* = 2s(s + 1). 
车 ;为 偶数 , 则 (2s,s + 1) = 1, 从 而 存在 互 质 的 正 整 数 c,d ,使 
2s = c*,s+1 = qd’, ©) 
其 中 c 为 偶数 ,由 上 面 三 个 式 子 ,可 得 
t= cd ( 
由 @\@ 可 知 
b—1= ce”, 
将 中 代入 加 ,有 
a= 86+2cd 
利用 前 两 个 式 子 和 @ 的 最 后 一 式 , 得 
n=ab-l 
= (b+2cd):b-1 
= (c+1+2cd)(c*+1)-!1 
= (c+1)+2cd(c*+1)-1 
> (c+ 1). 
由 于 ”< 200, 因 此 由 上 式 得 
(c* + 1)? < 200, 
从 而 


c < 14 
注意 到 c 是 偶数 ,所 以 有 
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由 @， 
=2,d =3 了 矛盾 ， 
因此 ,s 必 为 奇数 . 
此 时 ,(s,2(s + 1)) = 1. 所 以 由 1* = 2s(s + 1) 可知 ,存在 互 质 的 
两 个 正 整数 。* ,d* ,使 得 


an 


$ 一 c* ,2(s+1) = d*, 
这 里 。* 是 奇数 ,d ”是 偶数 ,从 而 

t=cd,, © 
将 @ 代 人 人 名 ,有 

b=2c* +1, / 四 
将 @ 代 人 四 ,有 

a =6+2cd* 2c +1+2cd", 中 

将 上 面 两 个 式 子 代入 @ ,得 

n=ab-l1 


= 2c" +1+2c*d*)(2c* +1)-1 
- (20* 4+1)2+2crd*(2c* +1)-1 
> (2c* + 1)2, 
由 ”< 200, 得 
(2c + 1)? < 200, 
从 而 有 
2c* +1<15. 
由 于 c” 是 奇数 ,因此 
c ”一 1. 
由 人 @ 得 
s=1,d = 2. 
由 但 .人 ?得 
bp=3,a=7. 
由 @) 得 
1 二 cp 一 = 20. 
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当 = 2 时 ,因为 (k+n,k 一 n) = qd, 所 以 &+ n 和 k 一 都 是 侦 


数 .因为 (&,n) = 1, 所 以 和 都 是 奇数 . 因为 (也 1 2 ) = 有 有 


ki+n 2 





(2 +1) =22， ,所 以 存在 互 质 的 正 整数 a” ,0” ,使 得 
ntl) = 0， 心 
显然 ,其 中 a ”> 5 , 且 
a* bp* = 3 


代入 @ 的 第 三 式 , 得 

1 
即 

人 -26b6"a +(1— p* ) = 0. 
由 一 元 二 次 方程 求 根 公式 ,得 

a* =b*+V2b* -1, 


这 里 已 由 a”> b” 删 去 了 为 一 根 , 因 为 a” ,5”E€ NN, 所 以 存在 正 整数 
fi” ,使 得 


20 -1=1" ,a =6*+1”. 四 
若 5* 王 41, 则 
if” 二 1l,a” = 2. 
代入 @, 得 
n 二 3. 


若 56” 宇 2, 则 1* 实 2,1* 是 奇数 . 记 

rt” =2t:+1l,:€EN. 
代入 名 ,得 

20* -1 = (21+1)2. 
凤 

bp* = 21224+21+1. 
可 见 6* 是 奇数 .因为 5 洋 2, 所 以 

20* 1>60* 
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从 而 


“二 V28 -1>20*. 


于 是 


Se 些 访 


n+1=2ab* >40* 
因为 ”nn < 200， 
所 以 46* < 200， 
即 6* <50. 
注意 5” 是 奇数 ,可 知 
p* € (3,5,7| 
由 国 ,5 = 3 和 7 时 ,1” = 17 或 97, 蔬 盾 ;而 当 b*” = 5 时 ,有 +* = 
7,a” = 12, 从 而 由 人吉 ,得 
z n=a* -6b* = 119. 
经 检验 ,n = 3,20,119 时 ,都 满足 本 题 的 条 件 .因此 ,n = 3,20,119 


是 本 题 的 所 有 解 . 
第 3 节 人 性质 
1. 62 试 证 如 果 zr,y,z 及 Vz + Vy + Vz 都 是 有 理 数 ,那么 , Vz， 
Vy,Yz 也 是 有 理 数 . 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1957 年 )- 
[证 ] 设 Vz + Vy+ 之 一 YU 
依 题 中 条 件 , ww 是 有 理 数 . 则 
Vx 十 Vy = w ~ Vz. 
将 此 式 两 边 平方 ,得 
r+yt+2Vriy= w -2wy+z. 


由 此 得 
2 Vxy= w+t+zr-r—-y- 2wYe. Q) 
将 中 式 两 端 再 次 平方 ,得 
4zy = (wi tre- ry +4wz -dww +r ro— y) Vz, 
即 
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4z(z2+x 一 工 -y)Vz = (w+z—-r—-y) +4wz-4ry. © 
当 wl(w:+zx-+ 一 y) 关 0 时 ,由 等 式 @ 推 知 
(ww 十 z— xr- y) +dwz— 4ry 
Vz = 4w(w +—x—y) | 
在 这 种 情形 下 ,显然 Yz 是 有 理 数 . 
当 ”wl(w +z-Xx 一 y) = 0 时 ,有 两 种 可 能 . 
(1) 车 w = 0, 那 么 Vx = Vy = Vz = 0. 
(2) 车 包 关 0, 而 w+z--x--y 二 0. 于 是 从 等 式 @@ 得 到 2 Vry 
= 一 2w yz. 因 为 数 2 Vxry 与 2w vz 非 负 .所 以 从 后 一 等 式 推 知 它们 都 
等 于 零 , 也 即 2w yz = 0. 但 w 关 0, 所 以 Vz = 0. 
综 上 ,Vz 是 有 理 数 .类 似 地 可 以 证 明 Vx 与 YW 也 是 有 理 数 . 
1.63 在 实数 a 的 无 穷 十 进 制 展 开 式 中 有 一 切 数字 , 设 v, 是 这 
个 展开 式 中 长 为 n 的 不 同 数字 段 的 个 数 , 证 明 : 如 果 对 于 某 一 个 n ,条 
件 Vi 二 n+ 8 成 立 , 那 么 数 a 是 有 理 数 . 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 显然 vi = 10 且 阅 委 
如 果 对 于 一 切 n 有 wri > wv,, 则 
mn 之 Tt+1 之 t+2 之 和 … 
宇 vi+n-1l 
= n+90>n+8. 
此 与 题 设 矛盾 ,因此 , 必 存 在 某 个 自然 数 4, 能 使 ww = w,,1, 从 而 
这 个 小 数 是 循环 小 数 , 即 这 个 小 数 是 有 理 数 . 
1. 64 试 证 任意 一 个 角 的 正弦 和 余弦 可 以 用 有 理 数 表示 的 充 要 
条 件 是 : 这 个 角 的 半角 的 正切 或 者 是 有 
理 数 ,或 者 是 不 确定 的 . 
(名 牙 利 数学 奥林匹克 ,1908 年 ) 
[证 ] 如 图 建立 直角 坐标 系 ,使 单 
位 图 的 圆心 与 坐标 原点 重合 ,以 O 为 顶 
点 ,Ox 轴 为 始 边 作 角 a, 则 有 
cosa = XxX, Sina = y, 


其 中 x 和 y 是 单位 圆周 上 点 p 的 坐标 . 
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因为 人 P4O = 了 , 若 直线 AP 的 斜率 为 mw, 即 tg 了 = z, 则 直线 
BP 的 斜率 等 于 - 一 . 若 sina 和 cosa 都 是 有 理 数 , 则 直线 AP 的 斜率 


a 


tg 也 是 有 理 数 ,其 中 若 a = 2kr + x(kE€ 2Z), 则 te 不 确定 . 反之， 


若 m = tg 是 有 理 数 , 则 由 直线 AP 和 直线 BP 的 方程 


y= m(z+1) 和 y =- 一 (z 一 1)， 

不 难 求 出 它们 交点 P 的 坐标 是 有 理 数 , 即 sina 和 cosa 都 是 有 理 数 . 若 
tg 不 确定 , 则 容易 得 到 这 时 cosa = 一 1,sina = 0, 即 sina 和 cosa 也 是 
有 理 数 . 

1.65 证 明 ; 数 xz 为 有 理 数 当 且 仅 当 在 数列 x ,x + 1,x+2,x+ 
3,… 中 可 选 出 三 个 不 同 的 项 构成 等 比 数列 . 

(第 25 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 充分 性 :假设 x + a,z+pz+c 是 等 比 数列 ,其 中 0、c 

是 非 负 整数 ,和 且 0 志 a < <c, 则 
(z+a)(r+c)= (x+6)’, 

(a+c)x+ac = 2br + 6b, 
或 (a+c—-26b)r = 6b*— ac. 

千 a+c=265, 则 56= ac = a(26 一 a), 即 (a -5)? = 0, 从 而 a 





) 
= ,矛盾 . (或 由 1 = a < (4) 二 6* 知 a = cc 矛盾 .) 


b*—ac 


因此 ,a + c -26 关 0, 从 而 得 x = 是 有 理 数 . 
at+c—-2b 


必要 性 :车 x 为 有 理 数 , 则 可 选取 足够 大 的 自然 数 ,使 
+n>0. 


设 z+n = 机 ,其 中 万 ,都 是 自然 数 ,因为 条 件 
雪 ( 全 + (全 + 
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(2) 
等 价 于 = +b 20+ 了 ， 
因此 选取 8 = h,c = 2h+kkh 
h(l+k 
就 有 人 二 ) 


ttnte= (lt2k+ 


h 
zl ) 


组 成 一 等 比 数列 . 
1.66 数 sin Tsin sin 3 Zin AT 是 否 为 有 理 数 ? 
18 18 18 18 18 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 由 倍 角 公式 得 


sin Sr 二 2sin 4 os AT = 4sin 2 LT oe 4 
.18 18 18 18 18 18 
,XA A 2x 4x 

= 8sin jgcos 18cos 18cos 18° 


注意 到 ”cosa = sin(7 一 0), 知 


8x .XxX .8x. ， 
sin ~ 一 = 8sin 一 Sin -一 Sin 一 Sm 一 . 


18 18 18 18 18 
Sx . 7x 


x, xT 1 
因此 Si 18> 18™ 18 一 8 ， 


而 sin Tg = sin © = sin 一 sin 7 二 1, 所 以 
sin 工 sin 3 sin 2 开 sin I Sin 2 二 1 
18 18 18 18 18 16 
从 而 得 知 题 中 的 数 是 有 理 数 . 


1. 67 ” 试 证 如 果 n 是 自然 数 ,那么 
(2 -1 = Vm- Vm-!1, 
这 里 m 是 一 个 自然 数 . + 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[证 ] 首先 ,我 们 证 明 一 个 辅助 命题 :对 任何 自然 数 n ,存在 自然 
数 a ,5b5, 使 
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(1 -V2)"* = Va2z ~ V282， 
a — 26* = (— 1)". 
当 n = 1 时 ,结论 正确 .事实 上 , 取 a = 65 = 1 即 可 .假定 n= 时 
结论 成 立 .那么 当 nw = 有 + 1 时 ， 
(1 ~ V3) = (1 V2) -V2) = (Va — V26°)(1 -V2) 
= (a bY -V2)=a+2b6- (a+b)Y2 
= Va+26) ~ Via + 6b) = Va? - V20?. 
这 里 ai ,6 是 自然 数 , 且 
a1 一 207 = (&+28) -2(a+ bY) 
= a+26* 
=— (a? — 2b°) 
= (— 1)*(~1) 
一 (一 1)*+!. | 
这 说 明 当 nn = k&k+ 1 时 结论 也 正确 ,从 而 得 知 辅助 命题 对 任何 自然 数 n 
成 立 . 
应 用 这 个 命题 ,不 难 推出 本 题 结论 .事实 上 , 若 ”为 偶数 , 则 
(2 -1)"= (1 -V2)"= Va V202. 
其 中 a,b 是 自然 数 , 因 而 a*,25? 也 是 自然 数 ,而 且 a? - 26? = 1. 
若 n 是 奇数 , 则 z 
(V2 -DD"=-(1-V)"= V26 - Va’, 
这 里 252,a2 是 自然 数 ,而 且 
202 ~ a =-(a-26)=-(-1)=1. 
1， 68 对 整数 ww, 之 2, 试 确定 满足 条 件 
a 二 a+l,b"*=b+3a 
的 正 实数 a ,8 的 大 小 ,并 证 明之 . 
(第 22 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 我 们 将 证 明 对 每 个 守 2, 有 a > 
事实 上 ,显然 a 关 1, 于 是 我 们 有 
(at+1)>4a,， 
(£2) _ b+3a ,b+3a 
(a+1) 4a 


a 


ud 
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假如 5 <, 则 





此 与 式 政 盾 , 放 a > 0. 
1. 69 ” 试 证 如 果 将 和 数 
1 ,1 1 1 
1.2.3 4:.:5:.6 1984 + 1985 + 1986 
表示 为 最 简 分 数 形式 ,那么 该 分 数 的 分 子 将 被 1987 整除 . 
(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 该 和 式 共 662 个 (偶数 ) 加 项 .将 与 首 末 两 项 等 距 的 项 相 加 ， 
得 到 的 分 数 可 写成 
(1987 ~ 3m + 1)(1987 -- 3m + 2)(1987 — 37 + 3) + (3m + 1)(3n + 2)(3m + 3) 
(3m + 1)(3m +2)(3m + 3)(1987 — 3m + 1)(1987 - 3m +2)(1987 ~ 3n + 3) 
__ 1987 M7 

(3m + I)(3m + 2)(3m + 3)(1987 — 3m + 1)(1987 ~ 3n + 2)(1987 — 3m + 3) 
其 中 mm = 0,1,2,…,330, Mm 为 整数 . 

” 形 如 这 样 的 分 数 相 加 ,和 数 的 分 子 仍 有 因数 1987. 注意 到 1987 是 
素数 , 且 大 于 公分 母 中 的 每 个 因数 ,所 以 当 和 数 化 为 最 简 分 数 时 , 分子 
仍 保留 因数 1987, 所 以 它 被 1987 整除 . 

注 ”这 个 命题 的 条 件 可 推广 为 如 下 形式 : 
1 1 1 
1 2.3 4.5 6 (p30p 2p 1) 
其 中 轧 = 6&R+1,( 有 GEZ), 且 为 素数 ， 
1 .70 为 非 负 整数 ,do,di,d，,…,d; 为 0,1 或 2. do + 3d1 二 … 
+ 3‘dk + “二 3", 是 正 整数 的 平方 .证 明 ; 在 0 过 i 志 n 中 至 少 有 一 个 
i, 使 4 = 1. 








(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 多 知 平方 数 除 以 3 余数 为 0 或 1. 如 果 do 关 1, 则 do = 0， 
从 而 
3(di1 + 3d;+ +3" 1g,) 
是 平方 数 ,括号 中 的 数 应 被 3 整除 . 即 di = 0. 于 是 ds + 3d3 十 … 二 
3” “ad, 是 正 整数 的 平方 . 
依 此 类 推 ,如 果 a; 均 不 为 1, 那 么 逐步 得 出 4,,4;,…, qd, 均 必须 为 
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0, 这 与 do + 3di + … + 3 中 ,为 正 整数 矛盾 . 

故 本 题 结论 成 立 . 

1 71 设 正 整 数 x 的 不 同 因数 的 个 数 为 N(n). 例 如 24 有 因数 
1,2,3,4,6,8,12,24. 所 以 N(24) = 8. 试 确定 N(1) + N(2) + …+ 
N(1989) 是 奇数 还 是 偶数 . 


统 冰 全 


(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 于 a 是 n 的 因数 时 ,一 也 是 的 因数 ,并 且 只 有 2 为 完 


全 平方 数 , 即 4 = Vn 时 ,d = 一 ,所 以 ,一 般 情况 下 ,n 的 因数 是 成 对 


(4 与 了 是 一 对 ) 出 现 的 ,只 有 在 为 完全 平方 数 时 ,有 一 个 因数 Vx 不 
能 配对 ,这 就 表明 当 且 仅 当 n 为 完全 平方 数 时 , N(n) 为 奇数 . 

由 于 45* > 1989 > 44* ,因此 ,1,2,…,1989 中 有 44 个 完全 平方 数 ， 
即 和 式 中 有 44 个 奇数 ,从 而 和 式 是 偶数 . 

1.72 给 定 了 2z 个 不 同 的 数 al ez，…an,pb mb, 并 将 它们 
按 如 下 法 则 填 人 方 格 表 , 即 在 位 于 第 i 行 和 第 j 列 相交 处 的 方 格 内 填 人 
数 a; + b; ,证 明 :如 果 各 列 数 的 乘积 相等 ,那么 各 行 数 的 乘积 亦 相等 . 

(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] ”我们 来 考察 多 项 式 
f(x) = [r+a) -Irs), 

其 次 数 低 于 n ,如果 对 一 切 j = 1,…,n, 都 有 (5) = 了 (a;+ 5)=c， 
则 多 项 式 FLz) - 至 少 有 n 个 不 同 的 根 ,因此 可 知 对 一 切 z 都 有 f(x) 
一 c = 0, 从 而 有 


C= f(- a;) =- I[(- -ob) 


= (DeiT(e + 5), 


此 即 为 所 证 . | 
1.73 在 n xn 的 正方 形 表 格 中 任意 地 填 上 1 或 者 - 1,n 为 奇 
数 , 在 每 一 列 的 下 面 写 上 这 一 列 中 所 有 数 的 乘积 ,而 在 每 一 行 的 右边 写 
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土 这 一 行 中 所 有 数 的 乘积 ,证 明 : 所 写 的 2n 个 乘积 的 和 不 等 于 零 . 
(第 2 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[证 ] 设 pi,p,,…,p, 为 每 一 行 的 乘积 ,qi ,gq;,,… ,gq, 为 每 一 列 

的 乘积 ,那么 
DPI P22 pn = 9192 9n 

因此 在 pi,p2,… ,Pp 中 以 及 在 gi,92,… ,gn 中 一 1 的 个 数 的 奇偶 性 相 
同 .不 妨 设 在 pi ,Pp2,…,p。 中 以 及 在 gil ,9;,… ,9 中 一 1 的 个 数 都 是 奇 . 
数 , 又 因为 n 是 奇数 ,所 以 其 中 +1 的 个 数 都 是 偶数 ,因此 在 pj, p,,…， 
Pn ,491,92，,… ,qn 中 一 1 的 个 数 都 是 奇数 的 2 信 , 而 + 1 的 个 数 是 偶数 的 
2 倍 , 故 加 + 加 +…+ 久 +ql+g+…+d 天 0. 

1.74 将 三 棱柱 的 每 一 个 顶点 标 上 一 个 数 ,使 每 一 个 顶点 所 标 
上 的 数 等 于 所 有 相交 于 这 个 顶点 的 楼 的 另 一 个 端点 所 标 上 的 数 的 算术 和 
平均 值 . 试 证 :三 棱柱 的 顶点 所 对 应 的 所 有 六 个 数 都 相等 . 

《匈牙利 数学 奥林匹克 ,1935 年 ) 

[证 ] 如 图 所 示 ,Aj,A,,A3 和 Bi,B,， 4 | 
Bs 分 别 表示 三 楼 柱 的 上 底面 的 顶 皮 和 下 底面 人、 
的 顶点 ,aj,a2,a3,01,0b2,b3 是 标 在 这 些 顶 点 
的 数 . 

不 妨 设 ai 为 上 述 6 个 数 中 最 小 的 数 , 则 有 
a1 = 到 一 全 ,因为 w 个 数 的 算术 平均 值 
不 小 于 这 个 数 中 的 最 小 的 数 , 而 al 不 大 于 
a2,a3,b1 中 的 任何 一 个 ,所 以 这 四 个 数 应 该 相 B; 
等 .因此 51 也 是 上 面 6 个 数 中 最 小 的 数 , 同 理 
可 得 61 = 0 = 63 = ai. 于 是 ,上 述 的 6 个 数 都 相等 . 

1.75 设 ” 是 大 于 6 的 自然 数 ,al,az，…,as 是 所 有 小 于 n 且 与 
n 互 素 的 自然 数 ,如 果 

a2— a a3~a= =a-al1>0, 
求证 :n 或 者 是 素数 或 者 是 2 的 某 个 正 整 数 军 . 
(第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ]】 令 M= jayaz ae ide 

因为 (1,n) = 1,(n 一 1,n) = 1, 故 必 有 al=1,a 三 7 -1T. 令 2 = Q2 
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BI 已 





六 


-alt>0, 则 M 可 写成 : 
M= {1,l1+d,l+2d,.…,n—1| 
下 面 就 4 的 值 分 别 讨论 : 
车 4 = 1, 则 MM = 141,2,…,n 一 1j, 芭 与 所 有 小 于 它 的 自然 数 互 
素 , 所 以 n 为 一 素数 . 
若 d =2, 则 MM = |11,3,5,…,n 一 十 , 即 n 是 偶数 , 且 与 一 切 小 于 


.7 的 奇数 互 素 , 故 x 是 2 的 乘 戎 . 


若 a 宇 3, 则 3 锋 M, 即 (3,n) >1, 故 31n. 由 n 一 1]=1+(k 一 
1)4d, 得 n 一 2 = (k 一 1)4q, 若 314, 则 312, 此 不 可 能 , 故 3d, 又 1+ 
d € M, 若 有 311+4d, 则 (1+ 4d,n) 实 3, 矛盾 , 故 3 修 1+4. 由 此 得 3 
Id 一 1,31d+2, 从 而 311+24, 即 1+24 不 在 M 中 ,这 意味 着 M 中 
只 有 两 个 数 ;1,n 一 1. 

不 难 证 明 : 小 于 ” 且 与 2 互 素 的 自然 数 只 有 1 和 7 一 1 时 ,自然 数 
n 只 有 3 种 可 能 :n = 3,n = 4,n = 6, 均 与 n > 6 矛盾 . 故 4 之 3 不 可 
能 出 现 ,命题 得 证 . 

1.76 设 a, 为 下 述 自然 数 NN 的 个 数 :NN 的 各 位 数字 之 和 为 » 且 
每 位 数字 只 能 取 1,3 或 4. 求 证 a 是 完全 平方 数 ,这 里 二 1,2,… 

《中国 高 中 歼 守 职 旨 ,1991 年 

[证 ] 设 N= TIT2 TE “Th; 其 中 zz, xp, ,XT 11,3,41, 自 x 二 
XT2+ "+x= n(n > 4) 者 出去 ，, 刚 由 于 ， 1 可 取 1,3,4, 因 此 xi + 
X22 十 十 -| 分 别 可 取 n 一 1,n 一 3,n 一 4. 故 有 

an = Qnitan3ta,4 (n>4). 

作 数 列 ! ,1 , 它 满足 

fo= 1,f1= 1,f, = fn-l +f,2 (n>1). 


我 们 猜想 :az 1 = f_1f， 中 
a2n = 万. z 2 
当 n = 1,2 时 ,al = 1,a; = 1,a; = 2,a4 = 4, 
显然 中 .@ 都 成 立 . 


设 当 n = 有 一 1,k 时, 中、@ 成立, 即 
U2k—3 一 fr_2fe-1) 


QZ2k-1 一 fr-ife ? 
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_ 2 
Q2k-2 二 fe-l 


2 
dd2k 一 fi, 
于 是 , 当 % = 上 + 1 时 ， 
CQ28+1 一 GQ2k + Qok-2 + Q2p-3 


= f+ fitt+ fzfe-! 
= ft fi fait fi-2) 
= f+ h-hh 
= fCfe t+ fr-1) 
= faferl: 
QR+2 二 A2p+1 + Q24-1 + Q2k-2 
= fafirl + faife + fe-1 
= fifir1t+ fr-1(fr + fo-i) 
= faferl + 大 -Al 
= fari( fr t+ fi-1) 
一 1 
这 就 是 说 , 当 交 = 有 +1 时 ,中 、@ 也 成 立 . 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 n,Q 、@ 都 成 立 , 故 ax, 是 完 
全 平方 数 (n = 1,2,…). 


1. 77 ”给 定 自然 数 ,考虑 形式 为 的 一 切 分 数 ,其 中 p.g 互 


质 ,0 < p < 9 之 n,p+g > .证 明 ;所 有 那样 的 分 数 之 和 等 于 二. 
(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 
[证 ] 当 = 2 时 ,命题 显然 成 立 . 
设 当 nn = 上 时 命题 成 立 , 即 n = 时 符合 题目 要 求 的 所 有 分 数 之 
和 等 于 地 
则 当 n 二 +1 时 ,应 在 n = 有 去 挥 所 有 


1 
DR + 1 p) "并 且 补 充 所 有 形 如 了) 和 


1 
ri pt 的 分 数 ( 这 里 p+ 1 互 质 , 且 0 < 之 p< 之 +1). 由 


分 数 
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1 1 1 
代 p(kR+1-p) pkR+1) (+T p(k+1) 
因而 所 有 分 数 的 总 和 不 变 . 这 就 是 说 ,n = + 1 时 ,符合 题目 要 求 
的 所 有 分 数 之 和 仍 等 于 


根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 ”, 原 命题 成 立 . 

1.78 对 正 整数 宇 1 的 一 个 划分 x, 是 指 将 分 成 一 个 或 若干 
个 正 整 数 之 和 , 且 按 非 减 顺序 排列 (如 = 4, 划 分 + 有 1+1+1+1， 
1+1+2,1+3,2+2,4). 对 任 一 划分 x, 定 义 4A(x) 为 划分 关中 数 1 出 
现 的 个 数 ,定义 BCx) 为 划分 x 中 出 现 的 不 同 数字 的 个 数 ( 如 对 n = 13 
的 一 个 划分 :1+1+2+2+2+5 而 言 ,A(r) = 2,B(x) ='3). 

求证 :对 任意 正 整 数 n ,其 所 有 划分 x 的 A(x) 之 和 等 于 B(r) 之 
和 |. 

(第 15 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 p(n) 表示 对 正 整 数 ”的 划分 个 数 , 且 令 P(0) = 1. 
我 们 首先 证 明 :对 任意 正 整数 n ,其 所 有 划分 x 的 A(x) 之 和 等 于 
pln—1)+p(n -2)+. + p(0). 

事实 上 ,我 们 可 对 A(x) 之 和 计算 如 下 :对 每 一 个 至 少 有 一 个 “1” 
的 划分 拿 去 第 一 个 “1” ,这 种 情况 将 发 生 P(xn - 1) 次 , 即 对 的 所 有 划 
分 x 中 ,第 一 个 数 是 “1” 的 划分 有 p(n 一 1) 个 ; 同 理 对 的 所 有 划分 x 
中 第 二 个 数 “1 的 划分 有 p(n 一 2) 个 ;…; 对 n 的 所 有 划分 x 中 第 一 
1 个 数 是 1” 的 划分 有 p(1) = 1 个 ;对 的 所 有 划分 x 中 第 n 个 数 是 “1” 
的 划分 有 p(0) = 1 个 . 

所 以 A(x) 的 和 等 于 

pln—1)+ p(n—2)+.… + p(0). 
我 们 再 来 证 明 :对 任意 正 整数 ,其 划分 x 的 B(x) 之 和 等 于 
pln~1)+ p(n—2)+*:… + p(0). 

事实 上 ,我 们 可 设想 一 个 有 pln) 行 n 列 的 和 矩阵. 

各 划分 ri(i = 1,2,…, p(n)) 中 有 数字 4d(1 志 a 声 ), 则 在 第 i 
行 ,第 4 列 的 位 置 上 打 一 个 “VV”, 我 们 用 两 种 不 间 的 方法 计算 打 “^/” 
数 . 
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(]) 各 行 分 别 计 “vv "” 数 = BO)(i = 1,2,…,p(n)), 再 将 这 
pln) 个 数 相 加 ，, 即 为 B(x) 之 和 ; 

(2) 各 列 分 别 计 ”“” 数 . 

由 于 对 的 所 有 含 4 的 划分 与 对 n -4d 的 所 有 划分 是 一 一 对 应 的 ， 
所 以 第 a 列 中 的 “vv” 数 应 为 p(n -~ d)(d = 1,2,…,n). 再 将 这 个 
数 相 加 得 

pn-1)+ p(n -2)+…+ pp(0). 
由 (1)、(2) 可 知 , B(x) 之 和 等 于 
pln—-1)+ pn~2)+. + p(0). 

综 上 所 述 ,命题 得 证 . 

1.79 自然数 上 具有 性 质 :如 果 被 整除 ,那么 ,由 的 数字 按 
相反 次 序 写成 的 数 也 能 被 整除 .证 明 & 是 99 的 因子 . 
(第 1 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[证 ] 因为 对 于 满足 条 件 的 任意 自然 数 , 都 存在 能 被 整除 且 
首位 数字 为 1 的 数 , 并 且 由 题 意 可 知 ,把 这 个 数 的 数字 按 相反 次 序 写成 
的 数 也 能 被 整除 且 末 位 数字 为 1, 所 以 上 与 10 互 质 . 

另 一 方面 ,对 于 满足 条 件 的 任意 自然 数 & ,都 存在 从 数字 500 开始 
的 且 能 被 整除 的 数 500abc… xz(a,5,c,…,z 是 这 个 数 的 数字 ) ,因此 
能 被 & 整除 的 数 还 有 : 

(1)z:…cba005, 

(2) 数 和 ”z…cba00 500:…0 

+ 500abc…z 


2"**cba0l000a6c'… z 

(3) 上 述 和 的 反 序 数 z… 6ba00010a6b…z 
(4) 数 差 xz… ba01000abc*…z 
— zz" ba00010abc'…z 


990000…0 

这 就 是 说 ,990000…0 能 被 上 整除 . 又 因为 上 与 10 互 质 , 所 以 99 能 
被 上 整除 . 

1. .80 试 证 前 >” 个 目 然 数 的 和 整除 前 ?= 个 目 然 数 的 积 的 充分 且 
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a 


必要 条 件 为 n + 1 不 是 奇 素数 . | 
(第 24 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 


[证 ] 前 个 自然 数 的 和 为 1+2+…+ = 于, 前 个 
自然 数 的 积 为 1 .2.3.….n=nl. 
充分 性 :n+ 1 不 是 奇 素数 , 则 n + 1 必 为 偶数 或 可 约 奇 数 . 


(1) 若 n+ 1 为 偶数 , 则 x 为 奇数 ， 
当 n = 1 





当 

2 | (nD!, 
因此 有 1 (nD)! 
即 (1+2+…+7)11 2 3 


(2) 车 n+1 为 可 约 奇数 , 则 ” 为 偶数 , 设 。 + 1 = kl， 

则 有 sh 过 过 一 1 

若 1 关 有 2, 则 有 1 kz21(n -1)1， 

即 n+11(n -1)!, 因此 有 | n!. 

车 网 5 1 -2 宕 3p-2=2p+t+(p 
-2) > 2p,(n 一 1)! 为 多 于 2p 个 连续 自然 数 的 乘积 ， 


2 
因此 有 p21 (n- 1)1, 进 而 他- aa 1)! 


引 l i 
必要 性 : 若 n + 1 为 奇 素数 ,由 于 
(1+2+3+…+n)|l1.2.3...n, 
即 22+ | 1 
2 和 


则 有 nn 二 11p(p 为 不 大 于 nn 的 某 个 数 ) ,这 是 不 可 能 的 ,因此 ”+ 1 不 
是 奇 素 数 . 
1.81 证 明 :1984 个 连续 正 整 数 的 平方 和 不 是 一 个 整数 的 平 
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(第 16 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 设 1984 个 连续 正 整数 的 平方 和 为 
S=n +n+1) + + (n+ 1983)? 


1983 x 1984 x 3967 
则 SS = 1984n? + 1983 x 1984n + 3 5 


= 1984n(n + 1983) + 32 x 31 x 661 x 3967 
= 32 x [62x(n + 1983) + 31 x 661 x 3967]. 
由 于 62n(n + 1983) + 31 x 661 x 3967 是 奇数 ,因此 S 能 被 32 整 
除 ,但 不 能 被 64 整除 , 故 S 不 是 完全 平方 数 . 


1. 82 证 明 :所 有 形 如 一 的 数 之 和 不 是 整数 ,其 中 x ,n 是 自然 


数 ,日 1 < mm < 过 1986. 
(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 在 1 至 1986 的 数 中 ,被 3 整除 的 数 有 两 个 ;729 = 36 和 


1 这 4 
779 .1458 外 ,通过 求 公分 母 得 所 有 分 数 的 和 为 分 数 


村 ,其 中 。 为 整数 ,6 不 被 3 整除 . 因此 所 有 形 如 一 - 的 数 的 和 不 可 
能 是 整数 . 

1. 83 证 明 : 一 个 正 整数 是 至 少 两 个 连续 正 整 数 的 和 ,必须 而 且 
只 需 七 不 是 2 的 等 . 





1458 = 2 .35, 除 


(第 8 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 如 果 x 是 两 个 或 更 多 个 连续 正 整 数 的 和 ,那么 可 设 


mkt tt tl) = tt) 


各 ! 是 偶数 , 则 n 有 奇 因子 1+ 1, 从 而 n 不 是 2 的 舌 ; 若 ! 是 奇数 , 则 ” 
有 奇 因子 2& + 4, 从 而 ”也 不 是 2 的 知 . 
反 过 来 ,如 果 ?不 是 2 的 寡 , 那 么 可 设 
n 二 2"(2t+1),(r 之 0,1 之 1) 
若 上 < 2", 则 
n= (2 -+2 -t+1)+…+(2" -1)+2 + (27 +1) 
二"… 二 (27 +); 
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若 宇 2”, 则 
n= (t—27+1)+(t-27+2)+: + (2 +1). 
这 样 ,n 都 表示 成 了 两 个 或 更 多 个 的 连续 正 整 数 的 和 . 
1.84 | RT ) 


(1) 证 明 : 满 足 z = 
间 ; 
(2) 用 (1) 的 结果 证 明 V2 < 1.41421356; 
(3) V2 < 1.41421356 对 吗 ? 
(第 4 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 已 知 方程 得 
x — 198x+1=0, 


解 之 得 ”xi = 99+ V99* -1 = 99+7072, 


9 





i 








zy = 99 — 70 v2. 
2 2 
xf+1 1 .Z 十 让 1 
显然 ,zl = 198 > 198 2 = 198 ”198- 


又 由 XI 十 Ya2 = 198, z17Z> 三 1 可 知 


1 
x1 = 198 — x2 < 198 ~ To8 = 197.99494949…， 


za = 198 — xl < 198 - 1 = 197.99494949… 


1 
故 198 < ri < 197.99494949…, 


1 
198 < rx2 < 197.99494949:… 


(2) 由 (1) 知 


- 99 197.9949494 99 ， 
= 二 -一 < <1.41 421357, 


(3) (1.41421356)* = 1.9999999932… < 2， 
因此 V2 > 1.41421357. 

1. 85 设 a、b、n 都 是 自然 数 ,并 日 a>1,6>1l,n>1; 又 A,.i 
和 A 是 a 进 制 数 ,B,_! 和 B, 是 2 进 制 数 ,并 且 A,_1、A, 、B,_!1 和 B, 可 
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表示 为 如 下 形式 : 


人 -1 一 ZnO 人 一 rz- 01 





(a 进 制 写 出 ) 
Bi1 = Xp-1Znr-2 "To By, = Tarzn 1 TO. 
(8 进 制 写 出 ) 
此 外 tn 天 0,z，1 天 0, 试 证 : 
Le 4，1 Bn-1 
当 a > 0 时 ， A < B 


(第 12 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 因为 


A,-_1 二 rn_ia”! 十 X22a" 十 昌 让 申 十 Xa 十 XO, 
A, = Xa” + ra 十 十 并 1Q t+ ro. 


并 且 a > 1, 所 以 





An-! = 1 Xna” 
A n n—1 a 
1 nd + Tn_1Q 十 +t XIa + xo 
Tn 
二 1] 一 ; 
Zn Tn] 十 + zl] nn-] 十 To 
-一 | B,_1 hn 
同 理 = 工 一 ， 
B, 十 ” 本 1 十 人 十 1 十 加 1 
tn nl p 二 1 pm-1 0 pr” 


又 因为 a>6> 1, 即 一 < 二 ,并且 Xn 天 0 1 天 0， 


， 1 
所 以 Tt ral Ti +r 
a a a” 
l 1 
< 1r 二 2 一 十 十 iv 一 一 十 0， 一， 
p pi-! pp” 
x 
从 而 
Xnt Xn-1*— + 十 TX} 一 二 7Zz0o "一 
好 a 
> Xn 
+ 十 1 1 
0 
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4 , Bu-i 

A ~ B, 
1.86 证 明 : 任 何不 超过 n! 的 自然 数 至 多 可 以 表示 为 n 个 这 
样 的 数 之 和 ,这 些 数 中 ,任何 两 个 都 不 相等 ,并 且 每 个 数 都 是 n! 的 因 
隆 . 





于 大 


9 学 方 


(第 2 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 当 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 
假设 n = & 时 结论 成 立 
设 a 达 (n+ 了 )!l 且 a= aa+1l)+r, 其 中 & 和 010 过 < 二 7 
+1. 
由 归纳 假设 
d= di+t+d;3+'*+d,, 
这 里 d; 是 2! 的 不 同 的 因数 , 且 / 之 n, 于 是 ,我 们 有 
a = di(n+1)+*:+d(n+t+l1)+r 
在 这 个 和 中 的 加 数 不 多 于 n + 1 个 ,每 一 个 加 数 都 是 (n + 1)! 的 因 
数 而且 它 们 都 不 相同 , 故 命 题 得 证 . 
1.87 已 知 n 个 正 整 数 a,(1 过 i1 才 n) 满 足 al <a< <a， 
过 2n, 其 中 任意 两 个 a; ,a;(i 关 j) 的 最 小 公 倍 数 都 大 于 22 .求证 ; 
2n 
">|3| 
其 中 | 各 | 表示 季 的 整数 部 分 
(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[证 ] 将 每 个 a; 写成 


2%(21,— 1) 
的 形式 ,其 中 a; 为 非 负 整数 ,i; 为 自然 数 .对 任意 的 i 关 j, 因 为 [a;,a;] 
> 27 ,所 以 


< 万 一 上 天 25 一 工 
于 是 ,20 -1;21 一 1,…,2t, 一 1 是 1,3,…,2n 一 1 的 一 个 排列 . 


2 
者 al < | 等], 出 3aij 委 27, 即 
2“1(0671 一 3) < 2n. 


60 世界 数学 册 林 匹克 解 题 大 辞典 





故 6z! - 3 也 是 不 超过 22 - 1 的 正 奇数 ,从 而 存在 7 关 1, 使 

611 -3= 2t—1. 
2 (27, -1)= 3a 所 2n,a1 守 a 时 ， 
于 是 [a1,@) 2%(2t; 1)= a RR2n,a< a 时 . 
此 与 题 设 Lal,aj > 27 邓 盾 .因此 

.> 全 

1'.88 设 a,p,c,d 为 自然数, 并且 ab = cq. 试问 :ae+Bp+c+， 

d 能 否 为 质数 ? 





(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] a + 65+c+d 不 可 能 是 质数 . 
事实 上 ,因为 a6 = cd, 所 以 存在 正 整 数 c1 ,c,d1,d;, 使 第 
C= ccd = did2sa = cIAQI,6 = c2d2. 
于 是 妆 
atob+c+d= cidi+cd;+ ccr + did; 
= (c1+ d2)(di + c2) 
为 合 数 . 
1. 89 证 明 : 无 论 在 数 12008 的 两 个 0 之 间 添 加 多 少 个 3, 所 得 的 
数 都 可 被 19 整除 . 
(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 


[证 ] 我 们 有 

120 33:…308 = 12 06…040 一 6 33…32 
= 20 x 6 33...32 一 6 33...32 和 
~ 19x 6 33.32 

放 原 命题 得 证 . 





1. 90 “ 设 a 和 4 是 两 个 给 定 的 自然 数 ,使 得 4 二- + “二 
a 


数 .证 明 :a 和 2 的 最 大 公约 数 不 超 过 Va + 5. 
(第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 .1994 年 ) 


是 整 


[ 解 ] 因为 
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atl b+tl1_ a +b +at+b 
p a ab 
(a,b)la,(a,b)ib 
所 以 , 若 记 (ac ,5) = 4 ,我 们 就 有 
cd | ab, 
d*|a*+b, 
ab l(a’+6b +a+6b). 
于 是 ,我们 推 得 
ad’ | (a + 6), 
‘d’* 太 a+5b, 
dVat+b, 
即 (a,b) 达 vat+b. 
1. 91 证明: 存在 无 穷 多 个 合 数 2 ,使 3 - 2 是， 的 倍数 . 
(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 


E 


nt 


[证 ] 令 
n=3 -2 ,1>21EN. 
则 mw > 5, 且 nn 是 3 一 2 = 5 的 倍数 ,从 而 n 是 合 数 . 
下 面 先 证 明 :3? - 1 可 被 2+? 整除 ,其 中 1 之 2. 
事实 上 ,1 = 2 时 ,32 -1 = 80,2232 = 16, 此 时 3 -1 可 被 2+! 整 


设 + = 上 时, 仍 能 整除 . 
当 + = + 1 时 ,我 们 有 


3 -1= (3 -D+1) 
由 归纳 假设 3 - 1 可 被 24+2 整 除 ,而 32 + 1 可 被 2 整除 ,所 以 3 - 1 
可 被 24+D+2 整除 . 
由 数学 归纳 法 原理 ,对 于 任意 自然 数 :之 2,32 - 工 可 被 22 整除 . 
注意 到 22 可 被 242 整除 .所 以 n - 1 可 被 2242 整除. 设 - 1 = 
2*2 .BB,B 为 整数 . 则 3”! -2"! = (32 )48 - (22 )48 
是 3 - 22 的 倍数 , 即 是 n 的 售 数 . 
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1.92 x,y,p,n,k 都 是 自然 数 ,日 满足 
z+y = 大 . 
证 明 : 如 果 n 是 大 于 1 的 奇数 ,p 是 奇 素数 ,那么 可 以 表示 为 p 的 以 自 
然 数 为 指数 的 其 . 
(第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1996 年 ) 
[证 ] 设 关 为 z,y 的 最 大 公约 数 , 则 
T= mrisy = my ris EN,(ri,y) = 1. 
由 已 知 得 
mr" + yi")= 尼 


于 是 存在 非 负 整数 a ,使 


m= ff,， 
ri ty =". 山 
由 于 ”是 奇数 ,因此 章 
(zt+30D)A = pp ™, 
其 中 A= x TXT 一 1 二 


由 于 pp 是 奇 素数 ,因此 户 这 3,zl ty 守 3,X1 与 yi 中 至 少 有 一 个 
大 于 1. 而 n> 1, 所 以 A >1. 于 是 z+ yl 和 A 都 能 被 P 整除 , 旦 存在 


自然 数 8, 使 
zi+yl= P. 
于 是 
4=T -rT (Fr) tr (pe-r) xr(p 
过 1 ) 2 十 (ph zr1)”! 
= nr :++B.P, 
其 中 B 是 某 个 整数 . 


由 中 可 得 ,pp 与 x1 互 素 . (否则 ,p 可 以 整除 zi, 于 是 p 也 可 以 整除 
y1 ,与 (zlyyl) 一 1 下 盾 .) 
因为 A 是 P 的 倍数 ,所 以 nx”! 是 的 倍数 ,从 而 是 p 的 信 数 . 
设 n = pg, 于 是 由 原 方程 得 
(x?) + (yw = pF. 
如 果 g = 1, 那么 = p. 
如 果 g > 1, 那 么 gq 为 大 于 上 的 奇数 ,用 上 面 证 明 的 结果 可 知 ,9 是 
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铝 流 六 


p 的 倍数 . 
不 断 重复 这 个 过 程 , 便 可 以 推出 ,对 某 个 自然 数 1!, 有 
n= p. 
因此 原 命题 得 证 . 
1.93 设 力 是 ?= 个 实数 zl ,zz，…，n 的 乘积 .者 p— xh 是 奇数 ， 
二 1,2,…,n .证明 :xj ,x2,… ,Xx 都 是 无 理 数 . 
(世界 城市 际 数学 联赛 ,1995 年 ) 


[证 ] 设 一 - = 是 整数 ,并 且 a,5,c ,qd 都 是 整数 , (a,b) = 1， 


(c,d) = 1,6 > 0,d > 0, 则 由 
Cad 
bp 4d ba 


a 





可 知 

b ! (ad -— bc), 
从 而 有 

blad,bld. 
同 理 可 得 z 15. 因此 65 = d. 


假设 x1, x1,…, x 都 是 有 理 数 ,z = 一 ,其 中 a4;,b; 是 整数 , (a,， 
b;) 一 1,b. > 0, 则 


a; a; 
nh- (p~ x)—-(p- xi) 
是 整数 ,从 而 有 
b=b ,Si<j<n. 
于 是 
Qila2'"'an al 
pr 
是 整数 ,从 而 有 | : 
bi = bi,(n 之 2), 
p=1 


故 zyz2 ，… 区， 都 是 整数 . 
- 痢 p 二 zir…z 是 奇数 , 则 zl,zrz,，……,z, 都 是 奇数 ,p - x, 都 是 
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偶数 ,kk = 1,2,…,72 ,矛盾 . 

若 户 = zz 是 偶数 , 则 1 ,x2，… ,x 中 至 少 存在 一 个 x 是 侦 
数 , 从 而 p 一 x 是 偶数 ,矛盾 . 

综 上 所 述 ,x| ,za，…，T， 中 至 少 有 一 个 x 是 无 理 数 . 

由 x 二 (px) 一 (Pp 一 x) 是 整数 ,其 中 

1 过 71 夺 nn ,i 关上 上 ， 

可 知 x; 是 无 理 数 . 

故 x ,x2，… ,zn 都 是 无 理 数 . 


1.94 是 一 个 正 奇 数 , 求 证 :n(n 一 1) D+ +n 是 (nr 一 1)” z 


+ 1)* 的 倍数 .这 个 性 质 对 偶数 ”成 立 吗 ?证 明 你 的 结论 . 
(罗马 尼 亚 国 家 队 选 拔 考试 ,1994 年 ) 
[证 ] 当 ?2 为 正 奇数 时 ， 
(nm1)"*+1i=n" chen lt -on +i. 
= nq, 
这 里 J 是 一 个 正 奇 数 , 且 与 所 互 质 .于 是 
(nC— 1)" 4 二 jn" 一 cl2, * "1 十 … 十 Ch, “7 一 |， 
可 见 
(not1l= ny, QD 
这 里 ~ 是 一 个 正 奇数 . 男 一 方面 ， 
(7 ~ 1)" +1= ((n -1)”)™%+l1 
= (Cn DD) +) (DO (Cn -1)")"m2 4+. +1) 
其 中 
(n—1)”"+1= ng, 
((7 Co 1 Cn oo 1 十 十 1 
二 (~ 1)”%7> 一 (一 于 79 十 ee 上 + (modg) 
三 1 了 1 + + 1 (modec ) 


= 三 0(modc) 
因此 


(Der+1l= g2s, © 
这 里 * 是 一 个 正 奇数 . 
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由 人 @ 各 ,并 注意 到 (n,q) = 1, 可 知 : 


2 
(n—-1)”9+1= nig’t, 


这 里 t 是 一 个 正 奇数 ， 
着 ”因此 n(n 一 TD) +n= nig’t, 
注意 到 
(n—1)”+1= n’g, 
所 以 有 


n(n— 1)* + n= ((n—-1)"”+1)°t. 
从 而 命题 的 第 一 部 分 得 证 . 
当 为 偶数 时 ,这 个 性 质 不 一 定 成 立 . 
由 于 
2(2 - DC-Dr1+2= 4， 
((2- 12 + 1)2 = 4， 
因此 ,n = 2 时 这 个 性 质 还 成 立 . 
当 偶 数 n 宇 4 时 , 由 于 
(nC—1)"=-1(mod((n -1)”+1)) 
且 
(nom1)”+1= An 二 2， 
这 里 下 是 一 个 正 整 数 ,因此 


(7 一 1)(z-D +1 = (7 一 1)*+2 
= ((n—-1)")*.(xn-1) 
=(-1):*.(n-1) (mod((n -1)”+1)), 
n(n— 1)" 71 tn= n((n-o-— 1) "D+! t+1) 
二 nn。，《(- 1)*(n—1}¥+1) 
(mod((n — 1)"+1)) 
在 上 式 中 ,由 于 当 n 之 4 时 ， 
(nO—-1)”+1— nC- 1)*Cn ~—1)+1)| 
>(n-1)"+1-n[n(n ~- 1)+1] 
= (7 下-l)E -1)" nj-1i 
>0 
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(上 面 用 到 了 (2 - 1)” > 7 (nn 之 4) 时 .这 一 点 很 容易 用 数学 归纳 
法 来 证 明 . ) 
因此 

n(n 一 1)(z-D +1 +n 关 0(mod((n -1)”+1)), 


从 而 n(n 一 1 +t+ 不 是 (x -1)"+1 的 倍数 ,所 以 , 当 ? 为 不 
小 于 4 的 偶数 时 ,题目 所 述 的 性 质 不 成 立 . 
1.95 设 m 和 nn 是 已 知 的 正 整数 ,m 以 十 进 制 表示 时 位 数 为 d， 
其 中 4 过 nn. 求 (10” -1)m 以 十 进 制 表示 时 所 有 各 位 数字 的 总 和 . 
(中 国 香港 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 用 f(z) 表示 正 整数 z 的 各 位 数字 的 总 和 , 设 mm = 


把 (10” 一 了 mm =m 10? 一 m 写成 减法 的 竖 式 ,并 注意 4 过 nn, 有 一 
aa7…pav00…0 00…000…0 孝 章 
一 ) alao…av00…0 
因此 加 


f((107— 1)m)= Geliaz ad 10 一 ala2 ay ) 
= f(m)}—-1+(9n+1)- f(m) 
= 90n, 
即 所 求 的 各 位 数字 的 总 和 是 97 


第 4 节 存在 性 


1.96 ”是否 存在 自然 数 x,y, 使 x*+ yy 与 y+ 都 是 整数 的 平 

方 . 
(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 z 之 >, 那么 
x <rtyRRr+r<(rt+1), 

即 x? + y 不 是 整数 的 平方 , 故 这 样 的 zx,y 不 存在 . 

1， 97 给 定 个 不 同 的 正 数 a1 ,a,,… ,a ,用 它们 组 成 一 切 可 能 
的 和 (分 别 有 1 至 个 加 数 ) ,证明 : 在 这 些 和 中 至 少 存在 n(n+1) 久 个 
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两 两 不 同 的 数 . 
(第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 


代 [证 ] 不 妨 设 al < as < … < ay 

我 们 研究 数 表 
CC2 Qn-23 nl tn 
a aysd2 + dis’y Aan-2 十 Cn Cl 十 Cn 
a tat a dit a a 


QI 十 CQ2 十 十 
在 这 个 数 表 中 ,同一 行 的 右边 的 数 都 大 于 它 左边 的 数 ,而 下 -一行 中 
的 最 小 的 数 都 大 于 它 上 一 行 中 的 最 大 的 数 ,因此 ,所 写 的 数 两 两 不 同 ， 


它们 的 个 数 为 a+ (上 + 上 1 2 


2 

从 而 命题 得 证 . 

1.98 给 定 两 个 正 质数 pg. 整数 n 如 果 能 表示 成 n = pr + gy 
的 形式 ,其 中 之 ,y 为 非 负 整数 , 则 称 x 是 "好 数 ”; 在 相反 的 情形 , 则 称 为 
是 “ 坏 数 ” 

(1) 证 明 : 存 在 整数 c ,使 整数 :与 c ~ ?2 中 始终 一 个 是 好 数 , 一 个 
是 坏 数 . 

(2) 坏 的 非 负 数 共 有 和 多少 个 ? 

《第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[ 解 ] (1) 因 为 p 和 gq 是 互 质 的 自然 数 ,所 以 每 一 个 整数 = 能 表示 
为 z = pr 十 9Yy， 

任何 一 个 这 样 的 表示 都 能 由 某 一 个 国定 的 > = pa + qb 按照 一 般 
公式 z = pl(a 一 gt) + gq(6 + pr) 得 到 ,其 中 1 是 整数 ,并 旦 存 在 使 0 过 
x 过 g 一 1 的 惟一 表示 . 

我 们 把 每 一 个 整数 z 与 整数 对 (x,y) 相对 应 ,使 得 

O07xrEq-1,z= pr+ gy. 

显然 不 同 的 数 与 不 同 的 数 对 相对 应 ,而 且 仅 当 y 实 0 时 ,xz 是 好 数 . 
(如 果 z = px + gy 是 好 数 ,那么 当 x = gt+ 7 之 0 时 有 x= pr+i+g(y 
+1),0<7Sg-1.) | 

如 果 x = px + gy 是 好 数 (0 达 x 三 g-1), 那 么 >’ = (g-1-x)p 
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+ (- 1- y)9 是 坏 数 ; 反 过 来 ,如 果 = 是 坏 数 , 则 =' 是 好 数 ,而 且 点 (z， 

y) 和 (g -1- xz, -1- 攻关 于 (zo,y) = (和 一 ，- 方 ) 对 称 
因为 =+ < = 向 一 户 -9 = 2zo = c, 所 以 数 = 和 xz 所 对 应 的 点 

关于 数 xo = pxo + qyo - A 所 对 应 的 点 对 称 


这 就 是 说 ,好 数 z 对 应 于 坏 数 c - z = > , 反 过 来 也 对 ,于 是 (1) 得 
证 . 
(2) 因为 最 小 的 好 数 等 于 0, 所 以 最 大 的 坏 数 将 是 c, 于 是 共有 
c+l1 (pp~-1)(a—-1) 
= 7 个 坏 数 . 


2 
1. 99 求证 :对 任何 正 整数 ,都 存在 个 相继 的 正 整 数 ,它们 都 
不 是 素数 的 整数 寡 . 





人 
[证 ] 令 = 0 ] + 
则 N+lN+2,…,N+7 这 7 二 全 让 条 的 正 虹 类 训 满足 要 具 
车 不 然 , 则 有 正 整数 ) mm 过 j 二 ,mm 之 2 和 素数 b, 使 得 
N+j= p”. 中 
由 NN 的 定义 可 网 , (1 + 站 1 (N+ 门 ,但 (+ 站 (N+ 站. 
由 四 知 ,1+7 = 大, 上 为 正 整 数 ,但 (1 + j)?|1(N -1)， 


故 p*|(N -1)， 
从 而 六 和 (NT 所 以 其 二 (CN+ 人 让， 
由 中 知 必 有 m = 天. 


从 而 有 和 N+ j= p” = 产 = 1+j, 矛 盾 . 这 就 证 明了 N+1,N+ 
2,…,N +n 即 为 所 求 . 

1 100 给 定 正 数 ai,az，…anybl)p2 mp, 且 al+az+ 十 
am = 0+pb+… 二 及 .证明 :可 以 把 至 多 和 +72 -1 工 个 正 数 放 到 六 行 
n 列 的 空 表格 中 去 ,使 得 第 ; 行 的 一 切 数 之 和 等 于 ai; ,而 第 ; 列 的 一 切 
数 之 和 等 于 已. 

(第 2 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 汝 六 +2=2 时 , 即 = n= 1 时 ,结论 显然 成 立 . 
假设 当 mw + nn = 上 时 结论 成 立 , 当 和 +n = 有 +1 时 ,从 入 上 + 于 个 
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已 知 数 clear ,cypipz ,pp 中 挑选 最 小 的 一 个 , 不妨 设 它 为 
ai, 我 们 把 ai 放 到 左上 角 , 接 着 前 去 第 一 行 , 剩 下 的 是 对 (mm 一 1)xn 
的 表格 及 a5,…,a,,bi 一 4a1,02，…,b, 来 解 这 个 题 . 

可 以 把 至 多 (nm 一 1) + 一 1 个 正 数 放 到 剩 下 的 (mx 一 1) xn 的 空 
表格 中 去 ,使 得 第 i 行 的 一 切 数 之 和 等 于 a; + 1(i = 1,2,3,…,m 一 1)， 
第 一 列 的 一 殷 数 之 和 为 51 -~ a1, 第 j 列 的 一 切 数 之 和 为 5.(j = 2,3,…， 
2 ) ,再 加 上 已 经 放 到 原 mx x n 表格 左上 角 的 a1 ,这 样 就 有 至 多 +n 一 
1 个 正 数 , 放 到 my x 的 表格 中 ,使 得 第 i 行 的 一 切 数 之 和 为 a.(i = 1， 
2,…,m), 第 j 列 的 一 切 数 之 和 为 56,(j = 1,2,…,n). 

故 原 命题 成 立 . 


1. 101 设 p 是 大 于 2 的 素数 . 二 证 可 以 而 且 仅 有 一 种 办 法 表 


9 


示 成 
2 1 
Pp y 
的 形式 ,这 里 x ,y 是 不 同 的 正 整数 . 
(名 牙 利 数学 奥林匹克 ,1933 年 ) 


1 
二 一 十 
村 上 


[证 j】 将 方程 
二 = 二 + 
六 y 
的 两 边 同 乘 以 2xyp ,并 将 右边 的 2xp 和 2yp 移 到 左边 , 且 两 边 同 加 上 
户 , 方 程 四 变 成 
(2x — p)(2y— p)= pi. © 


因为 x+ 关 y, 所 以 四 式 左边 的 两 个 因子 是 不 相同 的 ,而 它们 的 乘积 
等 于 思 , 因 此 只 可 能 一 个 因子 等 于 1, 而 另 一 个 因子 等 于 pp, 不 妨 设 
27-p=1,2y-p= pp”, 
则 得 到 方程 的 一 组 解 : 


pt+l p+l 
”2 "7 ?2 
才 将 x 和 y 互 换 位 置 , 则 得 到 方程 @ 的 另 一 组 解 : 
p+1 p+l1 





7p 


.方程 组 @ 只 有 上 面 两 组 解 ,因此 若 不 考虑 加 式 中 这 和 y 的 次 序 时 ,二 
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只 有 一 种 办 法 表示 成 四 式 的 形式 . 

1， 102 (DD)n 个 整数 的 积 等 于 n ,和 等 于 0, 证 明 数 n 被 4 整除 . 

(2) 设 n 为 被 4 整除 的 自然 数 ,证 明 可 以 找到 个 整数 ,使 其 积 为 
n ,其 和 为 0. 

(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ] (1) 如 果 n 是 奇数 ,那么 由 乘积 等 于 n 可 知 ,n 个 整数 都 为 
奇数 ,其 和 不 等 于 0, 此 与 题 设 矛盾 , 故 ”为 偶数 .如 果 ”不 能 被 4 整除 ， 
那么 由 乘积 等 于 ”可 知 ,因数 中 只 有 一 个 偶数 ,因此 ,它们 的 和 也 不 等 
于 0, 仍 与 题 设 矛盾 , 故 ” 必 能 被 4 整除 . 

(2) 设 n= 4&, 如 果皮 为 奇数 ,那么 

7 二 2 (一 28) .1 .(— 1)*, 
如 果 & 为 偶数 ,那么 
1 一 (-2).，(-2&8) .12 .(— 1)*?. 

1. 103 证明: 在 绝对 值 不 超过 2n -1 的 任意 2n + 1 个 不 同 的 整 

数 中 ,可 以 找到 三 个 数 , 它 们 的 和 等 于 0. 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] 当 % = 1 时 ,命题 变 为 :在 绝对 值 不 超过 1 的 任意 3 个 不 同 
的 整数 中 ,有 3 个 数 的 和 为 0, 它 显然 成 立 . 

设 n = 上 时 命题 成 立 , 即 在 绝对 值 不 超过 2k - 1 的 任意 2&k+ 1 个 
不 同 的 整数 中 , 必 有 3 个 数 的 和 为 0. 

当 n = kk+ 1 时 ,给 定 绝对 值 不 超过 2k + 1 的 任意 2& + 3 个 不 同 
的 整数 组 成 的 集合 A ,此 时 我 们 分 两 种 情况 讨论 : 

(1) 如 果 在 A 中 存在 2k + 1 个 数 ,它们 的 绝对 值 不 超过 2k - 1, 那 
么 根据 归纳 假设 ,命题 成 立 ; 

(2) 如 果 在 A 中 ,至 少 有 3 个 数 , 它 们 的 绝对 值 超过 2k - 1, 此 时 ， 
数 2£+1 和 一 2k 一 1 至少 有 1 个 在 A 中 . 

若 数 2&k + 1 和 一 2k 一 1 都 在 A 中 ,我 们 在 绝对 值 不 超过 2k+1 的 
所 有 整数 中 除去 数 - 2& - 1, 然后 将 余下 的 数 分 为 2& + 1 组 :(0,2k + 
1),(1,28),(2,2k — 1),…,(k,k+1) 以 及 (-1, -2k),(-2,— 2k+ 
1),…,( 一 上 ,一 上 一 1). 而 在 A 中 除去 数 -2k -1 外 还 有 2k + 2 个 数 ， 
因此 A 中 至 少 有 这 2k + 1 组 数 中 的 一 组 数 ,这 组 数 再 加 上 数 - 2k 一 1 
或 2& + 1, 其 和 为 0. 
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9 省 六 


若 数 2&k 二 1 和 一 2k ~ 1 只 有 一 个 在 A 中 ,不 妨 设 2k+1 在 A 中 ， 
-2k 一 1 不 在 A 中 ,此 时 数 2k& 和 一 2&k 必 在 A 中 ,我 们 在 绝对 值 不 超过 
2& + 1 的 所 有 整数 中 除去 数 - 2k - 1, 再 除去 数 有 和 2k + 1, 然 后 将 余 
下 的 数 分 成 2k 组 : (0,2k), (1,2k 一 1),…,(k 上 一 1,k+1) 以 及 (1， 
一 2k),( 一 2, 一 2k+1),…,( 一 上 ,一 上 一 1). 而 在 A 中 本 没有 数 一 2k 一 
1 ,再 除去 数 上 和 2&+ 工 后 ,至 少 有 2&+1 工 个 数 ,因此 A 中 至 少 有 这 2 
组 数 中 的 一 组 数 , 这 组 数 再 加 上 数 - 2 或 2& + 1, 其 和 为 0. 

这 芋 是 说 ,n = &+TL 时 命题 也 成 立 ， 

故 对 于 任意 自然 数 ”, 原 命题 都 成 立 . 

1. 104 ”自然数 p 和 g 互 质 ,区 间 [0,11 被 分 成 p + 9 个 相等 的 区 
间 . 证明: 除去 最 左边 的 和 最 右边 的 两 个 区 间 外 ,在 其 余 的 每 个 区 间 中 
有 下 列 p + gq 一 2 个 数 中 的 一 个 数 . 
1 2...2-112 .8-1 
pp pb ge "gi 
(第 13 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 因为 pg 互 质 ,那么 它们 之 中 的 每 一 个 数 都 与 n= p+g 


. . Wr 
豆 质 .因此 (i 一 1 2，… 记 一 ;7 一 1,2,…,g 一 1) 都 不 相 


同 .又 因为 二 总 在 二 和 二 之 间 . 所 以 所 有 分 数 二 .十 都 在 不 同 的 
Pigq Pp 9 p 49a 

区 间 | 过 ,二 | 中 必 = 1,2,…,n ~ 2. 

1.105 设 n 是 奇数 , 试 证 有 在 2n 个 整数 aj ,a,,…,a, 和 b),b,， 
… ,6b ,使 得 对 任意 整数 &(0< < 7) ,下列 3 个 数 

Qi +t aitrisa; + Diyb; + Diyps!l 21 
镇 3n 除 所 得 余数 互 不 相同 ,其 中 ay = al,bst; = 6b(0<j<n). 

(第 8 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1993 年 ) 

注 ”中国 中 学 生 数 学 冬令 营 即 中 国 数学 奥林匹克 ， 

[ 解 ] 令 

Qi; = 317—2,0; = 3i1~3,7 一 1,2,…,7, 则 这 2n 个 数 满 足 题 中 的 
要 求 . 

事实 上 ,因为 


好 一 a; + di+1 一 6z 一 1,7 一 于 2， 7. 
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dj;-d;= 6(j-i),l<i<j<n, 
故 知 d; - qd; < 6n, 且 d; - d; 为 3 的 偶数 倍 ,又 因 已 知 ”为 奇数 ,所 以 
di -Qi 关 0(mod 3n), 这 就 证 明了 qd1,d;,…, qd; 除 以 3n 所 得 的 余数 互 
不 相同 . 


同 理 , 因 为 

B= a;+6;:= 067i- 5, i = 1]1,2,"…,n, 

B- B:= 6(j-2) li<jQn; 
7y; = b+ bk = 61—-6+3k,i = 1,2,.…,n. 
7» -Y= 6(7~ i), 1 和 II< yj 委 2， 


故 知 18 0 pp 与 1 7 分 别 为 与 37 互 不 相同 的 整数 ， 
又 因 对 任意 (1 过 ;过 2) 都 有 
| d; = 2,8. = 1,7y, =0(mod 3)， 

”所 以 这 3n 个 数 被 3n 除 所 得 的 余数 各 不 相同 . 

1. 106 MO 上 牌 足 球 由 铬 干 多 边 形 皮 块 用 三 种 不 同 颜 色 的 丝线 缝 
制 而 成 , 它 有 以 下 特点 : 

(1) 任 一 多 边 形 皮 块 的 一 条 边 恰 与 另 一 多 边 形 皮 块 的 同样 长 的 一 
条 边 用 一 种 颜色 的 丝线 缝合 ; 

(2) 足球 上 每 一 结 点 ,恰好 是 三 个 多 边 形 的 顶点 ,每 一 结 点 的 三 条 
锋线 的 颜色 互 不 相同 . 

试 证 可 以 在 MO 牌 足 球 的 每 一 结 点 上 放置 一 个 不 等 于 .1 的 复数 ， 
使 得 每 一 多 边 形 的 所 有 顶点 上 放置 的 复数 的 乘积 都 等 于 1. 

(第 6 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 

[证 ] 设 三 种 颜色 是 红 、 黄 、 蓝 . 

我 们 把 所 有 结 点 分 成 两 类 ,如 果 按 逆 时 针 方 向 绕 结 点 一 周 , 过 该 结 
点 的 三 条 缝 线 的 颜色 依次 为 红 . 蓝 . 黄 , 那 么 称 这 个 结 点 为 第 一 类 结 点 ， 
如 果 依 次 为 红 . 黄 . 蓝 ,那么 称 这 个 结 点 为 第 二 类 结 点 (如 下 页 图 ). 


只 要 在 第 一 类 结 点 和 第 二 类 结 点 分 别 放置 复数 e3* 和 e3zm, 便 满 
足 题 中 要 求 . 


事实 上 , 我 们 可 令 红 、 黄 、 蓝 三 色 锋 线 分 别 对 应 于 复数 1 em ， 
e3", 于 是 每 一 多 边 形 皮 块 的 任 一 条 边 都 放置 了 -个 复数 
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六 海 二 





蓝 和 ni 黄 


对 于 任 一 多 边 形 A1,A,,…, A; , 设 其 顶点 按 逆 时 针 顺 序 排列 并 设 
它 的 顶点 A; 放置 的 复数 为 a , 它 的 边 A;_1A; 放置 的 复数 为 B(i = 1,2， 


此 ， 
1) 县 Ao = A,, 则 a; = pi = 1,2,…,n), 且 Bt = BI. 
注意 到 
2 4 
e3™ 6e3” 1 了 
] 一 3 
e3™ ej™ 
4 . 2 
e3™ e3™ 1 +4. 
1 = 4 = 7 e3™. 
e3™ e3™ 
因此 


本 
1 2 hi pb2 Br-1 Bb 
1. 107 ”能 否 把 1,1,2,2,…,1986,1986 这 些 数 排 成 一 行 ,使 得 两 
个 1 之 间 夹 着 一 个 数 ,两 个 2 之 间 夹 着 两 个 数 ,… ,两 个 1986 之 间 夹 着 
一 千 九 百 八 十 六 个 数 ? 
(第 工 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1986 年 ) 
[证 ]】 不 可 能 做 到 .下 面 用 反 证 法 证 明 这 个 结论 . 
由 题 设 , 若 能 排 成 , 设 第 一 个 数 & 写 在 第 ai 位 ,第 二 个 数 & 写 在 第 





Bb 位 , 则 必 有 
pb;:—a,= k+l1, 
取 & = 1,2,…,1986, 则 
1986 1986 
DB a) = Dk+1) 
k=1 k=1 
1986 1986 1986 


即 D (bat ar) -22 = Dk+1) 
k=1 上 R= 1 k=1 
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1986 
1+2+3+.+1986+ 1987+.…+3972- 2a, 
=1 


= 2+3+4+.*+ 1986 + 1987. 


1986 
3972 2 3973 下 2 Da _ eX 1989 
1986 x 3937 - 2 > Ja, 
A=1 
= 993 x 1989. 
此 式 左边 为 偶数 ,右边 为 奇数 ,因此 不 可 能 成 立 . 
即 题 设 所 要 求 的 排 法 不 可 能 存在 . 
1，108 (1) 试 找 出 两 个 自然 数 x 和 y, 使 得 xy+ 工 和 xy+y 是 
两 个 不 同 的 自然 数 的 平方 . 第 
(2) 能 否 在 988 和 1991 之 间 找 出 这 样 的 x 和 vy? 一 
(第 25 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 数 六 
[ 解 ] (1) 取 x = 1 和 y= 8, 就 符合 题目 的 条 件 . 
(2) 不 妨 设 y > x, 于 是 有 
Lytri<ryty 
设 ryt+x= (z+a)y,ry+y= (z+a+65), 其 中 4a,。 为 正 整 
数 , 于 是 两 个 平方 数 的 差 
(zy 十 y) 一 (zy 十 zx) 
=(xrtat6b)-(rta) 
= b(2r + 2a + 5) 
人 27 十 十. 
即 有 y—-X>2rt+1, 
于 是 y>3rt+1l. 
这 在 所 给 定 的 区 间 是 不 可 能 的 . 
1.109 设 p1,p2,…,pl993 = po 为 xy 平 面 上 相 异 的 1993 个 点 ， 
且 具 有 下 列 性 质 : 
(1) 对 每 个 i = 1,2,…,1993,p 的 坐标 x ,y 都 是 整数 . 
(2) 对 每 个 i = 0,1,…,1992 ,线段 p;p;+i 除 端点 p; pit! 外 不 含 其 
他 具有 两 坐标 均 为 整数 的 点 . 
证 明 ; 其 中 至 少 有 一 个 i,0 过 i 委 1992 ,使 得 线段 pp;,1 上 有 一 点 
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Sk 洒 六 


Q(dq.,9,) 满足 29- 与 29， 都 是 奇数 . 
(第 5 届 亚 太 地 区 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 


[证 ] 设 Ppini 一 [ Wis vi i 二 0,1,2, “"'), 1992 由 p;p;41i 线段 上 不 
含 端点 以 外 的 格子 点 可 知 ,u,v 互 质 ,从 而 u,v 中 至 少 有 一 个 奇数 
若 u,v 全 是 奇数 ,那么 FB 的 中 点 (各 汉 ] 清 足 结论 要 求 ,从 而 命 
题 成 立 ; 若 u,v 的 奇偶 性 不 同 , 则 


UU; + v; 主 1 (mod 2) 山 
即 2 十 由 为 奇数 . 
故 若 这 1993 条 线段 均 不 包含 满足 证 明 条 件 的 Q@, 则 
2 (ui + wi) = 1(mod 2) © 
1992 A 1992 
但 2 Pipirl = 0, 故 知 > ,zu = Dv = 0 
此 与 @ 互相 矛盾 . 
于 是 命题 得 证 . 


1. 110 ”车 一 个 整数 恰 为 一 个 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 面积 
( 设 为 xz,y,z EN, 是 x*+ vy = 2*) 就 称 之 为 毕 达 哥 拉 斯 数 .求证 :对 
每 个 大 于 12 的 正 整 数 ,在 与 2n 之 间 必 有 一 个 毕 达 哥 拉 斯 数 . 
(第 6 届 朝 鲜 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 】 方程 Xx + y” = x* 的 正 整 数 解 为 
r= (a ~ b)c, y= 2abc, z= (a + b*)c. 
或 : T= Vabc, y= (a — bi)ec, z < (a + bec. 
这 里 a,5,c 为 正 整 数 ,并 且 a > 5. 于 是 直角 三 角形 面积 为 ab(a* 
一 Bb )c ,因此 , 毕 达 哥 拉 斯 数 具有 形式 :ab(a“ 一 6“)c* 
因为 ab(a? -6)= b(a -a)-a(b? -6) 
= ba-l)a(a+1)—-a(b— 1)6(b+1) 
三 0(mod6 ) 
所 以 , 毕 达 哥 拉 斯 数 必 为 6 的 倍数 ,注意 到 ,者 靖 是 一 个 毕 达 哥 拉 斯 数 ， 
则 me* 也 是 毕 达 哥 拉 斯 数 . 当 a = 2,5 = 1,c = 1 时 可 得 最 小 的 毕 达 哥 
拉 斯 数 6, 依 次 令 a = 2,6=1,c=2;a=3,b=2,c=1;a=2,6= 
1,c = 3 可 分 别 得 毕 达 哥 拉 斯 数 24,30,54 等 等 .车 13 记 nn 过 23, 则 n 
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24 二 2n; 若 24 达 nn 之 29, 则 nn 之 30 之 2n; 帮 30 世 nn 记 53, 则 nn 过 


假设 c 宇 3, 那 么 6c* 达 6(c + 1 之 12c?, 因 此 若 6c 过 nn 之 6(e 
+ 1 一 1, 则 nn 之 6(c+1)?< 之 2n. 由 于 6c?* 和 6(c + 1)? 同 为 毕 达 哥 拉 
斯 数 ,由 归纳 法 立即 可 证 得 所 要 求 的 结论 . 

1. 111 试 证 任何 一 个 正 的 既 约 真 分 数 一 可 以 表示 成 两 两 互 异 
的 自然 数 倒数 之 和 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1937 年 ) 

[证 ] 取 自 然 数 & 满足 不 等 式 n < 委 2. 设 cg 和 r 分 别 是 2%m 除 以 

2 的 商 和 余数 ,也 即 24m = gn + ,这 里 0 委 ”< .于 是 


m 2m gt+r gq rr 个 第 
n 2kn 2kn 24 22k 一 
7 教 章 


因为 一 之 1 所 以 gqg < 22. 
又 因为 ,在 二 进 制 中 , 数 gq 可 以 写成 


9G=Qot+tgl' 2+92 2 二 加 -24 

其 中 数字 g; = 0 或 1,i = 0,1,2,…,k -1 于 是 
人 © 

按 定义 , 数 > 和 上 满足 不 等 式 r< 1 忒 2*. 因 此 ,在 二 进 制 下 , 数 > 写成 
r= 7r0 十 712 十 22 十 … 十 r 记 12 ， 

其 中 六 =0 或 1 = 0,1,2,…,k 一 1. 由 此 得 


六 1 + } 加 
一 一 三 70 一 一 十 71 一 一 -二 二 和 1 一 
247 247 ! pk-17 ‘1 


田 外 ,因为 7 之 nn, 所 以 当 ) = 0,1,…,k 一 1 时 ,有 不 等 式 





1 2*™iy Den 72k ”247 
因此 ,和 数 (3 中 的 每 个 非 零 加 项 小 于 和 数 @ 中 任何 非 零 加 项 .这 表明 
和 数 四 和 @ 含有 不 同 的 加 项 . 


于 是 ,由 关系 式 @、@ `@ 知 ,可 将 数 包 表示 成 两 两 也 异 的 二 形式 
的 分 数 之 和 ,其 中 + 是 自然 数 . 
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SE 洒 访 


1. 112 ” 设 有 理 数 一 的 十 进 制 小 数 形式 是 
一 = 0. 有 大， 
试 证 在 数列 
ai = 10 一 - Ai;az = 102 一 ~ (10k1 + k2), 
as= 10 一 — (102k1 + 10&2 十 pe 


中 至 少 有 两 个 重合 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1908 年 ) 


[证 ] 取 有 理 数 一 的 无 穷 十 进 制 小 数 的 m 位 ,得 到 数 








0 E k ne _ ki1 十 k2 十 十 kn 
"R12 pn 一 10 102 10> 
my 和 1 
不 大 于 一 ,而 这 个 数 加 [ee 则 大 于 一 , 即 


r ki k» kR,, 】 1 
0 三 二 -| 着 + 全 Li 
3 10 10* 10” 10™ 


将 以 上 不 等 式 乘 以 10” ,得 到 非 负 数 
10™%r — s(10” ki + 10” ?2k2 + + k,,) 
5 
由 于 ay, < 1, 因 此 a;, 的 分 子 只 能 取 数 0,1,2,…,s -~ 1 中 的 某 一 个 , 即 
序列 al ,a2,… ,a,，… 的 每 一 项 可 以 根据 它 的 分 子 等 于 数 0,1,2,…， 
s 一 1 中 的 嘟 一 个 来 分 成 ;类 ,所 以 在 序列 的 前 ;+ 1 项 中 就 一 定 存在 两 
个 相等 的 项 . 
1. 113 ”如 果 一 个 数 能 分 解 成 & 个 大 于 1 的 连续 自然 数 的 乘积 ， 
那么 我 们 就 说 这 个 数 具 有 性 质 p(k). 
(1) 求 一 数 , 对 于 它 , 同 时 具有 性 质 p(k) 和 p(k +2) 的 数 N 存 
在 . 
(2) 证 明 : 同 时 具有 性 质 p(2) 和 p(4) 的 数 不 存 在 . 
(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] (1)k = 3 是 所 求 的 一 个 数 .事实 上 ,我 们 有 
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720=2.3.4.'5.:6=8.9.10. 
(2) 若 数 * 具有 性 质 p(2) 和 p(4), 则 存在 自然 数 mx 和 ,使 得 
s= mm+1)= n(n+ 1)(n +2)(n + 3) 
于 是 我 们 有 
s+l=m +m+1l= (n+3n+1) dQ) 
但 是 
m <m+m+l< (m+1), 
因此 mr“ + m + 1 不 是 完全 平方 数 ,此 与 四 式 了 矛盾 , 故 同 时 具有 性 质 
p(2) 和 p(4) 的 数 不 存 在 . 
1. 114 证 明 :wz(m+1) 不 是 任何 整数 的 & 次 寡 、 其 中 恩 为 自然 
数 , 为 大 于 1 的 自然 数 . 
(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
1 互 质 ,所 以 其 中 的 每 一 个 都 是 某 一 数 的 有 次 割 . 设 mm 一 a,a EEN. 于 


是 ,我 们 有 
(a+ 1)*> (a+1)at! 
kk-l 
宇 m+1 


上 式 表明 , m + 1 不 能 表示 成 某 一 整数 的 & 次 短 ， 记 导 . 
故 m《m + 1) 不 是 任何 整数 的 上 次 寡 . 


1:， 115 试 证 对 于 任何 自然 数 ,和 数 >12% CC 


2k+1 
2n+1 


不 能 被 5 整 


(第 16 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 设 z= >)224 人 CC (0<2k8+1<m) 


Yn = 2)2*C° (0<28 之 mm) 
显然 , 当 m 为 大 于 1 的 奇数 时 ,zw 即 表 示 题 中 的 和 数 . 
根据 组 合 数 的 性 质 C” + CC = 人 ” ,容易 验证 
和 十 Vm 一 Xmt+l | 和 6 
四 


8 十 yn 一 ynm+l 
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现在 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 ; 当 zx 为 奇数 时 , rz。 不 能 被 5 整除 ; 
而 mm 为 偶数 时 ,yw 不 能 被 5 整除 . 

事实 上 ,因为 xl = 1,xs = 11, ys = 9, 故 对 一 切 mm 所 3, 结 论 成 立 . 
设 对 一 切 m 委 i, 结 论 成 立 , 我 们 要 推出 对 一 切 m 志 i+1, 结 论 也 成 


六 
Fr 湛 


应 用 由 .外 吞 二 次 后 ,可 得 
Tm+3 二 Tm+2 十 Yni+2 
= 9zm+l + LYmtl1 
= 5S(5zm t+ 2ym) + ym; 
yn+3 = SC17xy, + Sy,) t+ 3x,. 
2k+1 


由 此 推 得 :对 于 任何 自然 数 4, 和 数 》)2% (C 2 不 能 被 5 整除 


1. 116 ”两 个 连续 整数 的 平方 和 可 以 等 于 另 一 个 整数 的 平方 (如 
3 + 4 = 和) 
(1) 证 明 : 当 mr = 3,4,5,6 时 ,nm 个 连续 整数 的 平方 和 不 可 能 是 另 
一 个 整数 的 平方 . 
(2) 找 出 11 个 连续 整数 的 平方 和 是 另 一 个 整数 平方 的 例子 . 
(第 4 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] (1) 若 zx 为 整数 , 则 z= 寺 0 或 1(mod3),x* 尘 0 或 1(mod4). 


但 (x -1}y+x + (r+1) = 3r+2=2(mod3), 
(x—1)+7r +(r+1)y+(r+2) 
= 4r*+4r+6 
2 2(mod4) ， 


因此 三 个 或 四 个 连续 整数 的 平方 和 不 可 能 是 另 一 个 整数 的 平方 . 
同 理 ， (x -2)2+(z-1)2+x2+(rz+li2z+(zx+2)2 


= Sz2+10 

= 二 2? 

二 2 或 3(mod4). | z 
因此 ,五 个 连续 整数 的 平方 和 也 不 可 能 是 另 一 个 整数 的 平方 . 同 理 可 证 
m = 二 6 的 情况 . 


(2)11 个 连续 整数 的 平方 和 能 够 表示 为 


(324+ (7 一 4 二 (4 人 (二 5)2 
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= 11(x* + 10). 
显然 , 当 x = 土 1 时 ,这 是 一 个 整数 的 平方 . 
“1，117 (1) 能 否 把 0,1,2,…,9 这 10 个 数 分 放 到 圆周 上 ,使 任何 
两 个 相 邻 数 之 差 等 于 3、4 或 5? 

(2) 能 否 把 1,2,…,13 分 放 到 圆周 上 ,使 任何 两 个 相 邻 数 之 差 等 于 
3.4 或 5? 

(第 1 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[ 解 ] (1) 显然 0,1,2,8,9 中 的 任意 两 个 数字 不 可 能 相 邻 ,就 是 说 
它们 应 该 每 隔 一 个 地 放 在 圆周 上 ,但 是 上 面 所 写 数字 中 与 7 相 邻 的 只 
能 是 2, 因 此 ,数字 7 不 可 能 在 其 余 5 个 位 置 的 任何 一 个 上 ,所 以 不 可 能 
把 0,1,2,…,9 这 10 个 数 分 放 到 俩 周 上 ,使 任何 两 个 相 邻 数 之 差 等 于 
3,4 或 5. 第 

(2) 数 1,2,3,11,12,13 中 的 任何 两 个 不 可 能 相 邻 ;又 由 于 这 些 数 间 
中 只 有 1 能 与 4 相 邻 ,只 有 13 能 与 10 相 邻 , 因 此 10 和 4 应 该 相 邻 ,然而 ”| 均 
这 与 条 件 矛 盾 , 所 以 不 可 能 把 1,2,…,13 分 放 到 人 贺 周 上 ,使 任何 两 个 相 
邻 数 之 差 等 于 3,4 或 5. 

”1 118 是 否 存在 实数 a,b ,满足 : 
- (1)a + 2 为 有 理 数 ,而 对 于 每 一 个 自然 数 nx 守 2,a" + 5" 是 无 理 
数 ? 

(2)a + 5b 是 无 理 数 ,而 对 于 每 一 个 自然 数 n 宇 2,a* + 加 是 有 理 
数 ? 

《第 23 届 全 苏 数 学 和 与 林 匹 克 ,1989 年 ) 

{ 解 ] (1) 满足 要 求 的 实数 a ,5 存在 . 

事实 上 ,可 今 a = 1 -V2,b = 2， 2, 则 a + 6 = 1 是 有 理 数 ; 而 ”之 
2 时 ,a” + br" = (1 一 VY2)" + (V2)" 是 无 理 数 . 

(2) 满足 要 求 的 实数 a,b 不 存在 . 

事实 上 ， 如 条 入 在 实数 。， , 使 当 ? 达 2 时 ,aa+ 六 都 是 有 理 数 ， 那 
么 由 

2a282 = (a2+ pb) ~ (at+ b4) 
知 ,a*b* 是 有 理 数 .又 由 
a’b’(a+b)= (a + ba + 6)— (a + 565) 
知 ,a + 5 是 有 理 数 , 与 题目 要 求 蔬 盾 . 
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1. 119 《1) 证 明 :能 把 数 1,2,…,32 插 成 某 种 次 序 ,使 任何 两 数 
之 和 的 一 半 不 等 于 在 这 两 个 数 之 间 的 任何 数 
(2) 能 和 否 把 数 1,2,3,… ,100 摆 成 某 种 次 序 ,使 得 任何 两 个 数 和 的 
一 半 不 等 于 在 这 两 个 数 之 间 的 任何 数 ? 
(第 8 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] (1) 我 们 先 把 所 有 数 写 成 一 行 ,在 左 半 行 中 写 上 偶数 2&|， 
右 半 行 中 写 上 奇数 2& + 1, 同 时 左右 不 同 两 半 中 的 任意 两 数 之 和 的 


可 不 是 整数 ,因而 不 包含 在 这 两 半 之 中 


六 


接着 再 把 每 一 半 按 k, 是 侦 数 还 是 奇数 分 成 两 部 分 (两 个 二 ) ,并 
把 形式 为 4k2,4k + 2,4k2 + 1,4k2 + 3 的 数 分 别 放 到 这 4 个 部 分 中 去 ， 


左边 一 半 中 不 同 部 分 的 两 数 之 和 的 是 奇数 ,因而 不 包含 在 这 两 个 部 


分 之 中 ,同样 ， 右边 一 半 中 不 同 部 分 的 两 数 之 和 的 二 是 偶数 ,也 不 包含 


在 这 一 半 的 两 部 分 之 中 . 

继续 把 每 一 部 分 按 &， 是 偶数 还 是 奇数 再 分 成 两 部 分 ， 依次 类 推 最 
后 得 到 摆 法 如 下 : 

8,24,16,32,4,20,12,28,6,22,14,30,2,18,10,26,7,23,15,31, 
3,19,11,27,5,21,13,29,1,17,9,25. 

显然 这 种 摆 法 符合 命题 (1) 要 求 , 故 命题 (1) 得 证 . 

(2) 我 们 来 证 明 这 个 结论 对 于 任意 数 N 成 立 .为 此 ,只 要 证 明 它 对 
N = 2" 成立 ( 可 把 多 余 的 数 去 掉 , 例 如 ,从 128 = 27 个 数 的 摆 法 中 可 以 
去 掉 大 于 100 的 数 ,因此 得 到 了 N = 100 个 数 的 摆 法 ). 

事实 上 ,因为 摆 法 (1,2),(2,4,1,3) 符合 要 求 ,所 以 当 nw = 1 入 n 
= 2 时 ,结论 成 立 . 假设 a ,42 ,a 为 NN 个 数 1,2,…,N(N = 22) 的 
计生 条 作 的 所 法 ， 于 是 

2a1,242,."*,2aN,2a1 —1 ,2a 1 …,2an -1 将 是 2N 个 数 1,2， 
…,2N(2N = 2 ) 的 摆 法 :在 这 种 摆 法 中 ,不 同 的 两 半 中 的 数 的 奇偶 
性 不 同 ,因此 不 “网 殉 玉 中 的 任意 两 数 之 和 的 一 半 不 是 整数 ， 它 不 包含 在 
这 两 半 之 中 . 

如 果 同 一 半 中 某 两 数 之 和 的 一 一 半 恰 等 于 这 网 数位 置 之 间 的 菜 一 个 
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数 , 那 么 就 与 归纳 假设 矛盾 ,因此 ,这 种 摆 法 是 符合 要 求 的 摆 法 . 

根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 n,2" 个 自然 数 都 有 符合 题目 
要 求 的 搜 法 . 

故 原 命题 得 证 . 
1* 120 ”给 定 一 无 穷 算 术 级 数 , 它 的 每 一 项 都 是 正 整数 , 且 其 中 

一 项 是 完全 平方 数 , 证 明 : 这 个 级 数 有 无 穷 多 个 完全 平方 数 .， 
(第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 设 级 数 的 公差 等 于 a, 且 设 其 中 一 项 a = m*, 这 里 mm 为 自 
由 于 当 有 为 任意 自然 数 时 , 数 
(m+ kd) = m’* + 2mkd + kd’ 
= a+d(2km + kd) 

都 是 级 数 的 项 ,因此 ,级 数 有 无 穷 项 是 自然 数 的 平方 . 

1. 121 整数 9 可 表示 成 两 个 连续 整数 的 和 9 = 4+S, 同 时, 它 恰 
可 用 两 种 不 同 的 方法 写成 连续 整数 和 : 

9=4+5=2+3+4. 

是 否 有 这 样 的 整数 , 它 可 以 表示 成 1990 个 连续 整数 的 和 , 并且 人 恰 

有 1990 种 不 同 的 方法 表示 成 连续 整数 和 . 
z (第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 我 们 证 明 mw = 519 . 199180 这 个 数 . 

(a) 可 以 写成 1990 个 连续 整数 的 和 ， 

(b) 恰 有 1990 种 不 同 的 方法 写成 连续 整数 和 . 


，、 5? . 1991” — 198 
(a) 事实 上 , 设 n= 一 一 一 一 一 , 则 


nt+(nt1)t+.+ (n+ 1989) 
1990 x 1989 


第 


一 一 


教主 


= 1990n + 


_ 1990 
2 
= SI + 199180. 
(b) 设 与 为 正 整数 ,有 


m=n+(nt+1)+…+(n+k) 
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x 5 x 1991” 





= (4+ Dn+ 全 人 上， 


到 2m = (k++1)(2n + k). 
2m = 2! x 5 x 199180 


can 


共有 : 
(1+1)x (10+1) x (180 + 1) = 2 x 1991 


个 因数 .将 因数 4 与 5 = < 配对 , 共 得 1991 时 ,去 掉 (1,2m) 那 一 对 


后 , 剩 下 1990 对 ,每 一 对 因数 (a ,5) 产生 一 组 (k,n). 


设 5>a ,; 则 = a 一 1， j= (a, 中 恰 有 一 个 是 偶数 ， 


所 以 nn 是 自然 数 ). 反 之 ,每 一 组 (n， 4) 产生 一 对 因数 (4， 5b), 所 以 (b) 
式 成 立 . 
1. 122 ”如 果 正 整数 ”的 因数 中 无 一 个 是 完全 平方 数 .求证 : 没 
有 互 质 的 正 整数 x 和 y, 使 得 x” + y' 是 (x + y) 的 倍数 . 
(罗马尼亚 国家 队 选 氢 考试 ,1994 年 ) 


[证 ] 用 反 证 法 . 
如 果 有 互 质 的 正 整 数 x 和 y, 使 得 xz" + y' 是 (x + y); 的 信和 数 . 令 
$s 二 工 十 YY， 
显然 ,s 之 2. 
当 是 侦 数 时 ， 
Xx"+y = r+(s— Zr)"==27r" (mod s). 
由 反 证 假设 


Xt+y0 (mod s) z 
因此 有 
27" 三 0 (mod ;s). 
因为 x 与 y 互 质 ,所 以 zx 与 5 互 质 , 从 而 由 上 式 可 得 
2 三 (0 (mod 5) 
故 =2， 
并 推出 > = 1 且 y= 工 
此 时 x”"+ 二 2,(x + y)? =8. 显 然 与 反 证 假设 矛盾 . 
因而 2” 必 为 奇数 . 当 ?2 为 奇数 时 ， 


xX"+ y= r+(s— rr)” 
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= Cs xz)" ?2+ Cls(- x)"! (mod sy) 
即 


] 
”十 VY 兰 一 Fn — 1)s*x" ?+ ns ! (mod 5). 


由 于 x”"+ y' 是 s5 的 倍数 ,因而 有 整数 ,使 得 

一 pe — 1)sr “+ nx! = ks” 
由 上 式 可 知 ,nzx”! 是 ;的 倍数 .但 xz 与; 互 质 ,所 以 nn 是 的 倍数 ， 并 因 
此 可 知 


1 
——n(n— 1)sr < 


2 

是 :* 的 倍数 ,从 而 由 上 面 的 等 式 又 可 推出 az 一 是 s* 的 信 数 , 故 得 是 
* 的 倍数 ,此 与 题 设 条 件 “n 的 因数 中 元 一 个 是 完全 平方 数 矛盾 ， 

于 是 , 原 命 题 得 证 . 

1. 123 ”求证 ;有 无 限 多 个 正 整 数 ”, 有 具有 下 述 性 质 : 对 每 个 具有 
n 项 的 整数 等 差 数 列 a ,a,,… ,a ,集合 1al,a2,…,a,| 的 算术 平均 值 
与 标准 方差 都 是 整数 . 

注 ”对 任何 实数 集合 {x1,X;,… ,XxX,| ,这 集合 的 算术 平均 值 定义 为 

二 


这 和 集合 的 标准 方差 定义 为 


EE 一 廊 )?. 
(中 国 全 北市 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 设 正 整数 n 满足 题 设 条 件 . | 
对 于 任 一 整数 等 差 数 列 ial,a,,…,a,| , 记 公 差 为 d .显然 4 为 整 
数 , 且 


] 
Qjy + a2+t+ "二 a;, 二 nal+ Fnln -~ 1)d. 





记 
1 
—(al+ as+* + a,), 


nn 
则 由 上 面 两 式 , 有 
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二 = + (0n _ 1)4,4 为 任意 整数 ， 
RR ”由 上 式 可 知 , 芯 为 整数 当 且 仅 当 为 奇数 . 
数 现在 来 分 析 标 准 方差 .( 下 设 n 是 奇数 . ) 
”” 易 知 , 当 是 奇数 时 ,有 


Ea 


> a) = > | -a -3 Dd “ 


-到 


- >1G-Dz-O -Dad| 


J=1 


= > jt | 


1=1 


2 
一 242| 卫 + 和 2 二 2 (F0 -Dj | 


DD 


要 满足 题目 条 件 , 则 a” 是 整数 ,从 而 存在 非 负 整数 mx ,使 得 
pl -1)= m”, 


好 
72 一 12o2 = 二 0 
显然 ,mw = 0, 2 = 1 是 中 的 一 组 非 负 整数 解 . 
下 面 证 明 : 


= -上 [+4J) (7 -43)*], 
4 v3 


nn = L7403) + (7 403)], hEN, 
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是 方程 @ 的 全 部 正 整数 解 . 
事实 上 ,对 任意 的 RE 入， 


n? 一 1277228 = 二 [7 + 4V3)*+ (7-4v3)*] 


[7 443) — (7 — 403) 


= (7 +4v3)*. (7—4v3)* 
= [(7+4V3)(7- 4v3)]* 
一 1 ， 
因此 ,n,n 适合 方程 (D. 
又 由 二 项 式 定理 ,有 


第 
mj 一 -CN Th + C3(4 V3)3 .7 _ 
2 Y3 
7 : 为 奇数, - 
C1 ,7. (4 VY3)*-1, 上 为 偶数 . 


= 2 “Tel + CHC4 VB)? + 7 + 


和 4 为 厅 娄 
C1 .7(4vV3 六 一 ,为 偶数 
因此 ,ww 是 正 整 数 .而 
ne = T+ C74Y3) + 
"0 V3)*-!, 上 为 奇数 ， 
(4 V3)*, & 为 偶数 ， 
因此 nw 也 是 正 整数 ,从 而 (m,n4),k EN 是 方程 @ 的 正 整数 解 ,本 题 
得 证 . 
注 设 (114*,n”*) 是 方程 人 的 任 一 正 整数 解 . 则 
n*2— 12n"**= 1, 
因为 
(1,%) = U (07 +403)" 1,(7 + 473)*], 
且 n* 十 2Y3p” > 4, 所 以 存在 正 整 数 上 ,使 得 
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(T+A4V3) I < hn" +2V30 S(T7+4V3), 
两 端 同 乘 以 (7 一 4Y3)*"!, 有 , 
1< (nm +231 (74 人) 有 7+4V3. 


代 
数 注意 到 若 令 ”mo = 0,no = 1, 则 有 
郑 (7 -4 = 1 一 2 EN. 
因此 
(n* + 2v3m* )(7— 4v3)*! 
= (n* +2V3m’* (ns — 2V3m1) 
= (nn* ns — 2m rm) + 223 nn” mt) 
且 
(n* -2V3a (7+4V3) 
= (1 一 2V37 (CR + 2Y3m1), 
= (nn -12m p71) 一 2V3(02 ne — Nn” mr). 
将 上 面 两 式 相 乘 ， 
Hm = nn Mp-l, 
可 得 
(N+ 2V37m) (7 -237m) 
= (n* +23m*)(7— 43)*: i. (n* — 2 V3” )(7+4v3)*-! 
= n**—12m**= 1, 
即 
.77 -12 =1, 
因此 页 ,页 也 是 方程 中 的 一 组 解 . 
由 加. 加. 加 ,有 
1<< 元 +2V3 坎 委 7+4V3 
由 上 式 及 加 式 , 有 
元 +2V3 责 >1 > 元 -2V3 南 > 0， 
于 是 
n>0,n>0 
因此 ,F171, 是 满足 @ 的 方程 中 的 正 整数 解 . 
n=2,Nn=7. 
代入 名、 由, 有 


(n* +2V3m*)(7 -4v3):!=7+4v3, 
(n* — 23m*)(7T+4v3):-!=7-4y3. 
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hp 
n”* +2y3m” = (7+ 4v3), 
n*” 23m* = (7— 4v3). 





解 得 
其 关 天 
ni 一 Mk 所 一 好. 


因此 ,方程 @ 的 全 部 非 负 整数 解 是 (mii，ni) ,其 中 上 是 任意 非 负 整数 ,从 而 满足 
题 设 条 件 的 所 有 正 整数 集合 为 


二 [C7+443)*+ (7 一 4 全 )5]14 为 非 负 整 玫 


1. 124 ”假设 个 两 两 不 同 的 实数 x ,xz，，,… ,x,( 正 整数 之 4) 
满足 条 件 
Xl+ Xx2+ + = 
和 XI 3 二 二 XxX 二 1. 一 
求证 :一 定 能 在 zi,zz，…z, 中 找到 4 个 不 同 的 实数 ac ,2,c,d ,使 得 教训 
at+btc+nabc 人 ritrt++r at+bt+dt+ nabd. 
(第 45 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] ” 先 讨 论 
za+xz+…w+dz>0 Q) 
的 情况 .不 妨 设 
Xl < I< rn 
第 一 步 ,我 们 来 证 明 : 在 x 个 两 两 不 同 的 实数 xz ,x2,… ,x; 中 一 定 
能 找到 3 个 实数 x; ,zi ,zx 使 得 
XI + tt Th < it y+ Th t Nrizrh (© 
分 三 种 情况 来 证 明 @. 
第 一 种 情况 :0 < x,_2 < 1< zx 时. 


由 于 x1,x2,… ,x 两 两 不 同 , 且 > yx? = 1,n 之 4, 因此 
j=1 
2 <C 1 = 1,2,,n. 





3 _ 2 

Xn 2 二 Ta? Th2 < nr-2， 
3 

之 说- 一 1 < nl1? 
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7 < 


设 zr 人 nn, 


ean 


其 中 kn - 3. 由于》 = 0, 因 此 


Tx! < 0. 
当 <n-3 时 ， 
Zit x2+ e+ 
< (rhrt rh tt x3 3) + (xr3 s+ rx3 | + x3) 
< (12 -3 一 有 R)zz +(z 十 | 十 Xn ) 
< 711 21 Tn t+ Tn 2 + Xn_l + A,. 
因此 ,此 时 @ 式 成 立 . 
当 庆 =n-3 了 时 ， 
Xt tt ri rt rt 
< Ti 2 十 1 十 了 


< Win-2 Tn ln + 六 一 2 十 | 十 in, 


因此 ,此 时 @ 式 仍 成 立 . 
第 二 种 情况 :rz < zz < < 和 0< 7x! < 时. 
由 已 知 ,得 
中 一 之 
2 = (rat + x,)) . (3) 
考虑 和 式 
为 一 2 


(x) 十 过 0- 十 村 十 ME 1) 
7=1 
为 一 了 开 一 了 
| 二 
Xj; 十 (7 一 2)(z 1 十 工 ，) 十 Nr 1 Dy 


2 
一 一 ( xl 十 XT ) 十 (n 2) (x,-1 十 Xn) nxn_1Xn( Tn] 十 Tx) 


= (T+ Xn 3— nr, ) (4) 
利用 荞 平 均 不 等 式 ,并 注意 -x1, -ra… 一 xz,.; 是 nn -2 个 不 同 的 非 
负 实数 (即使 有 一 个 零 ), 有 


天 一 了 


(nn -2) 2 x? = (hn -2) > (- x )” 
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j=1 
一 (Zn -1 十 In)”, 
即 


D> 
由 已 知 及 上 式 ， 有 





3 Ta- 1 十 rn 


六 一 了 


— 2 2 2 
1 = Tn-1 t+ Xn 十 > 


1=1 





l 2 
> x2_1+ x 十 3 (Tn + XxX, ) 
天 


n 2 
一 5 0)+ 


由 宕 平均 不 等 式 ,有 
; i 下 > nn 一 2 


3 








Tn ln 


2 


| 
i 
A 
3 
We 
Te 


1=1 


1 
一 0,, 十 Xn)， 


上 式 两 端 立方 后 ,再 乘 以 - (n 一 2), 有 


扣 一 2 i 
47 之 一 亲人 ar + Xx, ). 
利用 上 式 , 有 
1 -2 


> = 一 (xn- 1 + zx) + 217) 


1 
(2 — 2) 


< (zl 十 x3) i 


2 
二 (二 1 十 x )[(z2-l 光一 之 十 并 人 ) 


1 2 
(7 一 7 tT) 
了 | (7 — 3)(n— 
一 (rmi (n -2)? 
n*— 4n+6 


(x-2) mtn | 
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DD 1 1 + 2 ) 
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利用 @. 及 上 式 , 有 


一 2 


- 
D(z + Tn-i tt A + Ja 1Zn ) 
j=1 


> (Xx,_l 十 zx) 科 瑟 全 


2 
n _2 (z2 + x%) 


Yk 站 访 


2(n 一 3) | 
+ Tin Rn-lidn 
7 一 了 2 
一 3 一 1 
一 《or-l 十 0) | 宕 二 光一 (x-， + x) 
nn -4n+6 | 
hn -2 Xn-lTn 
> (7 一 2) 2 71), 


由 上 武 可知 , 必 有 一 个 正 整 数 ; € |1,2,…,n -2| 存在 ,使 得 


NA _ 3 
+1 + Xn-1 十 Xn 十 nr Xn-l dn > 2 2), 


因此 ,此 时 @ 式 成 立 . 
第 三 种 情况 :zl 过 x 之 于 之 XT! 人 0< x 时 . 
记 A 是 {1,2,…,n 一 1| 的 所 有 2 元 子 集 的 集合 , 则 
1A1= C1. 
显然 ， 


DY (x+ x + x + nrixirn) 
(i EA 


(i,NEA 


a 

> ， (Xx; + ZX;) 十 CL zr, + rn > Xx; 
(i.NEA 

易 知 


(n — 2) xX; 二 一 


DX (7 — 2) zx,. 
由 已 知 


= +2 > zx - 272, 


(i J)EA 
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由 上 式 ,得 
5) ww = 了 -了 
人 让 所 和 

将 @D 和 上 式 代 人 四 ,有 


全 (Zz; 十 .Di 十 mn 十 Ji ) 
1 让 和 内 


iD | 一 
CT 


= ec-oo-a-e-ala + (2 


一 (= 一 37 十 3)z 十 11X3 . 














2 
由 寡 平 均 不 等 式 , 有 
1 n—l 
Pe 5 | > oi ») 
1 
nn-l 
对 上 式 两 端 立方 ， WR (n 一 1), 有 
3 
DE i 
于 是 ， 
3 一 了 73 
27) < | (nn 73| ” 
_ n(n-2); 
nl1) ~ 
由 苦于 汐 不 等 了, 有 











2 . 
nl ” 


显然 , 当 正 整数 nn 宇 $ 时 ,有 
1 
pA + 3 二 Fa(n-6)+3>0. 
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因此 , 当 4 宇 5 时 ,将 四 代入 @, 并 利用 上 式 和 ,有 


~ 
> (zi t+ Xi + zn + Nxt ) 





代 (i, EA 
数 工 2 ) 四 2 ，， 3 
类 > (Fn 37 + 31]z, Tt nr 
1 
-z+ 
_ n(n — 2)* 3 
2(7 一 二) Tn 
> Cio xi 


由 上 式 可 知 , 当 n 宇 5 时 , 必 有 某 个 (i,j) € A, 使 得 


Tit Xj; + Tn + nzixrn > 2 
EE 
因此 ,此 时 @ 式 成 立 . 
当 n = 4 时 ,x <x<xi0< rs. 令 
y=~ ZX = 1,2,3. 
那么 ,有 
YI> > 0,x4= y+ y+y3 
于 是 ,由 上 两 式 可 得 
X21+ X3+ Xa t+ 472T3T4 — (zx? 十 > 十 3 十 zi) 
=— Xx1+4r2r3 yt y+ y3) — (rit x2 + x) - (y+ y+ y3) 
= y1+43y233(y1 yt yt (yt yt yd)- (y+ yt yy) 
= ytdyy(y ty ty ty tH+t+y)-[(y+yt+t) 
+t 3yf(y2 + y3) + 3y2(y3 + y1) + 3y3( yr + y2) + 6y1y2y3] 
= yilyt+ y+ $+ (y+ yo + y3)] + 4y2y3(y1 + yo + y3) 
- [3y1(y2 + y3) + 3y(y3 + y1) + 3y3(y1 + y2) + 6y1y2y3] 
= ylyf +t y+ y+ (y+ y+ y3)] — 2y1y2y3 
-3y1(y2 + y3) + yi(y3 — 3y1) + y3( yz — 3y1) 
= 2yt + yy3 — y1) + yy ~ y1) — yy2 + y3) 
= yi[2y1 ~ (y2 + y3)1 — yy — y3) — yy — yo) 
> yil2y: - (y+ y3)] — yi(v1 ~ y3) 一 yi(y1 — 2) 
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= 0. 

因此 ,此 时 不 等 式 @ 成 立 . 
综 上 所 述 ,我 们 第 一 步 所 要 证 的 @ 式 得 证 . 
下 面 我 们 先 证 明 一 个 恒等式 : 


(a1+ az 十 十 az) 


= (@+ 人 + 3)+3>ai(e 2 
;=1 


az ) +6 >， dd ak. (9 
{idkIEB 
其 中 B 是 11,2,…,n} 的 所 有 3 元 子 集 组 成 的 集合 . 
事实 上 ， 


(ci + aa 十 十 an)3 
= (artazt+a)(artat+ + a)(art a2t+ "+ an) 
从 右 问 第 一 个 因 式 中 任 取 一 个 a;, 从 右 端 第 二 个 因 式 中 任 取 一 个 ai， 
从 右 端 第 三 个 因 式 中 任 取 一 个 ai ,其 乘积 ajajas 一 定 是 上 式 右 端 用 乘 
法 分 配 律 展开 后 所 得 到 的 某 一 项 . 
当 i = 了 = 时 ,aaau = az, 没有 与 它 同 样 项 ， 
当 了 = 天 4 时 ,aamu = afos. 同 样 的 项 有 二 -= 3 个 ,因此 
系数 为 3. 
当 i,j, 上 两 两 不 同时 ,ajajas 同样 的 项 有 31 = 6 个 ,因此 系数 为 6. 
所 以 ,从 式 成 立 . 
由 已 知 条 件 及 曲 式 ,可 得 


一 3 
0= (xzit+ x2t+ "+x,) 
如 
二 (xi 十 x 十 … 十 X23) 十 3> 二 (2 十 “… 十 1 十 Eo 二 
j=] 


2 
十 Xn) 十 6 >， pk 
{jrji, IEB 


并 
= (zf + tt 3) + 3 zx(l ~ x2)+6 >) FRR 
1=1 {1,7,k)EB 


= 2(xI+t tt rd) +6 2D) zim. 


(i j,k)EB 
由 上 式 , 有 
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代 
数 
郑 


SA 1 3 
Tk 一 3 ti 
(1,j,k)EB j=1 
显然 ,有 
> (totm) = C10 
(i,j,k)EB 全 1 
由 上 面 两 个 式 子 ,有 
1 n 
2 (zit nt at nv) = 3 2 7) 四 
(i.j,k)EB en 


令 
A1 = EE + x + Th, + nx, xy Th | Ti Tj» Tk, 两 两 不 同 , 且 恰 有 
两 数 取 自 满足 @ 的 集合 (zz , x)|， 
和 A2 = | zi 十 Xj, 十 十 Ni Tj, Tk, | Ti, » Tj, » Th, 两 两 不 同 , 且 恰 有 
两 数 取 自 集 族 | x; ,zz ,zh 1 之 一 ， 
A = | zi 十 Tj, + Zh, 十 Li Tj Th | Ti, » Dj,» Th 两 两 不 同 , 且 恰 有 
两 数 取 自 集 族 | x; ,xzj，, zi,1 之 一 . 
以 上 所 有 zi ,6 sp 5 Ci, 9 ,9 Th Ti 03» Th 都 属于 集合 {x1, x2,…， 
za .显然 z 
AlU AsU Asy= {zi* + zx* + re" + nri* Ti* Te” | Xi* ,Xi* ,Th” 
两 两 不 同 , 且 都 属于 {x1, x2，…, xn|. 
事实 上 ,对 于 任意 的 w = z + zx* + Th" ++ nxi* Xj* Xh* ; 若 (Xi*， 
zx;* ,Xp* ) 满 足 四 , 则 cE As,; 从 而 有 a € AlU A2U As3. 若 (xi* , 工 *， 
zi* ) 不 满足 名 且 a & A1 U A U A;, 则 存在 
Tit Xt re" 十 Ti € Al, 
其 中 zy* 表示 zx;* ,xz* ,XxX* 中 的 某 一 个 ,( ,Zz; ,Xk ) 满足 忆 . 于 是 存在 
Ti + Xt ra” + nri* rx €E A 
从 而 有 
a= x + x + x + nr rx” € A 
即 aE€ ArU A;,U A;, 邓 盾 . 
下 面 我 们 在 条 件 中 下 ,完成 本 题 证 明 . 


若 Al 中 有 元 素 不 大 于 > zj , 则 本 题 结论 成 立 
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车 A, 中 所 有 元 素 都 大 于 > \z3, 而 A。 中 有 元 素 不 大 于 xz》 , 则 
本 题 结论 也 成 立 . 

若 As 中 所 有 元 素 都 大 于 >" z? ,而 A 中 有 元 素 不 大 于 > z, 风 
本 题 结论 仍 成 立 ， 和 

若 Ai, A2,As 中 所 有 元 素 都 大 于 >) z, 则 对 于 日 内 任 一 元 素 (， 
1 ,2) ,都 有 和 


Xi 十 < 十 .8 十 JI > > ,x3, 
j=! 





求 和 ,得 
> (zx; > 0 > 
(i,j,.k)EB . 
由 QD.@ 和 上 式 ,得 
于 3 
和 > C3， 
山 
> n(n)(n -2), 
于 是 有 
2> (nC 1)(n -2), 
此 与 之 4 在 盾 . 
因此 ,在 条 件 下, 本题 结论 成 立 . 
若 
> -<0 
则 令 


y=— (j= 1,2,.…,n), 
由 已 知 条 件 及 上 面 两 个 式 子 ,有 


>， = (0， D1 > >0 
于 是 ， 由 前 面 证 过 的 结论 ， 一 定 存在 [yi,y,… ,yx| 中 的 4 个 不 同 的 实 
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吕 涤 六 


数 六 ,多 ,次 , Yi， 使 得 
yt yt mt yy SE 2 EY + y+ + nyiyiy 
j=1 
因此 
3 > 
Ti t+ Tj + Xk + nrixirh > > + ZX; + Zit nx, 


从 而 本 题 结论 在 此 时 成 立 . 
香 


yz -0 
则 曲 式 的 左 端 为 零 ,如 果 所 有 zi + xz; + zi + nzizrjzs 全 为 零 ,那么 本 题 
结论 成 立 . 否则, 至少 有 一 
Xit+ x+ ze t+ nrare > 0. 

重复 人 @ 式 以 后 的 讨论 ,并 利用 多 ,可 以 证 得 此 时 本 题 结论 仍 成 立 . 

综 上 所 述 , 原 命题 得 到 证 明 . 

1* 125 ”给 定 33 个 正 整 数 ,它们 的 全 部 质 因 子 是 2,3,5,7 和 11. 
求证 :这 33 个 正 整 数 中 必 有 两 个 的 乘积 是 完全 平方 数 . 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 记 这 33 个 正 整数 为 n1,n2,… ,733- 
由 题 设 可 知 站 = 2434S474114 ， 
其 中 有 = 1,2,…,33;ax ,Bck ,ds ,ex 都 是 非 负 整数 . 

显然 , 当 且 仅 当 1 委 < R 委 33 且 a;+ ae,b;+ br,ci + chsd;+ 
di ,e; + e 都 是 偶数 时 ,zzz 是 完全 平方 数 . 

也 就 是 说 ,当量 仅 当 1 志 i < 过 33 且 a; 与 ai 奇偶 性 相同 ,6; 和 和 
b; 奇偶 性 相同 ,c; 和 ci 奇偶 性 相同 ,4d; 和 a 的 订 候 性 相同 ,e 和 ex 的 奇 
偶 性 相同 时 , zizw 是 完全 平方 数 . 

考察 由 5 个 非 负 整数 组 成 的 数组 

(apsDbesce sdise) (k= 1,2,.,33). 
如 果 两 个 数组 第 zx 个 分 量 上 的 两 个 数 的 奇偶 性 相同 ,zm = 1,2,…,5， 
那么 我 们 就 把 这 两 个 数组 归 为 同一 类 .于 是 ,上 述 33 个 数组 至 多 可 以 
分 为 2 = 32 类 .因此 至 少 有 两 个 数组 属于 同一 类 . 设 数组 (ak ,bi ,ci， 
d: ,ER ) 与 (ai ,Ob; Cs , di ©; ) 属于 同一 类 ,于 是 ， nnp 是 完全 平方 数 . 
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1。126 ”试问 ; 当 且 仅 当 实数 zo0, x1,*… ,Tn(7 之 2) 满足 什么 条 
件 时 ,存在 实数 yo,y1，…， yn, 使 得 二 7 十 多 十 十 zx 中 
成 立 . 其 中 和 一 过 十 iyi ,i 为 虚数 单位 , 一 0,1,2,…,n. 证 明 你 的 结 
论 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 易 知 等 价 于 


入 本 zf = 一 > 


©) 
2 ri = 一 X00 . 
若 存 在 实数 yo;y1，… ;Ym 使 名 成 立 , 则 
: 第 
rw = ( SI - 
由 柯 西 不 等 式 可 得 : 下 
< (Pi) ,3 ) z 加 (3) 
“如果 za > 》) 菩 , 则 由 加 可 得 
yi> 之 2， 
从 而 “双关 > (D2) (>) 
此 与 @ 矛盾 .于 是 得 
3 Ya @ 


当 = 引 如 时 ,我 们 可 取 % = zk = 0,1,2,… i. 显然 能 
使 四 成 立 

当 zo < DE 时 ,我 们 记 a = Dn > 0， 
显然 zl zz，……，Tn 不 全 为 零 不 妨 设 Xn 0. 我 们 取 
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旺 条 六 


y= 0,k =0,1,2,,n 一 2; 
en . 
nl 
| V TZ2 1 十 2 
显然 ,也 能 使 @ 成 立 . 
综 上 所 述 , 所 求 的 条 件 为 


n 
xXxi 声 > 
k=1 


1. 127 是 否 存在 非 零 复 数 a ,5,c 及 自然 数 有 ,使 得 只 要 整数 &， 
i,m 满足 1 有 有 1+1 7 i+| m 1 实 1996, 就 必定 成 立 


1 
ll<ath+t+ml>? 


(中 国 国家 队 选 氢 赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 回答 是 “不 存在 ”. 
事实 上 ,如 果 存 在 非 零 复数 a,b,c 和 自然 数 有 ,满足 题 中 要 求 . 


当 复数 <, 所 对 应 的 向 量 a ,6b 在 复 平面 上 的 夹 角 为 0 或 时 , 容 
易 证 明 存 在 整数 &,! 入, 其 中 mm = 0, 使 得 
| klt+ll11+10 | 守 1996 
1 
(khat+lbt+0cl< 


同时 成 立 ,矛盾 ， 
当 复 数 a,6 所 对 应 的 向 量 a ,6 在 复 平面 上 的 夹 角 既 不 等 于 0, 也 


不 等 于 x 时 ,我 们 在 复 平面 上 以 a,b 所 在 直线 为 坐标 轴 , 且 分 别 以 
1 4 1、15 1 为 单位 长 ,构造 一 个 斜 坐 标 系 .过 坐标 轴 的 每 个 整 点 作 另 一 
条 坐标 轴 的 平行 线 ,两 组 平行 线 彼 此 相交 ,将 复 平面 划分 成 网 格 平面 . 
这 些 网 格 是 彼此 全 等 的 平行 四 边 形 ， 

考察 复数 c 所 对 应 的 向 量 所 在 的 直线 . 显然 ,对 每 个 整数 mm ,xc 
都 对 应 这 条 直线 上 的 一 点 , 称 为 c 一 整 点 . 易 见 ,c 整 点 都 位 于 某 个 平行 
四 边 形 中 (包括 周 界 ) .将 每 个 含有 c 一 整 点 的 平行 四 边 形 都 平移 到 位 
于 第 一 象限 且 以 原点 为 顶点 的 平行 四 边 形 p 上 ,并 使 二 者 重合 . 这 时 ， 
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每 个 .一 整 点 也 都 随同 所 在 的 平行 四 边 形 移 到 p 中 , 记 其 象 点 为 c 一 
整 点 .不 难看 出 ,者 c 整 点 对 应 的 复数 为 rnc ,其 所 在 的 平行 四 边 形 的 左 
下 方 顶 点 对 应 的 复数 为 Ma + yw, 其 中 4 ,x 都 是 整数 , 则 其 象 点 c 一 整 
点 对 应 的 复数 为 mc 一 Aha 一 p28. 

将 所 有 c 一 整 点 所 在 的 平行 四 边 形 p 用 平行 于 其 边 的 平行 线 划 
分 成 有 限 多 个 小 平行 四 边 形 ,使 每 个 小 平行 四 边 形 的 长 对 角 线 的 长 度 


都 小 于 一 .c 一 整 点 有 无 穷 多 个 分 布 在 有 限 多 个 小 平行 四 边 形 中 ,由 
抽 屋 原理 知 必 有 无 穷 多 个 一 整 点 落 在 同一 个 小 平行 四 边 形 中 . 显 
然 ,这 些 c 一 整 点 两 两 之 间 的 距离 都 小 于 二 


将 这 样 选 出 的 无 穷 多 个 一 整 点 所 对 应 的 复数 记 为 
mi 一 AQ 一 AH 站 1 二 1 2 . 


由 于 第 1 个 一 整 点 与 后 面 的 每 点 的 距离 都 小 于 一 ,因此 有 


[Co 一 和)c+(i 一 Aia+(A 一 AD1I< 1 中 


i 一 2;3，……: 由 于 这 表示 不 同 点 对 之 间 的 距离 , 故 三 数组 (4; 一 ,ye 一 
ITL 一 m;) 两 两 不 同 且 有 无 穷 多 组 . 因为 满足 

Ai Ar i+ pg pr l+l mr — mm; |< 1996 
的 只 有 有 限 多 组 , 故 至 少 有 一 组 使 

| 一 AI+lA 一 At 一 7 之 1996， 
且 使 所 式 成 立 . 矛 盾 . 

综 上 所 述 ,符合 题 中 条 件 的 非 零 复数 a,5,c 和 自然 数 疡 不 存在 . 

1， 128 “对 每 一 个 正 整数 ,车 ”的 二 进 制 表 示 中 1 的 个 数 为 偶 
数 , 则 令 ao。 = 0, 否 则 令 a, = 1. 证 明 : 不 存在 正 整数 和 zm 使 得 

CEA 一 人 + 人 + 一 Qkt2mtir0 EJ 委 7 一 |. 
(第 53 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1993 年 ) 

[证 ] 显然 a,, = a，， 

a2n+1 = 1 — a, = 1 — a,. 

如 果 存 在 正 整数 上 和 zz ,满足 条 件 ,那么 可 以 假定 sm 是 满足 条 件 
的 (&k,m) 中 最 小 的 一 个 x， 

车 m 是 奇数 ,不 妨 设 
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号 其 六 


GE = QU+m 二 Qpt2m = 0. 由 
(ao = 1 的 情况 可 类 似 地 处 理 . ) 则 吉 和 上 + 关中 至 少 有 一 个 为 偶数 ,从 
而 有 四 
Apt1 = Aptmtl 二 Arr2m+l = 1 
同样 地 ,k + 1 和 有 + m + 1 中 至 少 有 一 个 为 偶数 ,从 而 有 
Qjp42 = Qktm+2 = Qk+2m+2 = 0, 
依次 类 推 ,因为 m - 工 是 偶数 ,所 以 有 
Ch+m-i = Qkt2m~1 = QApt2m-1 = 0. 
但 上 + m 一 1 和 + 2m 一 1 中 至 省 有 一 个 是 偶数 ,所 以 
ak+m 与 ak+2m 中 至 少 有 一 个 等 于 1, 此 与 矛盾 . 
故 得 , m 是 偶数 ,于 是 : 
ktj,kt+mt+j,k+2m+i(0 和 Rim 1) 
三 者 的 奇偶 性 完全 相同 . 当 & + 7 为 偶数 时 ,由 


QR+j 一 Gpg+tmi; 一 Gk+t2nitj 
] 一 一 :天 ， 为 偶数 时 ; 
人] 


“好 ] + 一 “[ 寻 1 | :+ [二 | 一 “[ 姑 ! ] oo] 为 奇 
数 时 ; 
注意 到 0< | 过 | 二 吾 - 1 ,以 上 两 式 均 与 m 的 最 小 性 矛盾 . 故 命题 得 
证 . 

1， 129 ”对 于 给 定 的 大 于 1 的 正 整 数 n ,是 否 存在 2x 个 两 两 不 同 
的 下 整数 alya2mpyarypi pp 同时 满足 以 下 两 个 条 件 : 

(1) aitazt*+ar = Oto +t + oo,; 

Qi 0 1 
(2) n> 2 > 7 1- Tog8: 
请 说 明理 由 . 





(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 存在 符合 命题 要 求 的 2x 个 数 . 
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事实 上 ,可 令 
ai = 2Mi i= 1,2, ,nn—1,M 守 8000n,MEN,; 
b; = 27， i= 1,2,…,n~1; 
a = (M— 1)n(n — 1); 
让 = M(M- 1)n(n— 1).. 
显然 上 述 2n 个 数 两 两 不 同 , 且 
al+a+…+di = brtbrt+b, = n(n-1)(M -M+1). 
男 一 方面 ,我 们 有 


sy ai — bo; —1 1 
> -= - (1 昌 : 过 一 <n-1, 








‘ai + ob; M+1 2M-1 
Dr 
> #1 
> n -1- mo ~ so 
> #1- oo 


1* 130 是 任 征 在 目 然 数 ,使 n1 的 前 面 四 位 数 为 1993? 
《德国 数学 奥林匹克 ， 1993 年 ) 
[ 解 ] 存在 . 
设 m = 1000100000, 当 < 99999 时 , 若 
(m + k)! = abcd*, 
则 (mt kt Cm th)! x mt k+l) 
= abcd*… x 10001… 
= abcr…, 其 中 x = d 或 d+1. 
于 是 , 设 m! = apcd…, 则 (mm + 1)!1,(m+2)!,…,(m + 99999)! 
中 每 一 个 的 前 四 位 数 与 前 一 个 的 相等 或 增加 1. 而且 ( 由 于 左 起 第 五 位 
数字 增加 a), 至 多 经 过 10 个 数 , 前 四 位 数 就 需 增加 1. 这样 100000 个 数 
al (Co + 1)!,…,(m + 99999)! 的 前 四 位 数 跑 遍 10000 个 值 ,其 中 必 
有 1993 出 现 . 
1. 131 能 否 在 9 x 9 的 方 格 表 内 填 人 自然 数 1 至 8, 每 格 一 数 ， 
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代 


使 得 表 中 每 个 3 x 3 正方 形 中 所 填 的 9 个 数 的 和 都 相同 ? 
(第 21 届 俄 罗斯 数 等 真 林 匹 克 决 村 ,1 1995 年 ) 
[ 解 ] 先 填 出 一 张 9 x 9 的 方 格 表 荆 : 





ilo|lolwiola|lw|c 
“ 四 四 四 四 四 四 四 上: 
ni ol oie im | oo 


在 工 中 每 行 都 是 0,1,2,…,8 这 9 个 数字 ,每 个 3 x 3 正方形 中 所 填 的 
9 数 之 和 都 是 36. 

将 数 表 了 按 逆 时 针 方 向 旋转 90", 得 数 表 Q. 显然 在 Q 中 0,1， 
2,…,8 这 9 个 数字 各 出 现 9 次 ,并 且 每 个 3x3 正 方形 中 所 填 的 9 数 之 
和 都 是 36. 

设 在 工 中 第 : 行 第 7 列 交叉 处 的 小 方 格 里 填 的 数 是 ai， 在 QQ 中 第 i 
行 第 ) 列 交叉 处 的 小 方 格 里 填 的 数 是 5; , 则 有 

aj ¥ byl Si<I9,1<Ii<Y. 
构造 一 个 新 的 9x9 方 格 表 了 .在 P 中 第 i 行 第 ; 列 交 叉 处 的 小 方 
格 里 填 上 数 
9aj + pi+liL 和 1 过 91 和) 所 9， 
显然 在 尸 中 ,自然 数 1,2，……81 中 的 每 一 个 恰 出 现 一 次 ,并且 每 个 3x3 
正方 形 中 所 填 的 9 数 之 和 都 是 
9 x 36+36+9 = 369. 
1. 132 ”从 1 开始 按 自然 数 顺 序 自 小 而 大 一 一 直 写 到 自然 数 n(n 
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> ]1) ,得 到 一 个 数 .那么 ,是 否 可 能 使 得 到 的 数 从 左 到 右 和 从 右 到 左 的 
读 法 完全 相同 ?证 明 你 的 结论 . 
(第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 不 可 能 . 
若 存 在 从 1 写 到 ” 的 符合 条 件 的 数 
N = 123…321， 
记 NN 的 位 数 为 m ,显然 有 m > 18. 


记 和 A 是 N 的 前 | 要 | 个 数字 组 成 的 数 ,B 是 N 的 后 | 至 | 个 数字 组 


成 的 数 . 设 A 中 含 
99…9 100…0 | 
p 人 个 9 户 小 0 
段 , 但 不 含 99…9 “| 00…0 | 段 ,那么 
p+1 个 9 ptl 个 0 
n < 2.1071, 
从 而 n 不 超过 p+ 2 位 .但 此 时 B 中 含 
100…0 | 99…9 
pr0 p 人 9 
段 ,说 明 nn 必 超 过 p +2 位 ,矛盾 . 
故 原 题 的 回答 是 否定 的 . 
1 133 ”是 否 存在 满足 以 下 条 件 的 3 个 大 于 1 的 自然 数 , 其 中 每 
一 个 自然 数 的 平方 减 1 都 能 被 其 余 的 任何 一 个 自然 数 整除 ?证 明 你 的 


结论 . 





(第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 不 存在 . z 

事实 上 ,如 果 存 在 a,5,c 满足 问题 的 条 件 , 不 妨 设 4 宇 565 实 c. 

此 时 ,因为 a? - 1 能 被 5 整除 ,所 以 a 与 5 互 素 .又 因为 -1 能 
被 ,0 整除 ,所 以 o - 工 能 被 它们 的 积 ob 整除 .于 是 ,我 们 有 

cl1>ab. 
另 一 方面 ,由 a 宇 c,b 之 c 可 得 
ap 之 c2， 

了 矛盾. 
故 满足 题 设 条 件 的 3 个 数 不 存在 . 
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站 


1. 134 一 个 nx 的 矩阵 (正方 阵 ) 称 为 n 阶 银 矩阵 ,如 有 果 它 的 

元 素 取 自 集合 
S= 11,2,.…,2n—1|1, 

并 且 对 于 每 个 i = 1,2,…,n. 它 的 第 i 行 和 第 i 列 中 的 所 有 元 素 合 起 来 
恰好 是 S 中 的 所 有 元 素 . 证 明 : 

(a) 不 存在 nx = 1997 阶 的 银 和 矩阵; 

(5) 有 无 限 多 个 2 的 值 , 存 在 n 阶 银 和 矩阵 . 

(第 38 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1997 年 ) 

[证 ] (a) 设 > 1, 且 存在 阶 银 和 矩阵 A. 由 于 S 中 所 有 的 2n - 
1 个 数 都 要 在 A 中 出 现 , 而 A 的 主 对 角 线 上 只 有 个 元 素 , 因 此 至 少 有 
一 个 x € S, 不 在 A 的 主 对 角 线 上 . 

取 定 这 样 的 一 个 x .对 于 每 个 i = 1,2,…,nn, 记 A 的 第 i 行 和 第 i 
列 的 所 有 元 素 合 起 来 构成 的 集合 为 A， 称 为 第 个 1 字 ， 则 在 每 个 A 
上 恰 出 现 一 次 . 

假设 x 位 于 A 的 第 ; 行 . 第 j 列 (i 关门 , 则 属于 A; 门 A,. 反 过 来 ， 
对 于 每 个 A;, 有 惟一 的 A; ,使 得 x € A; 门 Aj. 因 此 A 的 n 个 十 字 两 两 
配对 ,从 而 x 为 偶数 . : 

因为 1997 不 是 偶数 ,所 以 不 存在 1997 阶 银 矩阵 . 


(56) 对 于 n=2,A = (, 1 是 一 个 银 和 矩阵 
对 于 nn = 4， 
1] 2 5$ 6 
A = 3 1 7 5 
4 6 1 2 
7 4 3 1 
是 一 个 银 和 矩阵 . 
一 般 地 ,假设 存在 阶 银 矩 阵 A ,我 们 可 以 构造 一 个 2n 阶 和 矩阵 
14 B 
[< a) 


其 中 B 是 一 个 n x n 和 矩阵 , 它 是 通过 把 A 的 每 一 个 元 素 加 上 2 而 得 
到 ,c 也 是 一 个 n x nn 矩阵 , 它 是 通过 把 B 的 主 对 角 线 元 素 换 成 2n 而 得 
到 的 .可 以 证 明 DD 是 一 个 2 阶 银 和 矩阵， 
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事实 上 , 当 i 时 ,DD 的 第 i 个 十 字 是 由 A 的 第 i 个 十 字 ,B 的 第 
i 行 和 C 的 第 i 列 构成 . A 的 第 i 个 十 字 包 含 元 素 1,2,…,2n ~ 1, 而 B 
的 第 i 行 和 C 的 第 i 列 包含 元 素 27 27 二 1,…,4n 一 1. 所 以 DD 的 第 i 
个 十 字 恰 包含 元 素 1,2,…,4n 一 1. 

当 i > n 时 ,D 的 第 i 个 十 字 是 由 A 的 第 i -个 十 字 ,B 的 第 i -- 
2 列 和 C 的 第 ;一半 行 构成 . 同 理 可 证 ,此 时 也 的 第 ; 个 十 字 仍 包括 元 素 
1 2 ,4n—1. 

冰 上 所 述 ,我 们 构造 的 二 阵 是 24 阶 银 短 阵 z 

由 数学 归纳 法 原理 ,对 于 任意 自然 数 &, 都 存在 2 阶 银 和 矩阵 .从 而 
原 命题 得 证 . 

1. 135 将 自然 数 称 为 相似 的 ,如 果 它 们 可 用 同样 的 一 组 数字 写 


出 (例如 ,112,121,211 是 相似 的 ,因为 它们 都 可 用 数字 组 1,1,2 写 出 ). 和 
证 明 : 存 在 三 个 相似 的 1995 位 数 ,它们 的 各 位 数字 中 不 含 0, 但 是 其 中 
两 个 数 的 和 等 于 第 三 个 数 . 孝 


(第 21 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 因为 1995 是 3 的 倍数 ,并 且 有 
459 + 495 = 954 
所 以 有 1995 位 数 
459459459.….459，, 
495495495.…495， 
954954954.…954， 
符合 题目 的 要 求 . 故 命题 得 证 . 
1. 136 证明; 对 于 任何 自然 数 & > 1, 都 能 找到 一 个 2 的 方 短 数 ， 
在 它 的 末尾 的 & 个 数字 中 至 少 有 一 一 半 是 9( 例 如 ,对 于 = 2, 有 21 = 
4096; 对 于 & = 3, 有 2” 二 …992; 等 等 ). 
(和 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 


[证 ] ”我们 来 证 明 , 对 任何 自然 数 , 在 20"5 +4+2 的 未 有 + 2 位 数 
中 ,至 少 有 | 全 (4 1 2) | 个 9 


事实 上 ,我 们 知道 
210 = 1024， 


2883 = 10245 = (103 + 24)3 


0 





关 梁 六 


= 10%5 + Sh. 103G -0 .24+ .+ 5.103 .245 -D+ 
245 
在 上 式 的 右 端 ,10 的 指数 成 递 降 排列 ,其 中 
sk 。103 . D4(35 -日 = 103+4 ， 35 -1 ， 23°5 3- 


因此 
210°5 三 245 (mod 10%#), 
于 是 
212.5 910°5 .225 = 245 ， 45 = 965 
= (102 — 22)3 
= S 10. 22(5 -1) _ F2:5" 
一 22°5° -2-4( 104+2 _ 24+2? (mod 103+k) ， 
所 以 


D10.5 +k+2 二 10&+2 _ Fk+2 (mod 103**). 
天 十 了 k+2 
由 于 24+2 = 83 之 10 ,因此 + 2 位 数 1047? -241? 至 多 在 末 


尾 的 |“ : “| 个 数位 上 不 是 9, 从 而 至 少 在 | 全 (4 + 2) | 个 数位 上 都 是 
9 . 





故 210.3+t+2 的 未 尾 有 + 2 倍数 中 ,至 少 有 | 全 (4 + 2) | 个 9, 从 而 


它 的 末尾 的 & 个 数字 中 至 少 有 一 半 是 9. 原 命题 得 证 . 

1. 137 是否 存在 一 个 六 位 数 A ,使 得 A,2A,3A,…,500000A 
中 任何 一 数 的 末尾 六 个 数码 不 全 相同 ? 

(世界 城市 际 数 学 联赛 ,1996 年 ) 

[ 解 】 设 4 是 一 个 六 位 数 . 

若 A 是 偶数 , 则 500000A 的 末尾 有 六 个 0. 

若 A 是 5 的 倍数 , 则 200000A 的 末尾 有 六 个 0. 

因此 ,我 们 不 妨 设 A 的 末尾 数字 为 1,3,7,9. 此 时 ,对 于 任何 奇数 
字 4 ,都 存在 一 位 数 5 ,使 得 Ab 末尾 数字 为 a. 

先 选 择 bo ,使 Abo 的 末尾 数字 为 1. 设 Abo 的 未 尾 两 位 数字 为 cj1. 
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选择 一 位 数 di ,使 得 di + cl 等 于 1 或 11. 选 择 0 ,使 得 Ap; 的 末 位 数 
字 为 di .因此 A(1061 + 50) 的 末 两 位 数字 为 11. 设 A(1051 + 20) 的 末 
三 位 数字 为 cz11 ,选择 一 位 数 d, ,使 得 d, + cs 等 于 1 或 11, 存 在 5b;, 使 
得 Ab; 的 末 位 数字 为 d;. 因 此 A x (1005; + 1051 + bo) 的 末 三 位 数字 
为 111. 依 此 类 推 ,存在 

B! = 1035s + 10404 + 10363 + 10°6, + 1061 + bo 
使 得 4Bi 的 末 昆 六 个 数字 和 皆 为 1. 


对 于 2 过 有声 9, 设 Bl 是 &B1 的 后 六 位 数字 ,那么 ABi 的 末尾 六 个 


数字 缘 为 人 . 
车 A = 999999, 则 了 = 888889. 
反 过 来 , 若 令 A = 888889, 则 Bl = 999999. B, 是 kB 的 后 六 位 数 
字 , 注 意 到 
kB! = k:. (100 1)=k.10-k,1 过 上 过 9, 因 此 
B. = 10 ~ & > 500000. 
这 说 明 A = 888889 时 ， 
4,24,34,…，,5000004 中 任何 一 数 的 末 六 位 数字 都 不 全 相同 . 
1 138 求证 .存在 无 并 多 个 自然 数 ,使 得 可 将 1,2，… ,3n 列 成 
数 表 
CC2， 3 Un 
bi,b2, ,Db, 
Clsrce2s:" ys Cn 
满足 如 下 两 个 条 件 : 
(1) ajtbiteo=art+b+c = == a,+b,+c,, 且 为 6 的 
倍数 ; 
(2) alrtazte+an = btb2t to = ct ct te 
上 且 为 6 的 倍数 . 
(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1997 年 ) 


[证 ] 将 满足 上 述 两 个 条 件 的 自然 数 ” 的 集合 记 作 s. 若 n Es， 


由 条 件 (1) 和 (2) 分 别 推 知 :存在 自然 数 s 和 + ,使 得 
3n(3n + 1) 

2 
3n(3n + 1) 

2 


= 6sn, 


= 18t. 
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给 东方 








372 十 一 45 
由 n(3n+1) = 12r 
nl (niod 4) 
所 以 nn 三 0 (mod 3). 
从 而 有 


7 = 12k + 9,k 是 非 负 整数 . 
反 过 来 , 若 n = 12k&k +9, 上 k 二 0,1,2,…, 并 且 由 1,2,…,3n 列 成 的 
数 表 的 行 和 都 相等 , 列 和 也 都 相等 ,那么 


列 和 二 A 1) _ + 28) _ 6(9k + 7), 
行 和 一 全 于 43) .6 (Qk +7) 


可 见 ,此 时 列 和 与 行 和 都 是 6 的 倍数 . 

下 面 再 来 证 明 : 当 zz = 名 = 1,2,… 时 ,可 将 1,2,…,372 列 成 一 
个 3 x n 数 表 , 使 得 数 表 中 的 行 和 都 相等 , 列 和 也 都 相等 . 

当 & = 1 时 ,n = 9,3n = 27. 

















此 时 ,注意 到 
1 2 3 0 6 3 1 8 6| 
2 3 1l+|13 0 6!= |5 3 7 
3 1 2 6 3 0 9 4 7 
上 式 右 端的 3x3 数 表 的 行 和 都 等 于 15, 列 和 也 都 等 于 15. 将 这 个 3x3 


数 表 的 三 行 依次 记 作 

a(3), Pp(3), 7Y(3). 
即 a(3) = (1,8,6)，B(3) = (5,3,7)，7Y(3) = (9,4,2). 构 造 3x9 数 
表 
a(3) B(3)+18 7Y(3)+9 








Ag = | fp(3)+9 7(3) a(3)+18 
7(3)+18 a(3)+9 Bp(3) 
即 
] 8 6 23 21 25 18 13 11 
Ao= 114 12 16 9 4 2 19 26 a 
27 22 20 10.17 13 5 3 7 





这 个 数 表 的 行 和 显然 都 相等 , 列 和 显然 也 都 相等 . 
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设 当 1 一 9 时 ,可 将 1 2 ,3m 列 成 一 个 3 x nl 数 表 








ul 2 机 Cp 
A 一 bl b> 相 b,, 
Cl C2 四 Cp 


使 得 A,, 的 行 和 都 相等 , 列 和 也 都 相等 . 
则 当 ”= 9m = 9 后 时 ,我 们 可 以 构造 一 个 3 x 3m 数 表 如 下 : 
a(m) Bim)+6m YY(m)+3m 
BC(m) + 3m y(m) a(m)+6m 
yY(m)+6m a(lm) + 3n Bm) 
其 中 a(m),B(m),Y(m) 分 别 是 A, 的 第 一 行 .第 二 行 . 第 三 行 .显然 
Asm 中 的 9m 个 元 素 恰 为 1,2,…,9m ,A3, 的 列 和 都 相等 ,A3,, 的 行 和 
也 都 相等 ， 和 
接着 ,我 们 再 构造 一 个 3 x n 数 表 , 即 3 x 9m 数 表 如 下 : 


A3nm 一 














a(3m) Bl3m) + 18m YY(3m) + 9m 
A, = Ag, = 1 Bl(3m) + 9m y(3m) a(3m) + 18m 
Y(3m) + l8m a(3m) + 9m Bl(3m ) 


其 中 a(3m),BG3m),Y(3m) 分 别 是 A;3,, 的 第 一 行 . 第 二 行 、 第 三 行 . 
显然 Ao,, 中 的 列 和 都 相等 , A,,, 的 行 和 也 都 相等 ,并 日 4。 中 的 27m 
个 元 素 恰 为 1 ,2,… ,27m. 
根据 数学 归纳 法 原理 , 当 nn = 9*,k = 1,2,… 时 ,可 将 1,2,…,3n 
列 成 一 个 3 x n 数 表 , 使 得 数 表 中 的 行 和 都 相等 , 列 和 也 都 相等 . 
注意 到 有 & = 1 时 ,9* = 9; 而 & > 工时， 
n=0=0-9+9=9.(91-1)+9 
-9.8.m+9 
一 12. 6 十 9 四 
其 中 mm 为 整数 .因此 4 = 0, = 1,2;… 时 ,都 可 以 表示 成 xn = 12/ 
+ 9(7 为 整数 ) 的 形式 .所 以 ,上 面 列 出 的 数 表 A, 的 行 和 与 列 和 都 是 6 
的 倍数 . 
故 原 命题 得 证 . 
1. 139 现 发 行 一 种 数学 彩票 ,在 1 张 彩票 上 填 上 前 100 个 自然 
数 中 的 10 个 数 , 开 奖 时 从 1,2,…,100 中 画 去 10 个 数 . 若 彩 票 上 的 10 个 
数 缘 在 剩余 的 90 个 数 中 , 则 该 彩票 中 奖 .证 明 : 
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总 


(1) 车 购买 13 张 彩票 , 则 可 通过 适当 地 填写 彩票 ,保证 至 少 有 1 
张 中 奖 ; 、 

(2) 若 购买 12 张 彩票 , 则 无 论 如 何 填 写 ,都 有 可 能 无 1 张 中 奖 . 

(世界 城市 际 数 学 联赛 ,1996 年 ) 

[证 ] (1) 我 们 购买 13 张 彩票 后 ,可 以 用 以 下 的 方法 填 数 :第 一 
张 上 , 填 1 一 10; 第 二 张 上 , 填 1 一 5 和 1 一 15; 第 三 张 上 , 填 6 一 1S; 第 四 
张 上 , 填 16 一 25; 第 五 张 上 , 填 16 一 20 和 26 一 30; 第 六 张 上 , 填 21 一 30; 
第 七 张 上 填 31 一 40; 第 八 张 上 填 41 一 50; 第 九 张 上 填 51 一 60; 第 十 张 上 
填 61 一 70; 第 十 一 张 上 填 71 一 80; 第 十 二 张 上 填 81 一 90; 第 十 三 张 上 填 
91 一 100. 

为 防止 前 3 张 彩 票 中 奖 , 需 画 去 1 一 15 内 的 两 个 数 ; 为 防止 第 四 、 
五 .六 这 3 张 彩 票 中 奖 , 需 画 去 15 一 30 内 的 两 个 数 ; 为 防止 后 七 张 彩票 
中 奖 , 需 画 去 31 一 100 内 的 七 个 数 .因此 ,要 使 所 买 的 13 张 彩票 都 不 中 
奖 , 至 少 要 画 去 

2+2+7= 11 

个 数 . 
因为 只 画 去 10 个 数 , 所 以 这 13 张 彩票 中 至 少 有 1 张 中 
奖 . 

1.140 设 牛 < 如 < As<… 是 正 整数 , 且 没 有 两 个 是 相 邻 的 ， 
又 对 于 mm = 1,2,3,…,S,, = 上 i 二 十 … 十 .求证 :对 每 一 个 正 整 数 
nn, 区 间 [ S, ,S, 1) 中 至 少 含有 一 个 完全 平方 数 . 

(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 

[证 ] 区 间 [ S,,S,1) 中 至 少 含有 一 个 完全 平方 数 的 充 要 条 件 是 
[ VS, ,VvV Sn+1) 中 至 少 含有 一 个 整数 . 

因此 ,要 证 本 题 , 只 需 证 明 对 每 个 n E N ,都 有 

VS - VS 之 1. 
这 等 价 于 VS 之 VS,+1, 
Si+ ktl 宇 ( VS, + 1), 


k+l 之 2 v S, + 1. 
因为 k+l kk, 之 2, 所 以 
S, 一 k, + k,l1 十 十 ki 
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名 (As + 2) 





k, +(R -2)+…+2 4 ,kk 是 偶数 时 ; 
< (有 + 1) 

+ (hb -2)+…+1= 一 7 一, 是 奇数 时 
二 


4 
于 是 得 +1 宕 2 VS,， 
kl 之 k,+2 守 2vVS,+1. 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 故 原 命题 得 证 . 
1* 141 证明: 有 无 穷 多 对 目 然 数 ,5 ,满足 : 
(1)a ,5( 均 用 十 进 制 表示 ) 位 数 相 同 ; 
(2)a,5 都 是 平方 数 ; 
(3) 将 5 写 在 a 后 面 ,产生 一 个 平方 数 . 
(例如 a = 16,6 = 81,1681 = 417) 
(德国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 令 a = (5x10"1 -1)?,b5 = (10" - 1, 则 a,b 都 是 2n 
位 数 , 并 朋 : 
(Sx 1071— 1) x10 + (10" -1)? 
= (5 x 10%"1) 一 (102 ~ 1) x 10** + (10*7 -~ 1»? 
= (5 x 10 1 -~ (10" 一 二 7) 
所 以 对 任意 n E N,a,5b 都 是 符合 要 求 的 数 对 . 
1. 142 是 否 存在 完全 平方 数 ,其 数字 和 为 1993? 
(第 3 届 中 国 澳门 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 


[ 解 ] 存在 .因为 - 
99…99 72 = 99…99 4 00…00 9， 
~ 一 一 人 一 一 人 一 
nn 个 9 n 个 9 nn 个 0 
而 当 1 = 220 时 ,完全 平方 数 
99...99 4 00…09 
. 220 个 9 220 人 0 
的 数字 和 为 1993. 


注 ”也 可 以 用 男 一 组 完全 平方 教 
33.…33 49 = 11:::1155:..55 6, 


nn 个 3 十 1 个 1 nn 个 5 
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党 太 


当 nn 二 331 时 ,完全 平方 数 


332 个 1 331 个 5 


的 数字 和 为 1993. 

1. 143 ”是 否 存 在 100 个 正 整 数 ,使 得 它们 的 和 与 它们 的 最 小 公 
倍数 相等 ? 

(世界 城市 际 数学 联赛 ,1995 年 ) 

[ 解 】 存在 . 

事实 上 ,我 们 可 取 以 下 102 个 数 : 

1 2, 22 23 267 
和 3,3.2,3 .23,3 .23，…,3，26. 

它们 的 和 为 

(2 ) 


2%3 1+3+3.2. 一 一- 3 .29， 
2 -1 


它们 的 最 小 公信 数 也 是 3 . 24 
再 把 这 102 个 数 中 的 4 和 8 换 成 12,16 和 32 换 成 48, 这 样 得 到 了 
100 个 数 . 显然 这 样 的 100 个 数 的 和 与 最 小 公 倍数 都 是 3 .267. 
1. 144 (1) 是 否 存在 4 个 不 同 的 自然 数 ,使 得 它们 中 任意 三 个 数 
之 和 是 素数 ? 
(2) $5 个 呢 ? | 
(世界 城市 际 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] (1) 存在 .如 1,3,7,9 四 个 数 就 符合 条 件 . 
(2) 不 存在 .因为 :任意 一 个 自然 数 用 3 除 所 得 余数 只 有 0,1,2, 三 
种 .对 于 任意 5 个 自然 数 ,分 别 用 3 除 ,如 果 所 得 的 余数 中 有 三 个 分 别 是 
0,1,2, 那 么 这 三 个 余数 所 对 应 的 三 个 原 数 的 和 是 3 的 倍数 ,不 是 素数 ; 
如 果 所 得 的 余数 至 多 有 2 种 ,那么 在 5 个 自然 数 中 至 少 有 3 个 数 对 应 同 
一 种 余数 ,这 3 个 数 的 和 是 3 的 倍数 ,不 是 素数 . 
所 以 ,满足 条 件 的 5 个 自然 数 不 存 在 . 
1. 145 一 个 六 位 数 的 首位 数字 是 5, 是 否 总 能 够 在 它 的 后 面 再 
添加 6 个 数字 ,使 得 所 得 的 十 二 位 数 恰 是 一 个 完全 平方 数 ? 
(世界 城市 际 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 答案 是 否定 的 . 
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事实 上 ,如 果 总 能 做 到 ,那么 ,以 S$ 为 首 的 10? 个 六 位 数 至 少 可 以 添 
加 成 10 个 12 位 完全 平方 数 7. 
另 一 方面 ,这 些 完全 平方 数 满足 
sx10li<n <6x10 
7x1G<n<8x10 
从 而 整数 ”的 个 数 小 于 105 ,矛盾 . 
因此 ,答案 是 否定 的 . 


第 5 节 因 式 


L242 4 Bt 
1.3:9+2.6.18+ 和 人 十 于 377，97 
(第 7 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 间 


[ 解 ] 因为 对 1 上 过 nn 有 数 
有 ,28 .4& = Bk’, | 


1. 146 化 简 ( 


k :3k.9k = 27k’. 
， T8424 +n3) 13 
2 
= 
1.147 化 简 
(2+1)(22+1)(24 + 1)(28 二 1) (2256 + 1). 
“(基辅 数学 奥林匹克 ,1948 年 ) 
[ 解 ]， 原 式 = (2-1)(2+1)(22+1)(24+1)…(226+1) 
= 2512 — 1. 
1.148 计算 v31Xx30x29x28+1. 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 于 
(n—i)n(n+1i)(n+2)+1 
= (n+n)(n:+n-2)+1 
= (n+n):—2(n*+n)+! 
= (n+n—1), 
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因此 , 令 上 式 中 ”= 29 即 得 
28 x 29x30x31+1= (29 +29— 1) = 86%, 
人 | 故 V31Tx30xX25x28+1 = 869. : 
笋 1. 149 “计算 下 式 的 值 
(104 + 324)(224 + 324)(344 + 324)(464 + 324)(S84 + 324) 
(44 + 324)(164 + 324)(284 + 324)(404 + 324)(524 + 324) 
(第 5 届 美 国 数学 洲 请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 因为 324 = 4x81=4x3 
所 以 ,本 题 中 分 子 , 分 母 的 各 因 式 均 为 z4 + 4y4 的 形式 .由 于 
r+4y 
= x +4r y+ 4yi ~ 4xr°y 
= (x +2y) - (2ry)? 
= (x +27ry+2y)(x ~ 2ry + 2y) 
= [(z+y) +y (ro y+ y], 
因此 
Zz4+324= [(z+3)+9][(xz -3)*+9], 


从 而 
厦 式 二 (7 +9)(13* 十 9)(19 + 9)(25* + 9)…(55? + 9)(61? + 9) 
(和 +9)(72 +9)(13 + 9)(19 + 9)…(492 + 9)(552 + 9) 
61?+9 
+9 
= 373. 
1. 150 ” 试 证 四 个 连续 自然 数 的 乘积 加 上 1 的 算术 平方 根 仍 为 


自然 数 . 





(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[证 ] 设 四 个 连续 自然 数 为 n -1,n,n +1,n+2(n 守 2), 则 有 
vn-l)a(nth)nrn+2)+1 = VV ni+2ni -rn 2n+1 
=vV (n+n-1) 
= n+n-1 
为 一 自然 数 . 
1. 151 ”证明 ;2% -1 能够 表示 成 比 224 大 的 六 个 整数 的 积 . 
(第 6 届 朝 鲜 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
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[ 解 ] 1992 =8x249 且 249x4=332x3 
71992 一 1 = (2249 )8 -1 
一 { (2249 )4 _ 11 {1 (2249 )4 十 1} 
一 (224? _ 1 ) (2249 十 1)1(229)2 + 1}1(2332)3 十 1} 
一 (2249 1)(229 十 1)1(249)? 十 2 x F249 + 一 
2250 | (2332 十 1)(2664 332 十 1) 
一 (2243 _ 1) (2249 十 1)(224? 二 1- 2125) (2 + 1] 十 
2123 ) (2332 十 1 ) (2664 332 十 1). 
显然 六 个 因 式 中 每 一 个 都 大 于 2 . 
1 . 152 ”试问 ,对 于 哪些 自然 数 n, 数 32"*! 一 22"11 - 6" 为 合 数 . 
(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 因为 32n+1 _ 22n+1 一 62 一 (3” 27)(3"+! 十 27+1), 
并 且 当 n> 1 时 ,有 3 一 2" > 1, 所 以 当 n > 1 时 , 原 数 为 合 数 ; 另 一 方 
面 , 当 n = 工时 ,该 数 等 于 13, 为 质数 ,因此 本 题 的 解 为 n > 1. 
1. 153 证明 : 当 nx 为 任意 自然 数 时 ,1978” -1 不 能 被 1000” 一 
1 整除 . z 
: (第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 如果 1978” ~ 工 能 被 1000” 一 1 = 4 整除 ,那么 
1978” — 1000” = 2™(989”™ — 500”) 
就 能 被 a 整除 . 又 因为 & 是 奇数 ,所 以 
989™ ~- S00™ 
能 被 d 整除 ,此 与 989” ~- $00”< a 矛盾 .于 是 原 命题 得 证 . 
1， 154 证明; 如 果 三 个 正 数 的 乘积 等 于 1, 而 且 这 些 数 的 和 严格 
大 于 它们 的 倒数 之 和 ,那么 这 三 个 数 之 中 正好 有 一 个 数 大 于 1. 
(第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 


[ 解 ] 设 zy, 二 为 所 求 的 数 , 由 已 知 条 件 得 





lolrlis 
移 项 并 作 恒 等 变形 得 到 
(x - Dy-D (二 -1)>0. 
由 此 看 出 ,左边 三 个 因 式 中 正好 有 一 个 因 式 是 正 的 .于 是 命题 得 证 
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n> 


1. 155 a,b 太 nn 是 固定 的 自然 数 , 且 对 任何 自然 数 &(k 尖 5b)， 
a 一 k" 能 被 。 -上 整除. 证明 a = 65". 
(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 因为 kr 一 6" = (k- bk lth b+ + 601), 所 Dp 
~ b" 被 & 一 5 整除 . 
于 是 对 任何 有 关 bb， (Ba) = a 一 br" 能 被 & -5 整 
除 . 由 上 的 任意 性 得 a = . 
1. 156 设 a 和 5b 是 两 个 奇 整数 , 试 证 :a “让 能 被 2" 整除 , 当 且 
仅 当 a 一 已 能 被 2" 整除 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1908 年 ) 
[证 ] 由 于 wa 妈 等 于 数 A = a?* 二 ab+ 656? 和 和 数 B= a 一 上 的 
乘积 ,因此 若 B 能 被 2* 整除 , 则 乘积 AB 也 能 被 2* 整除 . 
由 于 a 和 5 是 奇数 ,所 以 A = az+ ab + 如 也 是 奇数 ,因此 A 和 和 2” 
互 素 . 这 时 若 乘积 AB 能 被 2" 整除 ,可 推出 B = a -bb 能 被 2" 整除 . 
1， 157 证 明 不 存在 自然 数 n ,使 得 数 n+ 3n5 一 5n4-15n3+ 
4n” + 12n + 3 是 完全 平方 数 . 
(第 2 届 友 该 杯 国际 数学 竞赛 ， 1988 年 ) 
[ 解 ] ne + 3n3 ~— Snt~ 15n3+ 4n? + 1l2nt3 
n(nt+3)(nt— Sn?*+4)+3 
= n(n+3)(n’ -1)(n 一 4)+3 
= (nn—-2)n -Tn(n+1)(nt+2)(n +3)+3. 
因为 连续 两 个 自然 数 的 积 是 偶数 ,连续 五 个 自然 数 的 积 能 被 $ 整 
除 ,所 以 (n 一 2)(n 一 Dn(n +1)(n +2)(n +3) 能 被 10 整 除 , 即 原 式 
的 个 位 数 是 3, 而 完全 平方 数 的 个 位 数 只 能 是 0,1,4,5,6,9 中 的 一 个 
因此 所 给 的 表达 式 不 可 能 成 为 完全 平方 数 . 
1. 158 (1) 证 明 :10201 在 大 于 2 的 任何 底数 的 记 数 法 中 都 是 合 
数 . 
(2) 证 明 :10101 在 任何 底数 的 记 数 法 中 都 是 合 数 . 
(第 4 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[ 解 1 (1) 设 z 是 底数 ,如 果 x > 2, 那 么 就 有 
10201 = zx4+2xz2+1T 
= (x*+1). 


Hl 
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显然 是 合 数 . 
(2) 因为 10101 = xz4+x2+1 
= (x*+x+l)(r ~zr+1). 
并 且 上 式 右 端 两 个 因 式 都 大 于 1, 所 以 乘积 是 合 数 ， 
1. 159 ” 求 正 整数 对 ac ,5 ,使 之 满足 : 
(1)ab(a + 5) 不 被 7 整除 ; 
(2)(a+65) -ao 一 六 被 7 整除 . 
验证 你 的 答案 . 
(第 25 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 我 们 有 
‘(a+b6) -a -6b = 7ab(at+b)(a + ab + b*)’. 
由 (1) 和 (2) 知 应 有 了 |17ab(a+b)(a?+ab+ 56), 亦 即 1a?+ab 
+ b*. 
下 面 我 们 来 求 满足 
(a+p)2-ap=az+apf+pb =73=343 QD 
的 正 整数 对 a ,6. 


由 于 0 < ab 之 二 (a + 5)?, 于 是 由 可 得 估计 式 


343 委 (a + 5) 志 457. 
解 得 19 过 a+5b 志 21. 
令 a+b= 19, 由 中 得 a6b = 18, 联 立 解 得 a = 18,2 = 1, 容 易 验 
证 ,这 是 一 对 满足 (1) 和 (2) 的 正 整 数 . 
1. 160 设 p 与 g 为 自然 数 ,满足 


plol 
gl -2+3. 1318 ”1319° 
求证 p 可 被 1979 整除 . 
(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
、 p_i 
[证 】 =1- 了 了 了 +3 1318 ”1319 


1 


( Ee 
1319 2 4 1318 


+ 
二 (+ (+ 
2 1319 2 659 
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-+ 
\660 1319 661 1318 . \989 990 


= 1979x (ot 1 + 
660 x 1319 661 x 1318 989 x 990 





Se 冰 六 


所 以 ,1319! x 了 可 被 1979 整除 ,从 而 1319! x p 可 被 1979 整除 .可 以 


验证 ,1979 是 一 个 素数 , 故 1319! 不 能 被 1979 整除 ,所 以 p 可 被 1979 整 
除 . 
1. 161 已 知 &,m,n 是 正 整 数 ,m +k+1 是 大 于 n+1 的 素数 ， 
记 人， 一 s(s + 1) ,求证 : 
(Crl 和 Ci ) (C+2 一 CE) Crn 一 Cy ) 能 被 C1C2 Co, 整除 . 
(第 9 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 者 乘 积 
(Cri 一 Ce) (Cs2 Ce) (Crn 一 Cx) ‘0h 
等 于 0, 则 结论 显然 成 立 . 
大 乘积 中 不 等 于 0, 所 有 因 了 于 必定 同 导 ,不 妨 假 定 所 有 因子 都 是 正 
数 . 
因为 Cs = S(S + 1), 所 以 
C,—-C,= p(p+1)- qa(g+1) 
= (p-q (ptaq+1) 
于 是 乘积 四 化 为 
(Cn+i — Ce) (C+2 一 Cia) (Cntrn 一 Ci) 
= (m+1—-k)(m+t+litkt+l)(m+2— km+2+k+1).(m 
+ nk)-…(m+n+i+k+1) 
= [(m -k+lm—k+2)(m—k+n)]):[(m+k+2)(m 
+k+3).(m+k+1lt+n)| 
_ (m+n~k)! (m+k+1l+n)! 
(mC— k)! (m+k+t+1) 
由 于 CCC = 212 +1)1 所 以 
(Cantl — Ca) Cnt2 一 Ch) 六 (Co 一 Ce) 
CI1CpC 
《mm 十 7 一 AL (m+k+l+n)! 
(1m — k)In! (m+k+1l)(n+1)! 
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(m+k+1l+n) 
(mtk+ i)(nt1)! 
1 


= Corn" Ca Er 

因为 C,,, 是 整数 ,所 以 我 们 只 要 证 明 : 当 M 十 上 + 是 大 于 7 + 
1 的 素数 时 ,Coil 能 被 x + 有 + 1 整除 就 可 以 了 . 

事实 上 ,在 (m+ n+k+1)! 中 ,wm + 上 + 1 就 是 它 的 一 个 因子 ,而 
m +&+1 是 大 于 n+ 1 的 素数 , 则 在 (n+ 1)! 及 (rm t+ 此)! 中 均 不 含有 
1 十 到 十 1] 这 个 因子 ,所 以 当 (m + n+ 十 1) 1 被 (n+ 1)1(m 十 天 )1 除 
时 ,不 可 能 约 掉 pi + 有 +1, 因 而 C4411 能 被 m ++ 1 整除 .于 是 当 
乘积 @ 的 各 因子 都 是 正 数 时 ,乘积 能 被 C1C2…C, 整除 

同样 可 以 证 明 , 当 乘 积 @ 的 各 因子 都 是 负数 时 , 乘积 @ 能 被 
CC 整除 . 

1. 162 (了) 确定 所 有 的 正 整数 n ,使 得 2” - 1 能 被 7 整除 

(2) 证 明 : 对 于 所 有 的 正 整数 ,2”+ 1 不 能 被 7 整除. 

(第 6 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[ 解 ] (1) 如 果 nn 是 3 的 倍数 ,那么 ,我 们 可 以 设 w = 3k(k 是 正 整 

数 )， 


_ CY 。 
一 7 十 0 一 起 


27—-1=2%*-1 
= 8*—1 
= (8— 1)(8*-!l+ 8 +. +1), 
所 以 2” ~- 1 能 被 7 整除 . 
如 果 不 是 3 的 倍数 ,那么 可 设 = 3k+1,n = 3k + 2(k 为 非 负 
整数 ). 
当 ”=3&+1 时， 
2? 一 1 =2344+ 一 1 
=2. 2 一 
=2.8-1 
= 2(7 + 1)*—1. 
由 于 (7 + 1)* 被 7 除 时 余数 为 1,2(7 + 1)* 被 7 除 的 余数 为 2,2(7 
+ 1)* 一 1 被 7 除 的 余数 为 1, 于 是 2" -1 被 7 除 余 1 
当 nn = 3&+2 时 ， 
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3 当 坟 


2" -1 


=4:.8 -1 
=4.(7+1)-1. z 
由 于 4. (7+ 1)* 被 7 除 余 4, 因 此 4 (7+ DD* 一 1 被 7 除 余 3,2” 
-1 被 7 除 余 3. 


综 上 所 述 , 当 和 且 仪 当 n 是 3 的 倍数 时 ,2”-- 1 能 被 7 整除 . 

(2) 由 (1) 可 知 , 当 n = 3k,3k +1,3k + 2 时 ,2* 被 7 除 的 余数 依 
次 是 1,2,4. 因 此 2” + 1 被 7 除 的 余数 依次 为 2,3,5, 这 就 是 说 ,对 任意 
正 整 数 n ,2” + 1 总 不 能 被 7 整除 . 

1. 163 ”整数 A 与 B 的 最 后 个 数字 是 相同 的 ,证 明 : 数 A” 与 
B"(n 为 自然 数 ) 的 最 后 个 数字 也 相同 . 

: (基辅 数学 奥林匹克 ,1940 年 ) 

[证 ] 因为 A"”- 民 " 

一 (A B)(A"! 二 A"<B 十 .十 AB”™ 十 B”-1), 
但 A -BB 的 最 后 & 个 数字 相同 , 即 A -- B 能 被 10* 整除 .所 以 A” 一 BB" 
也 能 被 10* 整除 .也 就 是 说 A” 与 B"(n 为 自然 数 ) 的 最 后 个 数字 也 相 
同 . 

1. 164 ”纯粹 十 进 制 循 环 小 数 是 指 小 数 0.a1…a, 它 从 小 数 点 后 
开始 出 现 重复 的 大 个 数字 .例如 :0.243243243… = 5 混合 循环 小 数 
0.51…bwal… al 是 指 最 终 出 现 循环 ,但 不 能 化 为 一 个 纯粹 循环 小 数 . 
, 1 
例如 :0.011363636:… = ge 

如 果 一 个 混合 循环 小 数 表示 成 既 约 分 数 -二 ,求证 :分 母 g 必 可 被 2 
或 5 整除 ,或 同时 被 它们 整除 . 

(第 17 届 美国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 不 妨 设 我 们 已 将 循环 节 尽 可 能 地 左 移 , 因而 在 0.651…6， 
at 中 ,mm 之 1 , 且 b,, 天 ck 


由 已 知 ,这 个 循环 小 数 等 于 分 数 二 ,因此 
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2 加 (10 ~ 1) breh,, ‘pnt a 
(10 ~ 1) . 107 


"OS 


整理 得 
2 104 + brib 二 (ap — bl bm 
10”™(10* - 1) 
上 式 右边 分 母 中 含有 因数 10, 而 上 式 右 边 分 子 中 ,由 于 w 关 总 ,因此 
分 子 不 能 被 10 整除 , 即 分 子 不 能 同时 被 2 和 5 整除 . 
如 果 上 式 右边 分 子 中 , 既 不 含 因数 2 也 不 含 因数 5, 那么 g 可 同时 
被 2 和 5 整除 . 
如 果 上 式 有 边 分 子 中 , 含 因数 2 但 不 含 因 数 5, 那 么 g 可 被 5 整除 . 
如 果 上 式 右 边 分 子 中 , 含 因数 5 但 不 含 因数 2, 那 么 g 可 被 2 整除 . 


综 上 所 述 ,任何 情况 下 , 原 命题 都 成 立 . 第 
1. 165 已 知 mn 是 任意 的 非 负 整数 ,证 明 若 规定 0 = 1, 则 
章 
(2m){(2n)1 教 
一 一 一 一 一 一 ~ 是 整数 . 


minl(m+n)! 
(第 14 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
“ [证]】 (把 m 看 做 常数 ,对 n 进行 归纳 ) 





nn 二 0 时 , 原 式 = 2 Cy, 是 正 整数 ,其 中 x 是 非 负 整数 ， 
设 当 nn 二 上 时 命题 成 立 ， 即 
(2m)!1(2k)! 


miki(m + k){ 
是 正 整 数 , 其 中 wm 是 任意 非 负 整数 . 
则 当 w = 有 +1 时 ， 
(2m)!1(2k + 2)1 
ml(k+1)i(m+k+1)! 





(2m)!1(2k)! (2k + 1)(2k + 2) 
mlk!l(m +&k)! | (R+1)( 十 天 十 1 
(2»1)1(2k)!. 4& 十 2 
mlk!l(m 十 有 )1 m+k+1l 

_ QQm)!(22)! 4(m+k+1)- (4m +2) 
~ mlk!(m + k)! 2 十 到 十 ] 


(2zz )1(2k)! | mam + | 
mlgkl(m + k)! (m+1l)(m+k+1) 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 123 





大 


数 . 


. (2m)1(2k)1! (2m + 2)!(2k)1 
mikt(m+R)! Cm+1)igl(m + kt+1)! 


根据 归纳 假设 ,上 面 两 项 都 是 正 整数 , 故 


(2m)1(2k + 2)! 
ml(k+1)!l(m +k+1)! 
也 是 正 整 数 ,其 中 mx 是 任意 非 负 整数 . 
根据 数学 归纳 原理 , 原 命 题 成 立 . 
1: 166 ”证明 :对 每 一 个 x, 数 11…12 1i…1 是 合 数 . 


x 个 万 个 


(第 13 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 11…12 11.…1 
个 个 


一 Tht 00:…:0 十 Jp 
n+i 个 个 “+1 个 


= 11*…1(10" + 1). 


nn 二 1 个 


对 于 n 之 1 的 自然 数 , 上 述 两 个 因数 均 大 于 1, 因此 所 给 的 数 是 合 


1. 167 ” 求 出 一 切 这 样 的 三 位 数 abc, 它 的 平方 的 最 末 三 位 数 也 
是 atbc. 
(第 13 届 全 俄 中 学 生 数 学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 满足 要 求 的 三 位 数 为 A, 则 A? 一 A = A(A 一 1) 被 1000 
= 8' 125 整除 ,因为 A 与 A ~ 1 互 素 ,所 以 只 能 是 125 整除 4 且 8 整 
除 A -1, 或 者 125 整除 A ~1 且 8 整除 A. 容易 验证 满足 题目 要 求 的 三 
位 数 只 有 376 或 625. 
1 168 证 明 : 在 形 如 2" + w*(n € N) 的 数 中 有 无 穷 多 个 数 是 
100 的 倍数 . 
(第 12 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 A,= 2”+n?. 
“ 当 为 偶数 时 , 即 = 2m,m EN 时 ， 
4 = Azm = 2™ + (2m)? = 4(4” 1 + m?) 


”能 被 4 整除 . 设 B,, = 4”1i+m’,(m EN),m = 25k+1,k 为 非 负 整 


数 ,/ = 0,1,2,…,24. 则 
B,. 一 Bosp+i 一 4 和 5 全 全 1 十 (25k + 1)* 
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= (425 .4 和 人 1+ 12) + 25(25k? + 2k!) 
因为 ” 40 = 1048576,76 x 76 = 5776， 
76 x 16 = 1216. 
所 以 , 当 ? = 3,k = 2p,p EN 时 ,25142*.471+ 0, 即 n = 2 
= 100p + 6 时 ,100 | A,. 
于 是 命题 得 证 . 
1. 169 ”确定 所 有 的 正 整 数 三 数组 (a ,5,c), 使 得 a* =22+c 且 
a .bc 中 仅 有 一 个 是 奇数 . 
(第 27 届 荷 兰 数学 竟 赛 ) 
[ 解 ] 由 a = 22+ci 知 22 = (a -cc )(a + ce). 
因为 2 是 偶数 ,a ~ c 和 a + c? 的 奇偶 性 相同 ,所 以 ,a 一 和 a 
+ c? 是 偶数 ， 个 琴 冯 
a — c= 2*, OQ 
~ at+c’ = 2ttm. 人 
这 里 ,& 和 mm 均 是 正 整数 ,由 四 ,四 知 ,a,c 的 奇偶 性 相同 ,如果 a,c 都 
是 奇数 ,与 题 设 条 件 不 符 , 因 此 a,c 都 是 偶数 . 
由 四 - 申 得 ,2c = 2™+k 2k = 24(2m 一 1)， 
即 c= 247i(2”% 1), 
因为 上 式 左 端 是 完全 平方 数 ,2” -1 是 奇数 ,所 以 2” - 1 也 必须 是 完全 
平方 数 , 设 | 
27—-1= (21:-1),t:E€EN. 
则 2 i= 217~21:+1 
此 式 仅 当 和 2 = 1 时 成 立 , 所 以 
c = 24 15c = 2 汪 . 
C 是 自然 数 , 且 是 偶数 , 故 是 大 于 2 的 奇数 . 令 和 一 =, 这 里 
为 正 整 数 ,再 由 @ 式 


a = 2+c2= 22n+1 + 227 一 3 ，227 ， 
所 以 22 一 (3 > 227 )? _ J4n 
= 9， 24n _ D4n 一 D4P+3 
(a,b,c) = (3.2",4n + 3,2") 
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其 中 为 正 整 数 ,有 旦 只 有 65 为 奇数 . 
1. 170 证明: 对 每 个 自然 数 n,13 : (50)”+17.40” 一 30 上 总 
能 被 1989 整除 . 
(第 15 届 全 俄 中 学 生 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 记 了 (nn) = 13.: (~ 50)”+ 17.40”- 30. 
g(n) = fnt+ 1) -fn). 则 
g(n) = (~ 1)"i.13.50".51+17.40"*.39 
= 3x13x17x10"[(— 1)**!. 5”+4"] 
因为 f(1) = 0, 且 当 ? 之 2 时 有 Fa) = Fi)+gC +g(2)+， 
g(n 一 1), 所 以 ,只 舌 证 明 当 nn 守 1 时 ,g(n) 能 被 1989 整除 即 可 . 
由 g(n) 分 解 式 推 得 ,g(n) 能 被 3. 13. 17 整除 ,而 1989 = 9.13 
17. 因 此 剩 下 的 问题 是 ,证 明 当 之 1 时 ,h(n) = (~1)”"*!.5”+4” 
能 被 3 整除 .重复 上 述 方法 , 设 pln)}= h(n+1)— -h(n)=s(-— 1)”*? 
“5”.6+4”"，3, 由 p(n) 能 被 3 整除 以 及 有 (1) = 9 能 被 3 整除 可 得 ， 
h(n) = 有 h(1)+ p(1)+ p(2)+… + p(n 一 1) 能 被 3 整除 .于 是 原 命 
题 得 证 . 
1.171 设 n 之 5 且 为 整数 ,将 分 成 4 个 正 整数 即 y= n+ n> 
+ n3+ na 且 (i,j,p,9) 为 (1,2,3,4) 的 一 切 排列 ,证 明 : 当 上 且 仅 当 zzz 
天 nn 时 ,n 为 素数 . : 
(新 加 坡 数 学 竞赛 ,1989 年 ) 
[证 ] 车 ”不 为 素数 , 则 我 们 可 设 
n=(at+l1)(b+1) = abp+atp+i+l, 
这 里 的 a 和 2 是 正 整 数 ,这 样 给 出 了 符合 要 求 的 的 一 种 分 法 ,但 a .8 
= abp， 1, 才 盾 . 
ni 13 


相反 , 设 n = 1 十 7 十 173 十 14 且 了 112 三 n3n4, 设 一 二 一 二 
na 12 


六 
PR 为 互 质 的 正 整数 ), 则 nl = hr,nz = ks,n3 = hs,na = kr, 于 


是 
n= hr+ksi+hs+kr= (ht+k)(r+t+s) 
这 样 说 明 不 是 素数 . 
1. 172 有 多少 个 正 整 数 对 x,y,x < y, 使 得 (x,y) = 51 且 fz， 
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y] = 501! 成 立 ? 
(第 29 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[ 解 】 设 pi,p;,，… ,pw 表示 按 递增 次 序 从 7 到 47 的 12 个 素数 . 
则 我 们 记 
51=23.3.5. PI. PPY, 
501 = 2% . 3% + 5%3 ，Pil 。 PP 
因为 x 1 501,y 1 501, 所 以 x,y 有 以 下 形式 
过 二 20 322 .993 Pra... P's, 
250 ,3% 53 ，PI4 .+ Ps. 
其 中 mrxaxr(n;,m;) 等 于 501 的 分 解 式 中 第 i 个 素数 的 宪 指 数 , min(n;， 
m1;) 等 于 51 的 分 解 式 中 第 i 个 素数 的 寡 指 数 . 
由 于 素数 2,3,5, Pl,…, Pi 的 宕 指数 在 5! 中 和 在 50! 中 是 不 同 
的 ,所 以 对 x 有 2” 种 选择 .又 由 于 符合 条 件 x < y 的 选择 种 数 等 于 符 
合 条 件 y < x 的 选择 种 数 ,因此 ,符合 题 设 条 件 的 正 整 数 对 zx,y 共有 


2 _ on 
7 (种 ). 


第 6 节 ”变换 


1.173 设 有 2” 个 球 分 成 了 许多 堆 . 我 们 可 以 任意 选 甲 、. 乙 两 堆 
来 按照 以 下 规则 挪动 : 若 甲 堆 的 球 数 p 不 少 于 乙 堆 的 球 数 g, 则 从 甲 堆 
拿 g 个 球 放 到 乙 堆 里 去 ,这 样 算是 挪动 一 次 . 试 证 :可 以 经 过 有 限 次 挪 
动 把 所 有 球 合并 成 一 堆 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 ] 用 数学 归纳 法 进行 证 明 . 

n = 工时 ,共有 两 个 球 . 若 只 有 一 扒 , 则 不 必 挪 动 ; 若 分 为 两 堆 ,每 
堆 一 个 , 则 挪动 一 次 就 并 成 一 堆 了 . 

设 2* 个 球 分 成 许多 堆 之 后 按 规则 能 并 成 一 堆 . 现 在 来 证 2:1+! 个 球 
分 堆 之 后 也 能 按照 规则 并 成 一 堆 . 

一 般 地 说 ,2**'! 个 球 所 分 各 堆 的 球 数 或 是 奇数 或 是 偶数 .可 以 肯定 
奇数 个 球 的 堆 数 必 是 偶数 (否则 总 球 数 是 奇数 与 题 设 不 合 ). 因此 我 们 
可 以 把 它们 (奇数 个 球 的 许多 堆 ) 两 两 配合 ,在 每 两 堆 之 间 挪 动 一 次 ， 
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党 区 六 


使 得 各 堆 的 球 数 都 是 偶数 .这 时 总 堆 数 只 能 比 原来 的 少 ,而 不 能 比 原来 
的 多 ,而 且 每 堆 中 都 是 偶数 个 球 ,现在 把 每 堆 中 每 两 个 小 球 “ 粘 ”在 一 
起 看 作 是 一 个 大 球 , 这 样 就 把 24+! 个 小 球 变 成 2 个 大 球 了 ,根据 归纳 
假设 ,这 2" 个 大 球 总 能 按照 规则 并 成 一 堆 , 并 成 一 堆 后 再 把 每 个 太 球 
拆 成 两 个 小 球 ,就 是 2"*+! 个 球 并 成 一 堆 了 . 

根据 数学 归纳 原理 ,命题 得 证 . z 

1. 174 黑板 上 写 着 数 1 和 2, 现 允 许 按 如 下 规则 写 出 新 的 数 : 
如 果 黑 板 上 已 写 有 数 a 和 0 , 则 可 写 上 数 ab + a + 5. 试问 能 否 按 这 样 的 
法 则 得 到 数 : 

(1) 13121; . 
(2) 12131? 
(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 用 C 表示 新 写 的 数 ab5 +a+ 5. 那么 c+1 一 ab tat+bt+t 
1 = (a + 1)(b + 1). 就 是 说 ,如 果 不 去 考察 黑板 上 已 写 的 数 ,而 去 考察 
比 所 写 数 大 1 的 数 ,那么 每 一 个 新 写 的 数 就 等 于 两 个 已 有 数 的 积 . 因为 
我 们 是 从 数 2,3 开始 的 ,那么 在 若干 次 乘积 之 后 就 得 到 形 为 2*. 3” 的 
数 ,其 中 1、m 为 自然 数 ,显然 , 那 种 形式 的 所 有 数 都 能 得 到 .就 是 说 ,在 
原来 的 情形 中 只 能 得 到 形 为 2”. 3”- 1 的 数 ， 

因为 数 13121 是 这 样 的 数 , 而 12131 不 是 . 所 以 我 们 可 以 得 到 数 
13121, 但 不 可 能 得 到 12131. 

1. 175 在 一 个 = xz 的 方 格 表 的 每 一 格 中 都 填 有 一 个 实数 , 且 
每 一 行 .每 一 列 数 的 和 都 等 于 0. 现 允 许 在 表 中 进行 如 下 的 运算 ; 任 取 
一 行 数 ,将 其 逐个 加 到 某 一 列 数 上 去 ( 即 该 行 的 第 一 个 数 加 到 该 列 的 第 
一 个 数 上 去 ,将 第 二 个 数 加 到 第 二 个 数 上 去 ,如 此 等 等 ; 对 行 中 的 数 自 
左 至 右 编 号 ,对 列 中 的 数 自 上 至 下 编号 ) ,并 且 从 另 一 列 数 中 逐个 减 去 
该 行 数 .证 明 : 可 以 经 过 有 限 次 的 这 种 运算 ,将 表 中 的 所 有 数 都 变 为 0. 

(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 把 表格 的 行 自 上 而 下 编号 .把 烈 自 左 向 右 编 导 . 用 Oi,k 表 
示 将 第 i 行 加 到 第 7 列 以 及 从 第 & 列 减 去 第 ; 行 的 运算 . 

当 我 们 对 该 表格 依次 进行 运算 : 

Oi 1 , O42, , OWL) 
之 后 ,表格 中 对 角 线 上 的 所 有 元 素 ( 除 在 第 行 第 n 列 上 的 一 个 元 素 
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外 ) 都 等 于 0, 我 们 来 考察 运算 序列 

DO 
不 难 验证 ,再 对 上 面 所 得 的 表格 进行 这 些 运算 后 就 得 到 新 表格 :位 于 第 
i 行 和 第 j 列 交点 上 的 数 等 于 0, 而 不 在 第 x 行 和 第 * 列 中 的 其 余 所 有 
数 都 不 变化 ， 

依次 对 所 有 i = 1,2,…,n 一 1,7 = 1,2,…,n 一 1 应 用 上 述 运算 序 
列 后 ,我 们 就 得 到 这 样 一 张 表格 ,在 其 中 异 于 0 的 数 只 可 能 在 最 后 一 行 
或 最 后 一 列 . 又 因为 在 任何 行 中 及 任何 列 中 数 之 和 等 于 0( 此 性 质 在 运 
” 算 过 程 中 保持 不 变 ), 所 以 在 最 后 一 行 和 最 后 一 列 中 的 数 也 都 是 0. 从- 
而 本 题 得 证 . 

1. 176 ”3 架 自动 机 在 卡片 上 打印 自然 数 数 对 . 自动 机 按 以 下 方 
式 工作 :第 一 架 自 动机 读 完 卡片 (a;5) 后 输出 新 的 卡片 (a + 1;6 + 1)， 第 
第 二 架 自动 机 读 完 卡片 (a,5) 后 输出 新 卡片 ( 全; 立 )( 仅 当 a,5 为 偶 | 如 
数 时 它 才 工作 ), 第 三 架 自 动机 每 次 读 两 张 卡片 (a ;5) 和 (65;c), 输 出 的 
新 片 是 (a;c). 此 外 ,自动 机 能 退回 所 有 读 过 的 卡片 . : 

假设 有 一 张 初始 卡片 (5;19), 问 :能 否 利用 任何 类 型 的 自动 机 来 得 
到 卡片 

(1)(1;50)? 

(2)(1;100)? 

(3) 假设 有 初始 卡片 (a;65),a < 5, 而 我 们 想得到 卡片 (1;n). 间 : 
n 取 何 值 时 能 做 到 这 一 点 ? 

(第 12 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[ 解 】 (1) 可 以 得 到 (1;50). 方 法 如 下 . 

(5;19)—(6;20) ($310) CO (3;17) 





(4;18)—>(2;9)—>…—>(9;16)->(2;16)—(1;8)—…—(8;15) -> 
L_ 





(1;15) 一 (8;22) 一 (122) ~ (8;29) -> (1;29) 一 … -> (1;50) 

(2) 不 可 能 得 到 (1;100). 

因为 在 任何 运算 中 ,卡片 上 的 数 之 差 都 能 被 7 整除 ,但 100 -1 = 
99 不 能 被 7 整除 ,所 以 不 可 能 得 到 (1;100). 

(3) 设 a 为 b 一 a 的 最 大 的 奇 因数 ,那么 仅 当 nn = 1+ dk(k 为 某 
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个 自然 数 ) 时 ,从 卡片 (a;5) 可 以 得 到 卡片 (1; 7 ). 
事实 上 ,这 个 条 件 的 必要 性 是 显然 的 (其 证 明 与 (2) 的 证 明 类 似 ). 
现在 只 要 证 明 , 从 (a;6) 可 以 得 到 (1;1 + qd). 如 果 a< 和 2 的 奇偶 性 相 


同 ,那么 将 完成 以 下 运算 :(aib) 一 (名 ;也 ) 或 者 (2; ); 它 


给 出 了 其 差 缩小 六 的 两 个 数 ,反复 施行 这 种 运算 ,可 使 其 差 缩小 为 4 
接着 再 利用 第 一 架 自 动机 可 得 (a;a + d), 然 后 再 进行 以 下 一 系列 运 
算 : : 

(a;sa + d)—> (a+d;a+2d)— (a;a + 24d) 


Q 十 ! ‘a+l 1 
一 (全 全 +4 ) 或 者 (2 2 + 4 
它 给 出 了 其 差 相等 的 两 个 数 ， 然而 当 a > 1 时 数 变 小 了 .重复 这 一 系列 
运算 ,如 同 (1) 的 例子 那样 ,能 得 到 (1;1 + 4d). 
1. 177 在 黑板 上 写 着 若干 个 0 .1.2, 可 以 擦 去 其 中 两 个 不 相等 
的 数字 ,并 代 之 以 一 个 与 擦 去 的 数字 不 相同 的 数字 (例如 ,用 2 代替 0 和 
1, 用 0 代替 1 和 2, 用 1 代替 0 和 2). 证 明 : 如 果 经 过 若干 步 这 样 的 运算 
后 在 黑板 上 还 有 一 个 数 ,那么 这 个 数 与 擦 去 数字 的 先后 次 序 无 关 . 
(第 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 设 在 黑板 上 写 着 P 个 0,g 个 1,r 个 2. 每 一 步 之 后 所 有 三 个 
数 p、g 和 r 都 增加 或 减少 1, 因而 p、g ,> 的 奇偶 性 随 着 改变 . 当 在 黑板 
上 只 剩 下 一 个 数 时 ,zz 、.g 和 ;中 的 一 个 变 为 1， 男 外 两 个 变 为 0, 所 以 ,起 
初 这 些 数 中 恰 有 一 个 数 的 奇偶 性 异 于 另外 两 个 数 的 奇偶 性 . 正 是 这 个 
数 所 对 应 的 数字 仍 在 黑板 上 , 它 与 擦 去 数字 的 先后 次 序 无 关 ， 
1. 178 求 具 有 以 下 性 质 的 一 切 三 位 数 A ;用 A 的 数字 的 各 种 重 
排 所 得 到 的 一 切 数 的 算术 平均 值 仍 等 于 A. 
(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 设 atc 为 所 求 之 数 , 则 由 题 意 可 得 
abc + acb + bac + bea + cab + cha = 6 abre, 
Bp 222(a + b+e) = 6(100a + 10b + c), 
化 简 得 Ta = 36 + 4c. 
7(a ~ 6b) = 4(c -6b). 
由 此 ,或 者 a = 5 = c; 或 者 a -8 = 4,c -b= 7( 那 么 0 过 5b 过 
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2); 或 者 -ae = 4,65 一 c= 7( 那 么 7 志 b 志 9)， 
 。， 改 满 足 条 件 的 数 共 有 15 个 ,它们 是 

111,222,.… ,999,407,518,629,370,481,592. 

1. 179 在 一 个 圆 上 写 了 若干 个 数 . 如 果 对 于 某 4 个 依次 相 邻 的 
数 a.b5、cd 有 (a 一 d)(b 一 c) < 之 0, 那 么 5 和 和 c 就 可 以 互 换 位 置 .证 明 : 
那样 的 运算 只 能 进行 有 限 次 ， 

z (第 5 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ， 1971 年 ) 

[证 ] 如 果 (a 一 dg)(6 一 c) < 之 0, 那么 

abt+ecd < ac+ bd, 

因此 ab+bc+cd<act+cbt+ bd. 


这 就 是 说 ,5,c 互 换 位 置 后 , 相 邻 数 的 两 两 乘积 之 和 < 随 着 增 大 .但 


是 和 s 只 能 取 有 限 个 不 同 的 数 信 ,因此 ,此 类 运算 只 能 进行 有 限 次 . 

1* 180 ”在 每 张 卡片 上 各 写 着 从 11111 到 99999 的 五 位 数 ,然后 
把 这 些 卡 片 按 任意 顺序 摆 成 一 排 ,证 明 : 所 得 到 的 444445 位 数 不 可 能 
是 2 的 磊 . 

” (第 4 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[证 ] 我 们 证 明 所 得 到 的 任何 一 个 444445 位 数 都 能 被 11111 整 
除 .因此 它 不 可 能 是 2 的 寡 . 

105 = 9 x 11111 + 1, 

所 以 ,105 在 除 以 11111 时 有 余数 1. 

因为 所 得 到 的 任何 一 个 数 S 都 可 写成 

= 11111 x (105) + 11112 ， (00 六 -… 二 99999 ， 

(10” )4sssss 的 形式 ,其 中 | ,k,，,… ,kgegg9 是 0,1,… ,88888 的 一 个 排列 ， 
所 以 S 除 以 11111 的 余数 与 卡片 上 所 有 数 的 和 除 以 L1111 的 余数 相等 

然而 卡片 上 所 有 数 的 和 等 于 


11111 > 59999 x 88889. 


亡 能 被 11111 整除 ,从 而 S 能 被 11111 整除 ,于 是 命题 得 证 . 
1 181 把 一 个 十 七 位 数 的 所 有 数字 按 相反 次 序 写 出 而 得 到 一 
个 新 数 , 再 把 这 个 数 与 原 数 相 加 .证 明 : 所 得 和 中 至 少 有 一 个 数字 是 个 
数 . / 
(第 4 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
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[证 ] 假设 和 中 每 一 个 数 都 是 奇数 ,我 们 把 两 个 数 中 的 一 个 写 在 
另 一 个 下 面 (数位 对 齐 ) ,并 把 它们 相应 的 数位 上 的 数字 加 起 来 ,因为 和 
的 末 位 数字 为 奇数 ,所 以 把 首位 数字 相 加 后 也 得 到 奇数 和 ,因此 在 相 加 
时 ,1 不 能 由 前 1 数位 进 到 这 一 数位 .这 就 是 说 ,在 第 二 个 数位 上 的 数字 
和 小 于 10, 因 此 在 倒数 第 二 个 数位 上 数字 和 也 小 于 10. 

显然 仅 当 第 二 个 数位 上 的 数字 和 等 于 9 而 第 一 个 数位 上 的 数字 和 
大 于 10 时 才 可 能 进 1, 但 那 时 在 和 的 第 二 数位 上 的 数字 将 是 0. 此 与 “和 
的 每 一 数位 上 都 是 奇数 ”矛盾 ,所 以 从 第 二 个 数位 到 第 三 个 数位 不 能 
进 1. 

现在 我 们 去 掉 已 知 数 的 最 后 两 个 数字 以 及 开始 的 两 个 数字 ,并 对 
所 得 的 13 位 数 作 类 似 的 推理 .然后 对 9 位 数 、 最 后 对 5 位 数 作 类 似 的 推 
理 , 我 们 得 到 1 不 能 从 和 的 前 一 数位 进 到 居中 的 数位 ,而 因为 在 两 个 数 
居中 的 数位 上 的 数字 相同 ,因此 和 的 居中 数位 上 的 数字 是 偶数 . 

此 与 我 们 所 作 的 假设 矛盾 . 故 原 命题 成 立 . 

1. 182 ”对 1 至 1000000000, 求 每 一 一 数 的 各 位 数字 之 和 ; 再 对 
所 得 的 10 亿 个 数 , 求 每 一 个 数 的 各 位 数字 之 和 ,… ,直到 得 到 10 人 个 一 
位 数 为 止 . 问 : 所 得 的 数 中 1 多 还 是 2 多 ? | 
(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 

[ 解 ] 1 比 2 多 1 个 . 

事实 上 ,任何 一 个 数 与 它 的 数字 和 在 被 9 时 者 有 相同 的 人 ,I 因 
此 ,在 这 个 题 中 ,1 由 那些 被 9 除 时 余数 为 1 的 数 :1,10719,28,… 
999999991 ,1000000000 得 到 , 而 2 由 余数 为 2 的 数 :2,11,20,29,: 
999999992 得 到 . 因为 余数 为 1 的 数 比 余数 为 2 的 数 多 1 个 .所 以 结果 所 
得 的 1 比 2 多 1 个 . 

1. 183 ”给 定 任意 一 组 ”个 整数 cl ,a,,…,a,, 由 它 可 得 到 新 的 
一 组 : 
dal + a a2+ Qa3 Qn-t tt Aan CI 二 An 
2 ”2 2 2 ;| 
由 这 一 组 按照 同一 规则 又 可 得 到 新 的 一 组 …… 证 明 :如 果 所 得 数 都 是 





整数 , 则 所 有 初始 数 都 相等 或 者 都 隔 位 相等 . 


(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ， 1964 年 ) 
[证 ] 如 果 ?个 初始 数 不 全 相等 ,那么 nn 步 之 后 这 组 数 中 的 最 大 
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数 一 定 要 减 小 ,而 最 小 数 要 增 大 . 
由 于 每 一 步 所 得 的 最 大 数 和 最 小 数 都 是 整数 , 因此 经 过 有 限 步 一 
定 能 得 到 一 组 相等 的 数 (a ,a ,… ,a). 
假设 由 一 组 不 全 相等 的 数 zl 、z，,…,z, 首先 得 到 一 组 相同 的 数 
Zi 十 之 2 Z2 十 Zz3 Zn-] 十 Sn Zn 十 Zl 
z 一 “一 一 -一 .一 2 一 本 
那么 数 = 隔 一 个 就 相等 . 当 ”为 奇数 时 ,这 是 不 可 能 的 . 故 ”为 偶数 . 


设 之 21-1 = R27 一 p(1 1 之 各 ), 如 果 数 组 1 2 Tp 是 由 
数组 VI YI Vn 直接 得 到 的 ， 于 是 ,我 们 有 


Hy B14 Yn- Yn 
2 2 2 
HY M+tys yy, 
2 2 2 


由 四 得 y+ytt+%= 方 ， 


由 眉 得 yp+yt++y+ yi = 洱 ， 
所 以 Qa 一 5b. 

此 与 zl1) z2， ,zn 个 全 相等 矛盾 . 这 就 证 明了 数组 a ,56,a ,6b,…， 
4, 是 初始 数组 , 故 本 题 结 论 成 立 . 

1. 184 (1) 已 知 一 组 正 数 (e ,5,c,d) ,按照 以 下 规则 可 得 到 新 
的 数组 (ab ,bc ,cd ,da). 每 一 个 数 乘 以 后 一 个 数 ,第 4 个 数 乘 以 第 一 个 
数 .按照 这 个 规则 还 可 以 得 到 第 三 组 .第 四 组 等 等 .证 明 : 在 所 得 的 这 个 
数组 序列 中 , 除 当 a = 上 = c = d = 1 外 ,不 会 再 次 出 现 (a ,b,c,d). 

(2) 给 定 任意 一 由 2* 个 1 与 -1 组 成 的 数组 ,按照 以 下 规则 可 以 
得 到 新 数组 :每 一 个 数 乘 以 后 一 个 数 ,而 第 24 个 数 乘 以 第 一 个 数 ,又 可 
以 按 这 个 规则 再 得 到 新 的 数组 ,证 明 : 最 终 能 得 到 全 由 1 构成 的 数组 . 

(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 ] (1) 假设 四 个 正 数 (a ,5,c,d) 再 次 出 现 . 

首先 证 明 ; 在 这 种 情形 中 ,abcad = 1. 

设 abcd = p, 那 么 第 二 组 的 四 个 正 数 的 乘积 等 于 p?, 第 三 组 的 则 
是 户 ,第 四 组 的 是 六 ,… 显然 , 当 p 关 1 时 在 有 乘 积 序列 中 将 不 会 有 两 个 


Wa 








EE 


数 相 同 ,于 是 所 得 的 四 数组 将 不 相同 ,因此 p = 1. 

现在 我 们 考察 第 二 组 四 个 正 数 ;ab5,Bbc ,cd,da. 因 为 abcd = 1, 那 
么 容易 验证 ,第 四 个 四 数组 是 ?2c?,c?*d?,d*a’,a*5?, 于 是 第 四 组 是 由 
第 二 组 的 每 个 数 的 平方 再 重 排 得 到 的 ,用 同样 的 方法 也 能 由 第 四 组 得 
到 第 六 组 .由 第 六 组 得 到 第 八 组 ,等 等 . 

如 果 第 二 组 中 的 四 个 数 不 都 等 于 1, 那么 其 中 最 大 者 大 于 1, 于 是 
第 22 组 中 最 大 者 将 随 着 n 的 增 大 而 无 限 地 增 大 ,而 这 与 它们 循环 重复 
相 耶 盾 . 

于 是 ab = bc = cd = da = 1, 由 此 容易 得 到 a =5=c=4d=1. 

(2) 当 2 = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 

假设 n = & 时 结论 成 立 ,我 们 来 证 n = & + 1 时 结论 也 成 立 . 

我 们 把 前 三 行 写 在 下 面 


X19 TI Ta 4 Xtti, (OD 
TITX2,T2TI TIN4 "TI TL, © 

- -了 了 [证] 上 网 十 了 ey 
LEL39274 9 T3259 X27 XA2. 


从 前 三 行 四 .@ .四 可 以 看 出 ,如 果 我 们 把 在 号 码 为 奇数 的 位 置 上 
的 数 与 号 码 为 偶数 的 位 置 上 的 数 分 别 看 作 两 行 :ziy,z3，…,zot+l 与 
Z2， 74 2ktl. 那 末 对 这 两 行 分 别 按 规则 得 到 的 两 个 新 数组 ,恰好 合 
成 曲 . 按 归纳 假设 步 长 为 24 的 行 按 规 划 总 能 变 成 全 由 1 构成 的 行 , 因 
此 由 步 长 为 2**! 的 初始 行 也 能 得 到 全 由 1 构成 的 行 . 

1. 185 在 黑板 上 写 有 自然 数 1,2,3,…,n, 其 中 实 3, 每 一 次 
允许 擦 去 其 中 任何 两 个 数字 p 与 g, 而 代 之 以 pt+g 和 |1p-g|. 经 过 
这 样 奋 干 次 改写 之 后 ,黑板 上 所 有 的 数字 全 都 变 成 了 & ,试问 ,可 能 为 
哪些 值 ? 

(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 设 :是 任何 一 个 满足 不 等 式 2 之 n 的 自然 数 . 

显然 ,在 每 一 步 之 后 ,黑板 上 都 将 写 上 非 负 整数 . 如 果 两 个 非 负 整 
数 的 和 与 差 都 能 被 某 个 奇数 a 整除 ,那么 这 两 个 数 本 身 也 都 可 以 被 4 
整除 ,因此 ,如 果 数 能 够 被 奇数 4 > 1 整除 ,那么 一 开始 写 在 黑板 上 的 
数 就 都 应 当 可 以 被 a 整除 .但 这 是 不 可 能 的 ,因为 其 中 有 数字 1. 因 此 ， 
& 不 能 含有 奇 的 质 因数 , 亦 即 有 上 & = 2:. 由 于 在 每 一 步 之 后 ,黑板 上 的 
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数字 中 的 最 大 值 不 会 下 降 , 故 知 上 之 2. 

下 面 我 们 来 证 明 & 可 为 任何 不 小 于 nn 的 2:. 

首先 因为 由 数 对 (2* ,2°) 可 得 到 (0,2“) ,由 (0,2*) 又 可 得 到 (2*， 
25) ,所 以 ,如 果 在 黑板 上 写 有 一 组 由 2 的 方 寨 所 组 成 的 数 ,它们 的 指数 
都 不 超过 so ,并 且 其 中 又 有 两 个 相等 的 小 于 2% 的 数 , 那 么 经 过 几 步 之 
后 ,就 可 以 使 所 有 的 数 全 都 变 为 2% ,而且 so 可 以 取 成 任何 满足 不 等 式 
25 之 n 的 自然 数 . 

我 们 再 证 明 :由 数组 1,2,…,n 出 发 ,总 是 可 以 得 到 上 述 的 全 由 2 
的 方 赛 构 成 的 数组 . 

事实 上 ,n = 3 时 显然 :由 1,2,3 可 得 2,2,4. 假设 断言 已 对 满足 不 
等 式 3 世 nn 忒 mm 的 所 有 nn 成立， 要 证 断言 对 于 n = m+ 1 也 成 立 . 

如 果 mx + 1 志 8, 那 么 可 以 直接 验证 . 现 设 m+1 = 2:+65, 其 中 1 
人 bb 世 2',1 之 3. 我 们 来 对 数 p = 2i+u,g = 2'-w, 其 中 1 过 4 声 
b( 当 b= 2!1 时 ,1 过 世 5 一 1) 作 题目 所 述 的 变换 ,可 以 得 到 如 下 3 部 
2 

(1) 1,2,: -05-1( 当 = 2 和 b = 2 一 1 时 ,这 部 分 数 不 存 
在 ); 

(2) 2,4,…,22( 这 部 分 数 由 差 值 | p 一 a | 得 出 ); 

(3) 27,201,…,24+b( 这 部 分 数 由 和 p + g 及 数 2: 得 出 ). 如 果 第 
一 部 分 和 第 二 部 分 的 数 都 不 少 于 3 个 (3 过 5 之 2 4), 则 可 分 别 对 它 
们 使 用 归纳 假设 . 如果 只 有 其 中 一 部 分 不 少 于 3 个 数 ,那么 可 对 该 部 分 
数 使 用 归纳 假设 ,而 其 余 两 部 分 数 则 均 已 为 2 的 方 短 . 如果 第 一 ,二 两 
部 分 的 数 都 少 于 3 个 ,那么 由 2 -6-1I 近 2 和 28 扫 4 可 得 2 过 5, 此 
与 / 之 3 亨 厦 ,于 是 命题 得 证 . 

1，186 ”在 练习 本 里 写 着 若干 数 . 如果 这 些 数 中 的 两 个 数 或 更 多 
一 些 数 的 算术 平均 值 不 等 于 这 些 数 中 的 任何 数 ,那么 就 可 以 把 这 些 平 
均值 填写 到 已 写 好 的 那些 数 旁 边 . 证明: 从 数 0.1 开始 ,用 这 样 的 填写 
法 可 以 得 到 数 ; 


(D 二 


(2)0 和 和 1 之 间 的 任何 有 理 数 . 
【第 13 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
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[ 解 ] 首先 ,我 们 可 以 得 到 0 和 1 之 则 分 母 为 2 的 正 整数 次 寡 的 所 
有 有 理 数 . 
事实 上 ,从 数 轴 上 看 ,利用 求 算术 平均 数 的 方法 可 以 得 到 任意 两 个 


已 知 点 为 端点 的 线段 的 中 点 .也 就 是 说 ,从 0 和 1 可 以 得 到 一 ;又 从 0 和 
六 得 二 ,从 二 和 1 得 二 ;再 从 0 和- 得 二 ,从 十 入 得 二 ,从 过 和 


得 立 ， 从 和 1 工 得 二 ee. 依 此 类 推 ,就 可 得 到 0 和 1 之 间 分 母 为 2 


四 贡 数 次 等 的 所 有 有 更 儿 
现在 我 们 用 上 述 结果 来 证 明 原来 的 命题 . 
(1) 因为 


所 以 ,用 这 样 的 填写 法 可 以 得 到 三， 


(2) 对 于 任意 的 自然 数 x ,我们 显然 容易 从 0 和 1 之 间 的 分 母 为 2 
的 正 整 数 次 器 的 分 数 中 找 出 天 个 不 同 的 分 数 a， 他 29 "yr ,使 得 其 和 为 


1. 因此 ,我 们 可 以 用 这 样 的 填写 法 得 到 一， 


由 于 1 一 a;(i = 1,2,…,n) 仍 是 0 和 1 之 间 分 母 为 2 的 正 整数 次 
知 的 分 数 , 因 此 我 们 可 以 得 到 
(1—al)+ (1 a)+ .+ (1—a,y 


如 果 我 们 能 用 0 和 1 逐步 填写 出 1， 那么 我 们 显然 可 用 0 和 逐步 
填写 出 rz .因为 我 们 可 以 把 用 0 和 1 填写 出 1: 的 整个 过 程 里 涉及 到 的 每 
一 个 数 zx 改 用 rz 来 代替 . 
现在 我 们 已 经 填写 出 分 母 为 2 的 0 和 1 之 间 的 有 理 数 . 








假设 我 们 可 以 填写 出 分 母 为 n -1 的 0 和 1 之 间 的 所 有 有 理 数 





于 是 ,由 上 面 的 讨论 及 归纳 假设 可 以 知道 ,我 们 可 以 填写 出 
kn-l. (k= 1,2, pu ,7 — 1). 


n 71 1 一 | 
根据 数学 归纳 原理 可 知 ,我 们 可 以 填写 出 0 和 1 之 间 的 任何 有 理 数 . 
1. 187 ”在 一 种 游戏 中 ,“ 魔 术 师 ”请 一 个 人 随意 想 一 个 三 位 数 
(abc )( 其 中 a ,65,c 依次 是 这 个 数 的 各 个 数位 上 的 10 进 制 数 字 ), 并 请 
此 人 选 出 5 个 数 (acs),( bac),(Bca),(cab) 和 (cba), 求 出 这 5 个 数 的 和 
N, 把 和 NN 告诉 “魔术 师 ”, 于 是 , “魔术 师 ”就 可 以 说 出 这 个 人 所 想 的 数 








(abc ). 第 
现在 设 N = 3194 ,请 你 做 “魔术 师 ”, 求 出 数 (atc ) 来 . 一 
(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 扫 并 

[ 解 ] (apc)+N 


= (abc) + (acb) + (bac) + (bca) + (cab) + (cha) 
= 222(a + b+ ce). 
所 以 应 该 寻找 一 个 222 的 倍数 222& ,使 它 大 于 N( 因 为 (abc) 天 
0) ,而 小 于 N + 1000( 因 为 (abc ) 是 三 位 数 ) ,并 且 2224 - 六 的 各 位 数字 
之 和 是 &, 这 样 一 来 ,222& - N 就 是 所 求 的 解 (abc ). 
因为 N = 3194 ,而 
14 x 222 < 3194 < 19 x 222， 
于 是 上 的 可 能 是 15,16,17,18. 
由 于 222x15- 3194 = 136 的 各 位 数字 之 和 为 10, 不 等 于 15， 
222 x 16 一 3194 = 358 各 位 数字 之 和 为 16， 
222 x 17 - 3194 = 580 各 位 数字 之 和 为 13 不 等 于 17， 
222 x 18 一 3194 = 802 各 位 数字 之 和 为 10 不 等 于 18， 
于 是 k= 16. 
所 求 的 (apc) = 222 x 16 -- 3194 
= 358. 
T.188 在 黑板 上 写 上 数 1,2,3,…,1986,1987 .每 一 步 确定 从 所 
写 出 的 数 中 擦 去 某 些 数 ,而 代替 它们 写 上 它们 的 和 除 以 7 的 余数 ,若干 
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步 之 后 ,在 黑板 上 狮 下 两 个 数 ,其 中 之 一 是 987. 剩 下 的 第 二 个 数 是 什 
么 数 ? 
(第 13 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 我 们 注意 到 ,每 经 过 一 次 “ 擦 数 ” 和 写 “ 余 数 ” 后 ,所 有 还 写 
在 黑板 上 的 数 之 和 除 以 7 的 余数 不 变 . 设 最 后 余下 的 男 一 个 数 为 x , 则 
Xx 十 987 与 下 面 的 和 数 

1+2+. + 1986 + 1987 = 1987 . 7. 142 

分 别 除 以 7 的 余数 相等 , 旦 都 等 于 0, 又 987 被 7 整除 ,因此 > 也 被 7 整 
除 ,因为 每 次 “ 撩 数 "后 ,总 要 填 上 一 个 “余数 ”, 所 以 最 后 剩 下 的 数 中 至 
少 有 一 个 是 “余数 ”. 但 987 不 是 除 以 7 后 的 余数 ,于 是 x 必 是 除 以 7 后 
的 余数 ,因此 0 委 z 委 6, 从 而 只 能 是 0. 

1 189 ”给 定 无 限 不 循环 小 数 , 证 明 可 将 其 数字 重新 排列 后 而 得 
到 循环 小 数 . : 

(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 在 给 定 的 不 循环 小 数 中 ,每 个 数字 或 者 出 现 有 限 次 ,或 者 
出 现 无 限 多 次 .取出 所 有 出 现 有 限 次 的 数字 以 任意 的 顺序 先 排 在 前 头 ， 
然后 把 出 现 无 限 多 次 的 所 有 数字 各 取 一 个 接着 写 下 去 ,以 后 就 按照 同 
样 的 次 序 将 这 些 数字 无 限 重复 地 写 下 去 ,这样 便 得 到 无 限 循环 小 数 了 . 

1， 190 设 z= ala……a， 是 十 进 制 n 位 数 ,这 里 aj ,a,,…,a, (ai 
关 0) 是 不 超过 9 的 非 负 整数 .下 面 n 个 数 是 由 xz 轮流 置换 得 到 的 

X1 二 了 一 QQ aa， 
2 一 CnQ1C2 4Qo-1， 

TXT3 一 CGI1GC2 CH2， 

Xn = CC203 "dna. 

(例如 2 = 5,x = 37001 时 ,zf = 37001,z = 13700,zx3 = 
01370( = 1370),x4 = 00137 (= 137), zs = 70013). 

求 出 最 小 数 ,使 得 x = = cla2…a 经 置换 后 所 得 的 ”个 数 都 能 被 
1989 整除 ,并 证 明之 ,然后 求 出 满足 上 述 条 件 的 最 小 的 x. 

(爱尔兰 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 设 zl 一 之 一 QiC2 
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= alilig" 1+as10 十 二 ail0T+ an， 
则 X2 = QA1Q2 "Qn 
于 是 有 - 10x; 一 x! = (10” - 1)a,. 
由 1989 | zz ,1989 | x1,1989 = 9x13x17， 
a, € 10,1,2,.…,91, 
可 知 171(10" -1),131(10" -1). 

由 于 102 =15,10 =14,10‘=4,10 三 6,104 三 9,10' 三 3， 
10 = 16,10? 兰 7,10 凤 关 2,1041=3,102=13,103 三 11,10 三 8， 
105 = 12,108 = 1(mod17) 

因此 由 17 | (10” - 1) 可 知 n 是 16 的 倍数 . 

又 由 于 10* 二 9,107 二 12,104 二 3,10 二 4,10 寺 1(mod13)， 
因此 由 13 1 (10” 一 1) 可 知 n 是 6 的 们 和 数 . 

于 是 n 是 48 的 倍数 .7 的 最 小 值 等 于 48. 

另外 ,只 要 9 整除 z, 就 能 整除 z 经 置换 后 的 任何 一 数 ， 为 求 最 小 
的 数 zx, 必须 el = 1, 并 且 从 w 开始 尽 可 能 多 地 取 0. 和 

因此 zx，= aza3…a,1, 所 以 要 使 xz 最 小 ,只 需 使 XT 最 小 . 

又 因为 1989 | x,, 卓 91 xz ,所 以 最 小 的 x, 为 

7, = 1989 x 9 = 17901. 
从 而 最 小 的 x = 100…01790. 
. ~ 


43 个 0 


1. 191 在 黑板 上 写 下 从 1 到 1988 的 所 有 自然 数 .对 这 些 数 依次 
反复 施行 运算 A 和 B: 先 是 A ,后 是 B, 接 着 再 是 A ,然后 再 是 B, 如 此 
继续 下 去 .运算 A 是 从 每 个 写 在 黑板 上 的 数 减 去 同一 个 自然 数 (对 不 
同 次 的 运算 A , 减 数 可 以 不 相同 ). 运 算 B 是 抹 去 黑板 上 写 着 的 两 个 数 ， 
然后 写 下 它们 的 和 数 .运算 A 和 B 如 此 上 硕 次 施行 ,直至 某 次 运算 B 后， 
黑板 上 只 留 下 一 个 数 ,并 且 它 是 非 负 的 , 问 这 个 数 是 多 少 ? 

(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[ 解 ] 每 施行 运算 A 和 如 各 一 次 后 ,黑板 上 写 着 的 数 就 少 了 一 
个 .所 以 运算 A 和 B 各 施行 1987 次 后 ,黑板 上 就 只 留 下 一 个 数 . 

设 上 自然 数 di 是 施行 第 k 次 运算 A 时 的 减 数 , = 1,2,…,1987. 因 
经 第 次 的 运算 A 后, 写 在 黑板 上 的 数 之 和 少 了 (1989 -&)a ;而 经 过 
运算 B 后 ,这 个 和 数 是 不 变 的 .运算 A 和 B 各 施行 1987 次 后 ,黑板 上 写 


第 


教 齐 


世界 数学 奥林匹克 解 是 大 139 





具 次 六 


的 数 是 
z=(1+2+…+1988) - 1988d) ~ 1987d;, — … — 2d1987 
= 1988(1 — di) + 1987(1 — d;) + :+ (1989— ££)(1 ~ di) 
+…+2(1- dig87) + 1. 
对 所 有 = 1,2,… ,1987， 
(1989 ~ £)(1 ~ di) 0. 
若 对 某 个 有 &, 有 di 之 2, 则 
(1989 — £)(1 — di) -2 
于 是 ,就 有 
(1989 ~ Ek)(l-ad)+1<-1 
这 与 题 设 矛盾 .因此 ,对 一 切 & = 1,2,…,1987. 都 有 di = 1, 从 而 之 = 
1. 
即 黑板 上 最 后 留 下 的 数 是 1. 
1. 192 科 尼 亚 和 别 佳 两 人 分 2n + 1 个 核桃 ,n 宇 2, 间 时 每 一 个 
人 都 想 尽 可 能 多 得 ,假设 有 三 种 分 法 (每 一 种 分 法 有 三 步 ). 
第 一 步 : 别 佳 把 所 有 核桃 分 成 两 份 ,每 一 份 不 少 于 两 个 核桃 ， 
第 二 步 : 科 尼 亚 肯 把 每 一 份 分 成 两 份 ,每 一 份 不 少 于 1 个 核桃 (第 
一 步 .第 二 步 对 于 三 种 方法 都 一 样 ). 
第 三 步 : 在 第 一 种 方法 中 科 尼 亚 取 最 多 的 那 一 份 和 最 少 的 那 一 份 ; 
在 第 二 种 方法 中 科 尼 亚 取 两 份 中 等 的 ;在 第 三 种 方法 中 科 尼 亚 或 者 取 
最 多 的 与 最 少 的 两 份 ,或 者 取 两 份 中 等 的 ,但 是 按 规则 他 要 送 给 别 佳 一 
个 核桃 
试 确定 : 哪 种 方法 对 科 尼 亚 最 有 利 , 哪 种 方法 对 他 最 不 利 ? 
(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[ 解 | 对 科 尼 亚 最 有 利 的 方法 是 第 一 种 , 最 不 利 的 方法 是 第 三 
种 . 
事实 上 ,在 别 佳 的 第 一 步 之 后 ,无 论 什 么 样 的 核桃 堆 ( 各 有 a 和 6 
个 核桃 ,a < 5), 科 尼 亚 总 能 把 其 中 的 大 堆 分 为 两 部 分 ,各 为 1 个 和 6 一 
1 个 核桃 ,它们 也 是 最 大 的 一 份 和 最 小 的 一 份 , 即 在 第 一 种 分 法 中 得 到 
b 之 n+ 1 个 核桃 ( 别 佳 取 a = ,8= n+t+1 后 ,他 只 能 得 到 n+1 个 ). 
在 第 二 种 方法 中 , 别 佳 在 第 一 步 取 a = 2;3 = 2n -1 后 ,最 好 的 结 
果 是 分 成 2= 1+1,22 -1=72- 工 +m 科 尼 亚 只 得 到 ?个 核桃 . 
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在 第 三 种 方法 中 , 别 佳 的 分 法 是 a = n,5 = n +1 时 ,这 种 分 法 不 
允许 科 尼 亚 得 到 多 于 n + 1 个 核桃 (两 个 中 等 堆 的 个 数 之 和 以 及 最 大 
堆 \ 最 小 堆 的 个 数 之 和 始终 正好 是 n 及 n + 1), 但 他 还 应 该 再 交 出 一 个 
核桃 ,所 以 科 尼 亚 至 多 得 x 个 核桃 . 

1. 193 有 一 张 填 满 了 数 的 m x n 表格 ,可 以 同时 改变 其 某 一 列 
或 者 某 一 行 中 所 有 数 的 符号 .证 明 多 次 重复 上 述 运 算 能 使 原来 的 表格 
变 成 任何 一 列 以 及 任何 一 行 的 所 有 数 之 和 为 非 负数 . 

(第 1 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 ] 因为 在 由 已 知 表 格 通 过 改变 行 和 列 的 符号 所 能 得 到 的 一 
切 表格 的 种 数 是 有 限 的 ,所 以 我 们 可 以 取 到 和 5 最 大 的 那 一 种 ,并 把 
我 们 所 取 的 这 种 表格 记 作 工 . 

在 表格 T 的 每 一 行 及 每 一 列 中 所 有 数 之 和 是 非 负 的 .事实 上 ,如 第 
果 表 格 本 中 的 某 一 行 (或 某 一 列 ) 中 一 切 数 之 和 是 负数 ,那么 改变 这 一 
行 ( 列 ) 的 符号 后 ,我 们 就 得 到 一 个 这 样 的 表格 , 它 的 一 切 数 之 和 比 T | 交 
的 更 大 ,这 与 表格 本 的 取 法 逆 盾 . 

1. 194 a.b.p 为 任意 整数 ,证 明 : 一 定 能 找到 互 质 的 两 个 数 有 ， 
[使 ak + b1 能 被 p 整除 . 

(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 

[证 ] 设 数 5 和 p 一 a 的 最 大 公约 数 等 于 d, 有 目 b5 = kd,p 一 a = 

好 ,那么 数 和 和 /7 互 质 ,此 时 


ab (p-a)b 
十 Di 二 一 -十 一 一 一 一 一 二 
CE 十 也 了 了 


于 是 ak + bl 能 被 bp 整除 . 
1. 195 1 至 1982 的 自然 数 按照 某 种 次 序 一 个 接 一 个 地 排列 
着 ,计算 机 从 左 向 右 读 依 次 相 邻 的 两 个 数 ( 第 1 个 和 第 2 个 ,第 2 个 和 第 
3 个 ,等 等 ), 直 到 最 后 的 两 个 数 为 止 ,而 且 如 果 在 所 读 过 的 两 个 数 中 ， 
如 果 较 大 的 数 在 左边 , 则 计算 机 改变 它们 的 位 置 , 接 着 计算 机 再 从 右 向 
左 同 样 读 一 遍 ,并 且 照 上 面 的 规则 改变 两 个 数 的 位 置 , 读 完 之 后 得 到 了 
信息 :在 第 100 个 位 置 上 的 数 两 次 都 未 改变 自己 的 位 置 . 求 出 这 个 数 . 
(第 16 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
- [ 解 ] 设 前 99 个 数 中 的 最 大 的 数 为 a ,后 1882 个 数 中 最 小 的 数 为 
5b ,第 100 个 数 为 c, 若 ae > c, 则 计算 机 从 左 向 右 读 时 ,就 会 将 a 的 位 置 


MM 


pk. 
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调 到 c 的 左边 , 数 c 就 移动 了 位 置 ,与 题 设 矛盾 , 故 <c < c. 从 而 前 99 个 
数 都 小 于 c. 另 一 方面 , 若 上 < c, 则 计算 机 从 右 向 左 读 时 ,必然 移动 c 的 
位 置 , 故 5 > c, 从 而 后 1882 个 数 都 大 于 c ,在 1 至 1982 中 ,只 有 数 100 
能 使 99 个 数 比 它 小 ,而 1882 个 数 比 它 大 , 故 c = 100. 

1. 196 有 一 张 4 行 的 表格 ,在 第 一 行 中 写 着 任意 的 自然 数 ,这 
些 数 之 中 可 能 有 相同 的 数 .在 第 二 行 中 这 么 填 数 :从 左 向 右 看 第 一 行 中 
的 数 , 当 看 到 4 时 ,如 果 4 已 在 第 一 行 中 出 现 k 次 ,那么 就 在 4 的 下 面 填 
上 &, 类 似 地 可 由 第 二 行 写 出 第 三 行 ,由 第 三 行 写 出 第 四 行 . 

证 明 :第 二 行 与 第 四 行 总 能 相同 . 

(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 

[证 ] 知 习 在 表格 的 茶 一 列 中 从 上 上面 数 起 的 前 3 个 数 是 a 、zm 和 
n, 那 么 1、2、… mm 一 1、 m 中 的 每 一 个 数 在 第 二 行 中 数 x 的 左边 至 少 出 
现 交 次 ,而 大 于 和 送 的 任何 数 出 现 的 次 数 小 于 >”. 国 此 在 这 一 列 的 第 四 生 
一 定 填 数 mm .于 是 命题 得 证 . 

1. 197 把 1000 个 数 接连 写成 一 行 , 然后 在 它 下 面 按 以 下 规则 
写 第 2 行 :把 第 一 行 的 每 个 数 a 下面 写 一 个 表示 a 在 第 1 行 中 出 现 次 数 
的 自然 数 .用 同样 的 方法 可 由 第 2 行 得 到 第 3 行 ;在 第 2 行 的 每 个 数 b 
下 面 写 一 个 表示 在 第 2 行 中 出 现 次 数 的 自然 数 .再 由 第 3 行 如 此 得 到 
第 4 行 ,等 等 
(1) 证 明 ; 某 1 行 与 它 的 下 1 行 相同 . 
(2) 证明: 第 11 行 与 第 12 行 相同 . 
(3) 华 出 一 个 说 明 由 第 1 行 得 到 的 第 10 行 和 第 11 行 不 相同 的 例 
于 . 

(第 10 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] (1) 由 题 意 可 知 ; 

中 在 第 m 行 (m 之 2) 的 每 一 个 数 a 下面 写 着 一 个 不 小 于 a 的 数 ; 

久 每 一 个 这 样 的 数 都 不 超过 1000. 

如 果 每 一 行 都 和 它 的 下 一 行 不 同 ,那么 只 能 写 出 有 限 多 行 . 此 与 题 
意 牙 盾 . 故 必 有 一 行 和 它 的 下 一 行 相 同 . 

(2) 因为 每 组 有 a 个 数 的 若干 组 数 (每 一 组 都 在 相等 的 数 的 下 面 ) 
合并 成 由 5 个 数组 成 的 一 组 数 , 所 以 只 要 第 mm 行 (zx 宇 2) 中 的 数 a 严 
格 小 于 在 它 下 面 的 数 5 ,就 有 6b 衬 2a. 
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由 归纳 法 得 到 ,在 这 样 的 位 置 之 2 有 
但 是 仅 当 闫 和 受 10 时 ,221 近 1000. 因 此 ,第 11 行 和 第 12 行 一 定 相 


同 . 
(3) 下 面 给 出 一 个 符合 要 求 的 例子 : 
第 1 行 : 
0,1,2,2,4,4,4,4,8,8,." ,8,."",2506,256,.…. ,250,488,.… ,488 
2 个 4 个 8 个 256 个 488 个 
第 2 行 : 
1,1,2,2,4,4,4,4,8,8… ,8 230,236，…，2960,488 ,488 
第 3 行 ; 


2,2,2,2,4,4,4,4,8,8,."",8,.",256,256,.… 236,488 ，…， 


第 10 行 : 

256,256, oa ,256,488,.… ,488 

第 11 行 : 

$512,512, oo ,5S12 ,488 ,… ,488 
ES 


5 个 488 个 


1.198 按 以 下 规则 作 一 个 三 角形 的 表格 :在 最 上 一 行 中 写 着 自 
然 数 a, 往 下 在 每 一 个 数 的 左下 方 写 a?, 右 下 方 写 a +1. 例 如 a = 2 时 ， 
所 得 表格 见 下 页 图 .证 明 : 在 这 个 表格 的 每 一 行 中 所 有 数字 都 不 相同 . 

(第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 假设 在 表格 的 某 些 行 中 有 相同 的 数 , 设 n 是 这 些 行 中 最 上 

面 的 那 一 行 的 号 码 , 而 p 和 4 是 这 行 中 相同 的 数 . 


站 和 和 


因为 在 第 w - 1 行 中 没有 相同 的 数 , 所 以 p、g 是 第 -1 行 中 的 不 
同 的 数 r,s 经 过 不 同 的 运算 得 来 的 ,不 妨 设 p = r?*,qg = s+1, 于 是 ,我 
们 有 s=r -1. 

如 果 由 数 a 得 到 数 * 的 过 程 包含 乘 方 运算 , 则 由 = xr? -1 可 知 ， 
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r 一 1 可 能 是 在 得 到 * 过 程 中 作 平 方 运算 的 最 大 数 ,因此 由 数 a 到 数 : 
至 少 经 过 
-1l-(r-1)=2r-2 

次 加 1 的 运算 .于 是 从 数 a 得 到 * 至 少 需 2r - 1 次 运算 .但 > 与 ;在 同 
一 行 里 , 且 由 4a 经 过 那么 多 次 运算 得 到 的 任何 数 不 小 于 a +2r -1 > >， 
这 就 导致 矛盾 .因此 ,由 a 得 到 s 的 过 程 中 没有 进行 乘 方 运算 ， 

于 是 g 是 第 n 行 中 最 右边 .最 小 的 那个 数 ,这 又 与 p = g 矛 盾 , 故 原 
命题 成 立 . 

1. 199 十进制 的 自然 数 & 有 有 个 数字 ,把 这 个 数 四 舍 五 人 精确 
到 十 位 :如 果 末 位 数字 大 于 4, 则 用 0 取代 末 位 数字 ,并 在 十 位 上 增加 1 
再 把 所 得 到 的 数 用 类 似 的 四 舍 五 人 的 方法 精确 到 百 位 ,等 等 . 在 第 n 一 


1 次 四 舍 五 人 后 得 到 了 数 记 ,证明 :< we 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 如 果实 a 44…45(a 实 1 是 首位 数字 ), 那 么 六 = (a+ 


六 泪 巧 





1)10” i, 于 是 得 


k (at+1)10"i CC 二 18 
k ~ aa 44…45 4 、13 
2 2 9 


1. 


k . 

因此 ,在 任何 情况 下 ,都 有 下 < 2 

1 200 将 数字 1234567891011……19941995 写 在 黑板 上 ,构成 
整数 Ni ,将 Ni 的 位 于 偶数 位 的 数字 擦 掉 , 剩 下 的 数字 构成 整数 N, ,将 
Na 的 位 于 奇数 位 的 数字 撩 掉 , 剩 下 的 数字 构成 整数 N;, 将 Ni 的 位 于 
偶数 位 的 数字 擦 掉 , 剩 下 的 数字 构成 整数 N,. 此 过 程 一 直 持续 到 黑板 
上 只 剩 下 一 个 数字 为 止 . 试 确定 这 个 数字 ( 注 :从 左 往 右 数 数 计算 位 置 ， 
例如 在 12345 中 ,1 在 第 1 位 ,2 在 第 2 位 , 依 此 类 推 ). 

(澳大利亚 11 年 级 数学 竞赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 因为 
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9x1i1i+90x2+900x3+996x4 = 68373, 
所 以 整数 Ni 由 6873 个 数字 组 成 ,将 这 些 数字 从 左 往 右 依次 编号 为 1， 
2,3,…,6873. 我 们 考察 编号 的 集合 11,2,3,…,6873 上. 

从 Ni 中 撤 竺 位 于 偶数 位 的 数字 等 价 子 从 集合 11,2,3,…,68731 
中 去 控 {2,4,… ,68721 , 剩 下 集合 {1,3,5,…,68731. 

类 似 地 ， 我 们 再 从 剩 下 集合 |1。 3,5,…,6873| 中 去 掉 11,5,9,… 
6873| 而 剩 下 集合 13,7,11,…,68711}. 

接着 ,我 们 可 依次 得 到 集合 : 

13,3+8= 11,11+8 = 19,.…|, 

{111,11 + 16 = 27,.…|, 

{11,11 + 32 = 43,…}, 

143 ,43 + 64 = 107,…|， 

{143,43 + 128 = 171,…}, 

1171,171 + 256 = 427,…}, 

1171,171 + $512 = 683,…}, 

1683 ,683 + 1024 = 1707,…|， 

1683 ,683 + 2048 = 2731,…|， 

12731,2731 + 4096 = 68271 ， 

12731]. 
因此 ,所 求 数字 应 是 Ni 从 左 往 右 的 第 2731 位 数字 . 

因为 9x1+90x2<2731<9x1+90x2+900x3, 所 以 这 

个 数字 属于 某 个 三 位 数 . 
又 因为 2731 -9x1-90x2 = 2542, 
2542 = 3 x 847 + 1, 

所 以 ,这 个 数字 是 第 848 个 三 位 数 947 的 首位 数字 9. 

故 所 求 数字 是 9. 

1 201 在 2000 x 2000 方 格 表 的 每 一 个 小 方 格 内 都 写 着 一 个 1 
或 ~- 1, 现 知 表 中 所 填 的 数 的 总 和 非 负 . 证 明 : 可 自 表 中 找 出 1000 行 与 
1000 列 ,使 得 填 在 它们 相交 之 处 的 方 格 内 的 数 的 和 数 不 小 于 1000. 

(第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 由 于 表 中 所 填 的 数 的 总 和 非 负 ,因此 存在 一 行 ,这 一 行 中 

2000 个 数 的 和 非 负 ,从 而 在 这 一 行 中 至 少 存 在 1000 个 1. 
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并 记 


交换 数 表 中 的 列 ,使 该 行 的 前 1000 个 数 都 是 1. 将 前 1000 列 形成 
的 2000 x 1000 数 表 记 作 4 ,后 1000 列 形成 的 2000 x 1000 数 表 记 作 B. 
再 将 A 中 和 值 最 大 的 1000 行 记 作 Aj ,其 余 1000 行 记 作 A，. 

如 果 A| 中 所 有 数 的 总 和 不 小 于 1000, 那 么 结论 已 成 立 ; 

如 果 A| 中 所 有 数 的 总 和 小 于 1000 ,那么 A| 中 和 值 最 小 的 那 一 行 
的 和 值 为 负 , 从 而 A, 中 的 每 一 行 的 和 值 都 为 负 . 注意 到 1000 个 -1 或 
1 的 和 必 为 偶数 ,因此 A, 中 每 一 行 的 和 值 不 大 于 - 2, 从 而 A, 中 所 有 
数 的 总 和 不 大 于 - 2000,A 中 所 有 数 的 总 和 小 于 1000 - 2000 
= 一 1000,B 中 所 有 数 的 总 和 大 于 1000. 

再 以 Bi 记 B 中 和 值 最 大 的 1000 行 ,以 B; 记 B 中 其 余 的 1000 行 . 
如 果 Bs 中 每 一 行 的 和 值 都 不 大 于 0, 那么 Bi 中 所 有 数 的 总 和 大 于 
1000, 从 而 命题 在 此 时 成 立 ;如 果 B, 中 有 一 行 的 和 值 大 于 0, 那 么 Bi 中 
每 一 行 的 和 值 都 大 于 0, 从 而 Bi 中 所 有 数 的 总 和 不 小 于 1000, 此 时 命 
题 仍 成 立 . 

综 上 所 述 , 原 命题 得 证 . 

1.202 今 有 三 堆 石 块 , 甲 每 次 从 其 中 一 堆 中 搬出 一 块 放 入 另 一 
堆 , 甲 每 搬 动 一 次 都 可 从 乙 处 得 到 报酬 ,其 钱 数 等 于 他 将 放 入 的 堆 中 的 
石 块 数目 与 已 搬出 的 堆 中 的 石 块 数目 之 差 . 如果 该 差 数 为 负 值 , 则 甲 应 = 
退还 这 一 数目 的 钱 给 乙 ( 如 果 甲 无 钱 可 退 ,可 以 暂 欠 ). 今 知 某 一 时 刻 ， 
所 有 石 块 都 位 于 它们 最 初 所 在 的 堆 中 . 试 求 到 这 一 时 刻 为 止 , 甲 所 挣 到 
的 钱 的 最 大 可 能 数目 . 
， 《第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 甲 所 挣 到 的 钱 数 为 0. 

事实 土 ,我 们 可 以 设想 ,最初 在 每 一 堆 石 块 中 , 任 两 个 石 块 之 间 丛 
有 一 条 线段 相连 . 甲 在 搬 动 石 块 时 ,首先 解 开 该 石 块 与 其 他 石 块 所 连 的 
线段 ,再 用 这 些 线段 将 该 石 块 与 新 堆 中 的 其 他 石 块 一 一 连接 起 来 .如 果 
原 有 的 线段 不 够 ,那么 就 向 乙 要 ;如 果 原 有 的 线段 数 多 了 ,那么 就 交还 
给 乙 . 

显然 , 当 原 有 的 线段 不 够 时 , 这 表明 原来 石 堆 中 所 剩 的 石 块 数目 少 
于 他 将 放 人 的 堆 中 的 石 块 数目 ,此 时 他 向 乙 要 的 线段 数 ,等 于 他 向 乙 退 
还 的 钱 数 (或 暂 欠 乙 的 钱 数 ); 当 原 有 的 线段 多 余 时 ,这 表明 原来 石 堆 中 
所 剩 的 石 块 数目 多 于 他 将 放 人 的 堆 中 的 石 块 数目 ,此 时 他 交还 给 乙 的 
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线段 数 ,等 于 他 向 乙 领 取 的 报酬 数 ， 

当 所 有 石 块 都 位 于 它们 最 初 所 在 的 堆 中 时 ,各 石 块 之 间 所 连 的 线 
段 数 既 没 有 增加 也 没有 减少 ,因此 此 时 甲 既 没有 从 乙 钱 ,也 没有 从 乙 那 
里 得 到 报 柄 , 甲 挣 的 钱 的 总 数 为 0. 

1 203 ” 设 n 是 大 于 1 的 奇数 .已 给 

xn = (x , xh) ,£1 , 0) = (1,0,.…,0,1). 

0 ,六 (t-1) = 并 (全 
设 工人 一 1 xD 关 ril) 
其 中 rl!) — ED 
记 x = (zs), rhe), ) ,天 = 1,2,…， 

若 正 整数 mm 满足 x,, = xo, 求 证 :mz 是 ”的 倍数 . 

(中 国 中 学 生 数学 冬令 营 ,1995 年 ) 

[证 ] 把 一 个 圆周 分 成 n 等 份 ,把 zi， wz re1 
72,"… ,xX, 依 顺 时 针 方 向 放置 在 这 些 分 点 上 SF0 直人 
(如 图 ). 过 zi 与 rw 的 中 点 的 该 圆 直径 有 这 . 
样 的 性 质 ; 分 布 在 它 两 边 的 数 关 于 它 是 对 称 . 
的 .有 这 种 性 质 的 直径 称 之 为 对 称 轴 . 显然 ，、 
在 初始 状态 时 ,对 称 轴 是 惟一 的 .就 是 图 中 所 
示 的 那 条 直径 . 

把 相 邻 两 点 上 的 数 xz; 与 x;;1 按 模 2 做 加 
法 ,加 的 结果 放 在 这 条 圆 弧 的 中 点 上 ,然后 再 把 原先 的 ”个 数 撤去 . 由 
这 种 做 法 可 见 , 对 新 的 数组 而 言 , 原 来 的 那 条 对 称 轴 仍 是 对 称 轴 . 再 将 


新 数组 按 逆 时 针 方向 旋转 于 ,使 得 新 的 数组 转 到 原来 数组 所 在 的 位 置 


了 时， (2 = 1,2，……7) 





上 ,此 时 ,原来 的 那 条 对 称 轴 也 被 按 逆 时 针 方向 旋转 了 二 


按照 上 面 的 做 法 ,如 果 原 数组 是 zf 站 ,x 入- ,zxr0-D ,那么 新 
数组 就 是 Ea 人) ,天 一 1,2,…. 因此, 我们 的 变换 要 进行 ni 


次 才能 从 zo 变 到 x ,对 称 轴 旋 转 了 一 .如 果 x,, = x6, 那 么 必 有 


Hn 


— = kxr(k € NN), 
n . 
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故 m = kn. 

1. 204 ai,a,…,an 是 一 个 数列 ,对 每 个 有 上 委 有 和 ma € 
10 ,1 如果 a ,assl 两 数 相同 , 记 5 = 0; 如 果 aj ,assl 两 数 不 同 , 记 5 
= 1, 这 样 得 到 一 个 新 数列 51,5，,…,6,_1,Bk EE 10,1|, 这 里 = 1,2， 
…,7 一 1. 重复 上 述 运 算 , 得 到 一 个 全 由 0 及 1 两 个 数字 组 成 的 三 角形 
数 表 ,最 后 一 行 仅 有 一 个 数字 . 求 这 张 数字 组 成 的 三 角形 数 表 中 1 的 和 
的 最 大 值 . 


a 


(罗马尼亚 国家 队 选 拔 考 斌 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 用 zx, 表示 所 求 的 最 大 值 . 
显然 ,zl = 1,x, = 2 
当 nn = 3 时 , 数 表 第 一 行 al ,az ,ea3 一 共 只 有 8 种 可 能 性 ,因此 一 共 
只 有 8 个 不 同 的 数 表 .它们 是 : 


”这 些 数 表 中 1 的 和 依次 是 3,4,4,4,3,3,3,0. 因 此 得 
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3 二 4. 
现在 寻找 x 与 z+3 的 关系 . 
设 某 个 n + 3 行 的 三 角形 数 表 的 前 三 行为 


CI G2 U3 ”Rn nil Unt+2 dnt+3 
bi b2 b3 及 者 | pb, D+l bn+2 
Cl C2 C3 ” fy Cntl 


将 上 述 3n + 6 个 数 分 成 + 2 个 三 元 组 : 
lais Bis cil (i = 1,2,%, n+ 1);ianr2s brr2, ant3}. 
如 果 3 元 数组 iai ,Bb,ci| 中 ,至 少 有 一 个 堆 ,就 称 它 为 有 零 3 元 组 . 
如 果 3 元 数组 jas ,ce 全 为 1, 其 中 有志 nn, 那么 a4;1 = 10,5 = 0， 
从 而 两 个 数组 {ay ,By ,ci 和 {apr1, bert! ceri | 平均 每 个 数组 至 少 有 一 
个 零 , 称 这 两 个 数组 为 平均 有 零 3 元 数组 . 如果 ja ,putycsrll 全 为 
1 ,那么 aa = 0,6%42 二 0, 从 而 1 和 ayrly On cnrli 与 14,42, Dnt2, Qn+3) 
是 两 个 平均 有 和 零 3 元 数组 .如 果 和 ia, ,bss1,catii 是 有 零 3 元 数组 ,那么 
iar2,bnr2y cnt3| 必 为 有 零 3 元 数组 .因此 ,从 第 1 个 3 元 数组 1a) ,5， 
cll 开始 ,逐个 考虑 零 的 个 数 , 从 上 面 的 分 析 可 以 知道 ,上 述 前 三 行 的 
3n + 6 个 数 中 至 少 有 2 + 2 个 零 ,从 而 至 多 有 2n + 4 个 1, 故 得 
Tt3 T+ (2n+4) (n€N). QO 
在 上 面 的 不 等 式 中 ,依次 令 x = 3( 上 一 1),3( ~ 2),…,6,3, 分 别 得 
Xa3k ST3k1) + 6(R— 1)+4, 
TI3(k-1) < 3(5-2) + 6( 太 一 2) 十 4， 





Zo< 7zo+6:2+14， 
Z6S x+606.1+4. 
将 所 得 到 的 这 & -1 个 不 等 式 相 加 ,并 注意 xz = 4, 得 
xsS6LLI+2+ 二 (有 一 2)+( 有 一 1 二 4 
= k(3k + 1). © 
在 中 式 中 ,依次 令 = 3k 一 2,3k 一 5,…,4,1, 分 别 得 
TI3k+1 SS TI3p-2 + 6k 


TI3k-2 SE Tp-s + 6(k — 1) 
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T7<T4+6: 2 


7T4 sy1 十 昌 
和 将 所 得 到 的 这 个 不 等 式 相 加 ,并 注意 x! = 1 得 
类 X34+1 6(l1+2+…+k)+1 
= 3k(k+1)+1. 3 


在 @ 式 中 ,依次 令 nn = 3k - 1,3& 一 4,…,5,2, 分 别 得 
X3k142 SS T3411 + Ok + 2, 
T3368 | TL4+ 6(k—1)+2, 
rg 于 Ts+6.:2+2, 
X50:1+2. 
将 所 得 到 的 这 上 个 不 等 式 相 加 ,并 注意 rz = 2, 得 
T34812 6(l+2+. + k)+2(k+1) 
= 3k(k+1)+2(k+1) 
= (k++ 1)(3k + 2). (4) 
将 印 .四 .三 式 合并 写 为 一 个 式 子 ,得 


工 ， << | 玫 | EN, ©) 
这 里 | + | 表示 不 超过 全 二! 的 最 大 整数 (显然 ,@ 


式 在 n = 1,2,3 时 也 成 立 ). 
下 面 的 一 个 例子 说 明 @ 式 右 端的 数字 是 可 以 达到 的 . 
110110110 
01101101 


我 们 倒 过 来 看 这 个 作为 例子 的 数 表 . 倒 过 来 数 ,每 三 行 作为 一 组 . 
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设 第 & 组 是 倒数 第 3& - 2 行 , 倒 数 第 3& - 1 行 和 倒数 第 3& 行 ,那么 ,在 
倒数 第 3& -2 行 上 ,依次 反复 地 写 “1,0,1”; 在 倒数 第 3& - 1 行 上 ,依次 
反复 地 写 “0,1,1”; 在 倒数 第 3& 行 上 ,依次 反复 地 写 “1,1,0”, 直 到 写 够 
每 行 上 应 该 写 的 数 的 个 数 为 止 . 

当 2”= 3 时 ,这 张 数 表 上 1 的 个 数 是 

(1+1+2)+(3+3+4)+ (5S+5+6)+: +[(2k -1)+ (2k 
+ 1)+2k] 

= 2pk* + kl(k + 1) = (3k + Lk. 

当 二 3k 十 1 时 , 妇 在 上 述 n = 3& 的 数 表 上 填 第 一 行 ( 即 倒数 第 
n 行 ), 这 一 行 是 反复 写 *1,0,1” 得 来 的 ,因此 这 一 行 中 1 的 个 数 等 于 2k 
二 1; 从 而 n = 3&k + 1 时 的 数 表 上 1 的 个 数 等 于 


(3k+ 1)k+2k+1= 3k(k+1)+1. 第 
当 nn = 3k + 2 时 , 数 表 第 一 行 是 反复 写 “0,1,1” 得 来 的 ,因此 第 一 
行 上 1 的 个 数 等 于 2& + 1, 整 个 数 表 上 1 的 个 数 等 于 数 


[38(R+T1)+11+(28+1) = (k+1)(3k + 2). 
综 上 所 述 ,我 们 给 出 了 使 


_ | CN 
的 数 表 的 例子 .因此 所 求 的 最 大 值 
fagat+l)+1l 
3 js | 


1 205 ”从 任何 一 个 三 位 数 n 开始 ,我 们 得 到 一 个 新 数 f(n), 它 - 
是 ”的 三 个 数字 ,三 个 的 两 两 乘积 ,以 及 三 个 数字 乘积 的 累加 


(1) 当 ，”= 625 时 , 求 元 7 ( 取 整 数值 ) 


(2) 求 所 有 3 位 数 ,使 得 志 1. 


(英国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 





[ 解 ] 设 
n = abc = 1l00a + 106 + cc, 
这 里 a,b,c € 10,1,2,…,9} ,日 a 之 1. 由 题 设 ， 
fln)=atb+ctabt+bct+ca + abc. 
(1) 当 % = 625 时 ， 
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闪 关 六 


f(625)=6+2+5+6XxX2+2XxX5+5SxX6+6x2x5 
125, 


625 
f(625) 

(2) 由 题 设 ， 
n= f(n), 





证 

lO0a + 10bp+c=atb+i+c+abdbtbhtcecat abc, 
解 出 c ,得 

99a+96~ab 
ati+b+ab 

由 c< 委 9 得 

99a +9b-ab 夺 9(a+b+ ab), 
化 简 上 式 , 有 z 

90a 10a6b 
由 于 a 之 1, 因此 


b=9. 
代入 中 ,得 


从 而 


其 中 a € 11,2,…,9|. 
容易 验证 , 当 nn = a99,a E (11,2,…,9| 时 ,等 式 
299 = 1 
fla99) 
都 成 立 . 
所 以 满足 题 昌 要 求 的 3 位 数 n 共有 9 个 :199,299,399,499 ,599， 
699 ,799 ,899 ,999. 
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第 1 节 性 质 


2.1 集 S 中 有 运算 +, 对 S 中 所 有 元 素 4a,b,c 有 (a+c)+(b 
+ cc) = 二 a+ 5b; 并且 S 中 有 元 素 4, 有 a+e=a,a+a= e, 定 义 axb 
= a + (e+ 5). 证 明 : 对 S 中 所 有 元 素 a,5,c, 有 
(axb)xc= ax{(bxec). 
《加拿大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[证 ] (ax6b)xc= (axb)+(etc) 
= [at+(e+6b)|+(et+ce). 
ax(bxc)=a+le+(bpxc)) 
=at+[e+(b+ (e+c))l}. 
由 于 e+(b+a)=(afta)+(6+a)=a+6, 鼓 
atle+(b+(e+c))|=a+t+l(e+c)+6b] 
=[a+(et+6))+il(e+c)+6b]+ (e+6)| 
=[lat+(e+6b))+[(et+c)+e) 
=[ae+(e+B)j+(e+c)， 
郧 (ax*xpb)xc= ax(bx*c). 
2.2 3 为 一 集 , 定 义 有 加 法 .减法 .乘法 运算 ,满足 以 下 公理 : 
(1) 和 若 zx\y 属 于 S, 则 z + y,xy 属于 S. 
(2) 对 所 有 x,y€E S,x+y= y+x,ry= ww. 
(3) 对 所 有 x,y,z E€ 5S， 
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局 1 1 入 





Ean 


T+(y+z)= (r+i+y)+z,r(y) = (ry)z. 
(4) 对 所 有 x,y,z ES, 
Xx(y+ zz) = XY 十 XZ. 
(5) 存在 一 个 元 素 O 满足 
0+x=xX+0= rx. 
并 且 对 S 中 每 个 x, 存 在 一 个 惟一 的 元 素 , 记 为 - xz, 满足 
r+(—-7x)=0. 
(6) 对 S 中 所 有 zx,y， 
Xx-y= XxX+(-y). 
(7) 对 S 中 所 有 x， 
-XxX=x+xrxt+r=0. 
在 S 中 定义 关系 科 ,满足 条 件 : 当 且 仅 妆 
z2y-xz -xytr =0 
时 ,z 委 证 明 : 
(a) 对 SS 中 所 有 Xx,x 志文. 
(58) 阁 xX 太 y,y 太 XY, 则 之 = y. 
(c) 夺 xX 肆 y,y 肆 z, 则 工 记 zx. 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[ 解 ] (a) 显然 . 
(5) 因为 z+xt+x=0, 所 以 -x=x+X， 


XT(~y)= TX(y+y)= xy+ ry = ry. 

:0= rx(r+i+(~7r))= r+r(- x7)= rx -x* 
因而 (- -yy)+(z+y)=-x+(z+y)-y= yy- = 0， 
所 以 一 (zz+y) = 一 六 一 水 


rx’y~ xy- ryt+r := 0, 
将 多 习 xy 得 (利用 名 及 x? = zx) 

zy- ry- ry +ry=0, 
同样 由 y> 委 得 

yz yr ry t+ xy = 0, 


由 思 ,. 电 得 
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ry 一 zy = yy 一 Xxy, 的 


遇 ry + ry 二 Xiy 十 ry. 
因为 工 十 让 二 一 ,所 以 一 ry 二 一 Xx’y, 
即 xy = xy, 
代入 图 ,得 zy = x”. 9 
同 理 有 zy = 多 ， 9 
于 是 r=x = 7 y= ry == y. 
(c) 由 工 委 yy 得 外 ， 
(4)，y 得 ri*y -ry +xy~xy= 0, DD 
曲 . 工 得 — riy+ry—- x y+x= 0, (9 
D+ 名 得 
1 = @ 
代入 多 得 ry-X-xry+zx= 0, 
即 (z2 — x)y =- (x — xz). 内 
同样 由 > 所 > 得 
y = 了 2“ 四 
和 yz-xw -x%w+y =0. ® 
@B 两 边 同 乘 以 x* -x, 并 利用 多 得 
~- (rz ry t+(r ret (rr -(r 一)y= 0 办 
再 利用 多 得 
(x ~ rez+ (rx) + (x rz+(r -zz)=0 @ 
即 (x — x)z :+(x ~ x) = (x” — x)z. 9 
由 昌国 得 z= zy :yw = (zy) = xz’, 中 
于 是 由 从. 名 得 
(xz2 — x)z = (x — re) + (x’ ~ xz’) 
=— x+ Xz”, OO 
即 rz:z— xz -r+ x= 0， % 


即 得 x. 

2.3 设 E= 11,2,3,…,200},G = jalyazyas ,di0! CE, 
且 G 具有 下 列 两 条 性 质 : 

(1) 对 任何 1 过 i1 < 之 ;过 100, 恒 有 a; + oa 天 201; 
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9 六 


(2) > = 10080. 


试 证 明 ， G 中 的 奇数 的 个 数 是 4 的 倍数 , 自 G 中 所 有 数字 的 平方 和 
为 一 个 定数 . 
(中 国 离 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 
[证 ] ”由 已 知 可 得 


200 100 100 
Dk = Da? + 2)(201 -ai) 
=1 i i=] 本 
= 2 之 ai - 402 D0; + 201? x 100. 


由 (2) 及 上 式 得 > ai 为 解数 ， 


设 G 中 有 z 个 奇数 ， 则 由 上 式 可 得 
4 三 27 -0+4 (mod8), 

故 x 二 0 (mod4). 

2.4 对 于 11,2,3,…,n| 和 它 的 每 个 非 空子 集 , 我 们 定义 “交替 
和 ”如 下 :把 子 集 让 的 雪 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 ,然后 从 最 大 的 数 开始 
区 蔡 地 加 减 各 数 (例如 11,2,4,6,91 的 交替 和 是 9-6+4-2+1= 6， 
而 15} 的 交替 和 就 是 5). 对 于 mn = 7, 求 所 有 这 些 交 蔡 和 的 总 和 . 

(第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,集合 i1,2,3,4,5,6,7| 的 非 空子 集 共 有 27 ~- 1 = 127 
个 ,而 每 个 元 素 在 子 集中 均 出 现 2 = 64 次 . 

按照 题目 要 求 ,1,2,3,4,5,6 在 子 集中 的 排列 各 有 32 次 在 奇数 位 ， 
32 次 在 偶数 位 ,因此 子 集中 这 些 数 的 交替 和 为 0, 而 7 也 出 现 64 次 , 且 


均 取 正 值 ,所 以 所 有 子 集 的 交替 的 总 和 为 


7X64 = 448. 
2.5 设 是 一 个 大 于 3 的 整数 ,我 们 从 集合 {2,3,… ,nj 中选 出 
三 个 相 异 的 数 ,将 这 三 个 数 ,用 加 或 乘 连接 成 算式 ,并 可 用 括号 区 分 加 
法 与 乘法 的 运算 次 序 ,但 在 每 一 个 算式 中 选 出 的 三 个 数 恰 好 各 出 现 一 
次 ,考虑 用 这 种 方式 所 得 到 的 所 有 算式 . 
(1) 如 果 选 出 的 三 个 数 都 大 于 , 试 证 这 样 的 三 个 数 所 得 到 的 所 


有 算式 的 值 都 不 相等 . 
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(2) 设 p 为 质数 且 p 筷 Vn, 车 选 出 的 三 个 数 中 最 小 的 是 p, 而 由 这 
三 个 数 所 得 到 的 所 有 算式 的 值 并 不 完全 相 异 . 试 证 这 样 的 三 个 数 之 选 
法 总 数 恰 等 于 p - 1 的 正 因数 之 个 数 . 
(第 3 届 亚 太 地 区 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 ae,p,c 为 取出 的 三 相 异 数 , 可 令 a< 8<c, 其 所 可 能 结 
合成 的 算式 共有 八 种 : 
(1l)abc,c(a+ b),blc t+ a),a(b + c),at be,b+ca,c+ ab, 
at+b+ce. 
除了 a(5 + c) 可 能 与 a + bc 相等 外 ,其 余 两 两 不 等 . 
若 a(b+c)=at+&, 则 
(5b~a)(c-a)= a(a -1). 


因此 ca 之 a, 故 当 a > 了 时 ,这 八 个 算式 两 两 不 等 . 


(2) 注意 c-a 委 aa -1). 

因 a = p 志 Vn, 其 选 法 数 怡 为 p(p 一 1), 正 因数 个 数 之 半 即 为 (p 
一 1) 的 正 因数 的 个 数 (此 地 用 到 p 为 质数 ). 

2 .6 S 为 思 个 无 序 正 整数 对 (ae,p)(1 委 a<2 委 站) 所 成 的 集 , 


nz 


4 


只 滁 
二 1 梁 





证 明 至 少 有 4m : 一- 
c),(c,a) 都 属于 S. 


个 无 序 三 元 数组 (a ,5,c), 使 得 (a ,56), (5b， 


(第 1 届 亚 太 地 区 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 考虑 4 个 点 1,2,…,n. 如 果 (i,j) € S, 则 在 i 与 ;之 间 连 
一 条 线 . 我 们 来 求 这 个 图 中 的 三 角形 的 个 数 . 
设 (i,j) € S, 并 且 自 i 引出 的 线 有 4d; 条 , 则 以 (i,j) 为 边 的 三 角形 
至 少 有 d; + d; - n 个 .由 于 每 个 三 角形 有 三 条 边 , 所 以 S 中 至 少 有 


1 
3 2 (dit dn), QD 
(iDES 
个 三 角形 
>》) 1 = 7m,， >) n= nm. (D) 


(i ES (i DES 
对 于 每 个 固定 的 i, 恰 有 4a; 个 使 (i,j) € S, 所 以 在 中 的 4 出 
现 了 4d; 次 .注意 (i,j) 既 可 作为 自 i 引 出 的 边 ,又 可 作为 自 j 引出 的 边 ， 
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a 


被 计算 了 2 次 .因此 


2 (di+ dj;) = > 4， 
由 柯 丁 不等式， 
> 好 > (2 a ) = Tm) = 4 
由 山 ， @ 及 上 式 得 


2 ?71 一 -一 
T>3 (SE -mm )= 4m i 

2.7 已 知 一 对 互 素 的 正 整数 p > 9, 求 所 有 的 实数 c ,qd ,使 得 集 

全 4- |[¥ we Ns Cot eline NINEANS 


9,A UB = N, 这 里 NN 为 正 整 数 集 . 
(捷克 (和 和 斯洛伐克 ) 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 设 c 和 4 是 满足 条 件 的 一 对 实数 ,对 任意 正 整数 ,考察 集 
合 S55 = 11,2,…,mp| .显然 mp E A,mp 一 1E€ B, 并 且 S,, 中 伟 有 mq 
个 A 中 的 元 素 , 从 而 有 m(p - 9) 个 是 B 的 元 素 ,所 以 

[em(p—-aq)+d]= mp—1, 
即 mp-l<cm(p—-g)t+d< mp, 
p 1 d p 








Cc ， 
pq mp-9) DA 
于 上 式 中 令 mx 一 + co 取 极 限 , 即 得 c = 
由 此 可 得 

_ | 记 

B- |[s n+alnen| 


£ 
pa 











, 
n+ [n+talinEN|. QD) 
而 由 mp-1= [cem(p—-g)+dqd] 

= [mp+adlj= mp+laj, 
又 可 得 到 ”一 1 过 4 < 0. 我 们 改写 


i CE N| 
地 
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A= 











n+ [2 |in EN) 地 
因为 (p,q) = 1, 故 (p - gq,g) = 1, 从 而 存在 正 整数 人 ,Aw, 使 得 1 委 和 < 
户 一 gg, 和 Ap 委 9 县 








Mq-Ap-9qj)=1 @ 
Ag 
于 是 m+ | +a 
1 
= A+tu+|7 rdjeB 
a + [2 | 
q 
-p+ [2 
=u+A~-1€EA 
注意 到 一 1 世 d < 0, 且 b 关 a, 使 得 
-<d<0. 
上 面 得 到 实数 对 c ,qd 所 应 满足 的 必要 条 件 : 
c= ,<ad<o. 
PpP-g pp-q 
下 面 证 明 这 也 是 充分 条 件 , 邻 
Al 一 jal ya2，…,av|， 


Bi = 161,b2,.* D 
我 们 先 来 证 明 :A, 门 Bj = ¢w,A)j U Bi = SI, 
事实 上 ,因为 Aj C Si ,BC Si1,Ai,Bi,SIi 的 元 素数 分 别 为 q， 
一 9;p: 故 又 只 需 证 明 Ai 站 Bi = v. 
因为 a, = p,5,_。 = pp 一 1. 而 A、B 中 的 其 他 元 素 都 比 它们 小 , 故 
不 会 在 男 一 集中 有 相同 元 素 , 而 对 于 Al/iao| 中 的 任 一 元 素 


j+ | |,1<j<<g-1,j(p -9)/q 都 不 是 整数 ;对 于 Bi/46y-， 
中 的 任 一 元 素 5;,1 记 i 三 p~-g 一 1, 都 有 


| itadl=it| ?| 
PpP-—g PpP-g 
阁 有 下 整数 i,;,1 过 i<p-g,l 达 ;<g, 使 
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萎 1 小 











j + | y= = 6, = | |， 
ie(p -gq)j/g = m+a,gi/Ap~g)=k+B, 其 中 0<a<1,0<p 
< 1; 于 是 有 

j+(p- 9g)j/qg>j+[(p- q)i/g] 
. QL . 
二 it || 1 十 天 
=k+(p- aq)(k+ B)/g 
之 k+(p- gqg)k/g. 
从 而 ” ”j > 上 &, 这 样 一 来 ， 
j+|(p— gq)j/g] 
>k+l(p—- aq)(k + 8)/g| 
=i+[lgi/(p— gq)l|. 
下 导 . 故 AI 站 Bi =9p 且 4 Bi= Si. 易 知 


A= 避 IAy+ it 

有 = 局 Bi+ 乳 | 且 A 站 B= gp,AU B= NN, 故 命题 得 证 . 

2.8 集 4=izlsz = 和 1B= mlrk= 1 都 是 1 的 复 单 

位 根 的 集合 ,C = {zw 1 z E€ A,w€ Bi 也 是 1 的 复 单位 根 的 集合 , 问 
集合 C 中 含有 多 少 个 元 素 ? 


Nw 





(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 | 集 A 的 元 素 为 


多 一 cos < 十 isin < 
18 18 
集 B 的 元 素 为 
Ww = COS + isin < 
48 48 
ZU 二 cs( 2 + + isin( 沁 + | 
18 48 18 48 
2(8k + 31) .2(8k + 37) 
= 和 Sn 1 
因为 8 和 3 互 质 , 则 存在 整数 上 和 +, 使 
.8Bk+3t=1. 
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进而 ,存在 整数 ,i 使 
8k+3t= m 
取 m = 0,1,2,…,143, 则 得 到 xw 的 144 个 不 同 的 值 . 
于 是 ,集合 
C= Izw|lzE A,wEBI 
含有 144 个 元 素 . 
2.9 ”假设 项 链 A 有 14 个 珠 ;B 有 19 个 珠 . 证 明 : 对 于 每 一 个 奇 
数 n 之 1, 能够 把 数列 
{n,nt+l,nt+2,.,n + 321 
中 的 数 给 每 个 珠 标 上 ,使 得 每 个 数 恰好 用 上 一 次 且 相 邻 的 珠子 标的 数 
互 素 . 
注 这 里 一 个 项 链 可 以 看 成 一 些 珠 围 成 的 一 个 圆 ,其 中 每 个 珠 与 另外 两 
个 珠 相 邻 . 
(第 19 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 取 一 整数 mx 作为 待定 参数 ,1 二 mm 记 5. 
设想 用 连续 的 自然 数 n+m,n+m+1,…,n 十 m 十 13 这 14 个 
数 给 项 链 4 的 珠子 标 数 ,因为 一 对 相 邻 的 整数 总 是 互 素 的 ,所 以 ,只 要 
保证 nm 和 wr + mm +13 互 素 , 即 
(nimn+i+m+13)=1 OD 
我 们 的 标 法 就 合理 . 
再 设想 ,用 n+m+14 到 n+32(m+14 过 32) 及 nn 到 n+m 一 
1 为 项 链 B 的 珠子 标号 , 同 理 ,只 要 保证 


(n,n+32)=1 © 
和 (n+m—-l,n+m+14)=1 (3) 
我 们 的 标 法 就 合理 . z 


由 于 (a,5) = 《a,b - a), 因 此 .加 .@ 等 价 于 
(n+m,13)=1 
(n,32)=1 
(n+m—1,15))=1 
由 于 ”是 奇数 ,@) 式 自 然 成 立 . 
© 式 等 价 于 
m 关 1~n (mod3) © 


BOO 
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a 


m1 一 n (mod5) 
由 式 等 价 于 
m 关 -~- n (modl3) © 
因为 在 mx 的 可 能 的 个 数 11,2,3,4,$} 中 , 至 多 2 个 满足 mn 硅 1- 
n(mod3), 恰 有 一 个 满足 ”nw 寺 1 -nn(mod5), 至 多 有 1 个 满足 m 三 
— n(mod13). : 
因此 ,至 少 剩 下 
5S—-(2+1+1)=1 
个 m 的 值 满 足 要 求 . 
2. 10 (1) 对 什么 样 的 自然 数 nx > 2, 有 一 个 由 个 相继 自然 数 
组 成 的 集合 ,使 得 集合 中 最 大 一 个 数 是 其 余 n - 1 个 数 的 最 小 公 倍 数 的 
约 数 ? 
(2) 对 什么 样 的 nx > 2, 恰 有 一 个 集合 具有 上 述 性 质 ? 
(第 22 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] (1) 首先 ,我 们 指出 n 关 3. 否 则 , 设 1r,r+1,r+2| 具 有 题 
中 所 要 求 的 性 质 :(r +2) Ir(r+1l). 因 (r+l,r+2)= 工 故 有 (r+2) 
| 六 ,下 盾 . 
下 面 分 n 为 奇偶 数 来 分 别 讨论 宇 4 的 情形 . 
(i) 大 n = 2k, 因 一 1 为 奇数 , 故 个 数 的 集合 in 一 1,n,n+1， 
…,2(n 一 1)} 即 满足 要 求 . 
( 记 夺 n= 2k+1, 则 nn 一 2 为 奇数 , 故 个 数 的 集合 in 一 3,n 一 
2,n 一 1,…,2(n 一 2)| 即 满足 要 求 . 
由 (iD 和 (ii) 可 知 , 当 n 实 4 时 ,总 有 一 个 由 个 相继 自然 数组 成 的 
集合 满足 要 求 . 
(2) 我 们 先 来 证 明 ; 当 实 5 时 ,满足 要 求 的 个 相继 自然 数 的 集 
合 至 少 有 两 个 . 
(i) 淄 为 不 小 于 6 的 偶数 时 ,除了 (i) 中 已 给 出 的 一 个 集合 之 外 ， 
集合 fn 一 5,n 一 4,…,2(n -3)} 也 满足 要 求 . 
(ii) 当 n 之 9 为 奇数 时 ,除了 (1) 中 已 给 出 的 一 个 集合 之 外 ,集合 . 
In 一 7,n 一 6,…,2(n 一 4)} 也 满足 要 求 . 
(iii) 当 n = 5 时 ,12,3,4,5,6| ,18,9,10,11,12| 都 满足 要 求 ; 当 7 
= 7 时 ,14,5,6,7,8,9,10} 和 16,7,8,9,10,11,12| 都 满足 要 求 . 
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最 后 我 们 证 明 : 当 ”= 4 时 ,只 有 惟一 的 集合 13,4,5,61 满足 要 
求 . 
设 jk,k+1,k+2,k+3| 满足 要 求 , 即 k + 3 整除 上 ,k+1,k+2 
的 最 小 公信 数 .因为 (& + 2,k+3) = 1, 所 以 又 有 +3 整 除 &,k+1 的 
最 小 公 倍数. 又 因 (k,k +1) = 1, 所 以 (k + 3) 1 k(k+1). 
若 有 + 3 为 奇数 , 则 名 +1 和 有 + 3 是 两 个 相继 的 奇数 , 故 (有 +1， 
大 + 3) = 二 1. 所 以 (k++3) 1 (kk + 1) 可 得 ( ++ 3) 1 上 , 逆 盾 . 
若 上 + 3 为 偶数 , 记 上 + 3 = 2m ,于 是 有 
2m | 2(m ~ 1)(2m — 3). 
这 意味 着 和 1 2m ~ 3, 从 而 rx 13. 由 于 zm 关 1, 故 只 能 是 m= 3, 这 就 
证 明了 13,4,5,6| 是 满足 要 求 的 惟一 集合 . 
2.11 设 M 是 由 1985 个 不 同 的 正 整 数组 成 的 集合 ,其 中 每 个 元 
素 的 素 因 子 都 不 大 于 26. 求 证 :从 M 中 至 少 可 以 找到 一 个 由 四 个 不 同 
元 素 组 成 的 子 集 ,使 得 这 四 个 数 的 乘积 等 于 某 个 正 整数 的 四 次 方 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 因为 不 超过 26 的 素数 只 有 9 个 :2,3,5,7,11,13,17,19,23， 
所 以 对 任何 a € M, 必 可 写成 a = 2 .3%2 . … ,232° .显然 ,.aE M 被 
有 序数 组 (al ,a,,… ,ao) 惟一 确定 且 M 中 的 1985 个 数 对 应 于 1985 个 
不 同 的 数组 . 
数组 中 的 w 为 非 负 整 数 , 当然 可 能 是 奇数 也 可 能 是 偶数 ,但 从 奇 
偶数 角度 看 来 ,这 些 数 组 中 至 多 有 29 = 512 个 不 同 的 数组 ,使 其 中 任何 
两 个 数组 中 都 至 少 有 一 对 相应 数 奇 偶 性 不 同 . 换 句 话说, 如果 存 在 513 
个 数组 , 必 可 从 中 选 出 两 个 数组 (al ,az，…,ag) 和 (aa ,ao) ,使 
得 
a;+ai=28,(i=1,2,…,9) OD 
其 中 8 为 非 负 整 数 .因而 从 M 中 的 1985 个 数 所 对 应 的 1985 个 数组 中 ， 
可 以 选 出 513 对 数组 ,其 中 每 对 数组 都 满足 关系 式 ,并 由 关系 式 四 
给 出 对 应 的 数组 (B81, 8,,…, Bo). 再 由 抽 居 原理 ,这 513 个 数组 中 必 存 
在 (Bi,B,,… ,po) 和 (8 ,8 2 ,Bg) ,使 得 
B: + Bi; = 27;,(i = 1,2,.…,9). 
其 中 x; 为 非 负 整 数 . 于 是 , (B81,B,,…, By) 和 (B81,B' 2,…,8') 所 对 应 
的 4 个 数 的 相应 数组 满足 
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a +o +ai+a 一 28 + 28 7 = 47 (1 = 1,2,.…,9) 
这 意味 着 这 4 个 数 的 乘积 是 某 正 整数 的 4 次 方 . 
2.12 设 4 是 异 于 2,5,13 的 任 一 正 整数 ,求证 集合 12,5,13,d| 
中 可 以 找到 两 个 不 同 元 素 a ,5 ,使 得 ab - 工 不 是 完全 平方 数 . 
: (第 27 届 国际 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 显然 ,2. 5 一 1,2.13 一 1,5.13 一 1 都 是 完全 平方 数 , 故 只 
能 在 24 - 1,54d - 1,13d -1 三 个 数 中 来 寻找 . 
设 三 个 数 都 是 完全 平方 数 , 即 24d -1= zx,5d -1= y,l13d-1 
= xz*, 其 中 x,y,z 都 是 正 整数 . 
由 24g -1= x 和 知 xz 为 奇数 . 设 x = 2n 一 1, 于 是 24 -1= (27 
-1), 即 2 = 2n? 一 2n + 1, 这 说 明 4 为 奇数 . 
由 54d -1=y 和 13d4~1= xz? 知 y 和 z 都 是 偶数 . 设 y = 2p， 
z 一 2g, 于 是 24 = gqg -p= (g+p)(g -pp). 由 于 24 为 偶数 , 故 p 
和 g 县 有 相同 的 奇偶 性 ,从 而 p + q 与 q 一同 为 偶数 . 即 24 为 4 的 倍 
数 , 所 以 a 为 偶数 ,矛盾 . 
因此 24 一 1,54 -1,13d -1 中 至 少 有 一 个 不 是 完全 平方 数 . 
2.13 设 S= |1,2,…,n|] ,A 为 至 少 售 有 两 项 的 .公差 为 正 的 等 
差 数列 ,其 项 都 在 S 中 , 且 添 加 5S 的 其 他 元 素 于 A 均 不 能 构成 与 4 有 相 
同 公差 的 等 差 数 列 , 求 这 种 A 的 个 数 ( 这 里 只 有 两 项 的 数列 也 看 作 等 
差 数 列 ). 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 A 的 公差 为 4, 则 1 守 d 志 nn-1. 
分 两 种 情况 讨论 : 
(1) 设 ”为 偶数 , 则 


当 1 入 4 入 时 ,公差 为 4 的 A 有 4 个 ; 


当地 + 1d 志 nn -1 时 ,公差 为 4 的 A 有 nad 个 . 故 当 为 偶 
数 时 ,这 种 A 共有 
(+ 1 | - (过 + 可 | = 三 (个 ) 


(2) 设 n 为 奇数 , 则 
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当 1 达 4 委 时 ,公差 为 d 的 A 有 4 个 ; 
十 





2 
7 < 过 -1 时 , 公 善 为 & 的 A 有 n 一 4d 个 . 故 当 为 奇 
数 时 ,这 种 A 共有 


一 _ “2 一 1 
(+ (1+2+ + )= (个 ) 








两 情况 可 统一 为 :这 种 A 有 |[ 二 | 

2. 14 Z 是非 空 的 正 整 数 集合 ,满足 下 列 条 件 : 

(1) 者 x EZ2, 则 4x GE 2; 

(2) 若 x E€2, 则 [Vx] € Z([a] 表示 不 超过 a 的 最 大 整数 ). 

求证 :2Z 是 全 体 正 整 数 的 集合 . 

(日 本 数学 届 林 匹克 代表 队 选 拔 试 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 《bb 先 证 1E 2 

由 于 2Z 关 p, 因 此 存在 正 整数 ol E Z. 若 ai = 1, 则 已 满足 (i) , 现 
设 ai 之 2. 

今 f(x) 一 [vz], 则 a， > Val 守 Lal] 一 fl\al), 

若 又 有 f(x1) 实 2, 则 f(al) > f(f(al)), 

依 此 类 推 , 必 存 在 n ,使 得 

fliflat))=1 
nn 个 

所 以 1E 2Z. 

(ii) 证 4*€ 2. z 

由 1 € Z, 连 续 用 条 件 (1),4.1€ 2Z,4.:4€ 2,…,4"€ 2(n=0, 
1,2,.…). 
(iii) 考虑 € 2Z 的 条 件 . 

设 上 &,/ 为 正 整 数 , 则 

RAxr< LLCVr<l, 

FU kk<[vYr]<vr<l, 
即 kr Lk)<L, OD 
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综 泪 六 


FU OR 委 z< 1 全 去 帮 ARz))) < 7 © 
mn 次 
特别 地 ,在 名 中 着 1 = 上 +1, 则 由 


kf fT))) < +l 


个 


得 FFC f(7))) = 


个 


这 就 是 说 , 若 存 在 非 负 整数 x ,nn ,使 得 
二 和 < (ET @® 
则 kEZ. : 
(iv) 现 证 所 有 的 正 整数 有 € Z. | 
先 证 对 任意 的 正 整 数 &, 当 m 充分 大 时 ,总 存在 整数 ,满足 
2"logak En < 2"log(k+1) (4) 
为 此 ,我 们 令 s = jogs( 肯 +1) 一 logsk(>>0), 它 是 依 & 而 定 的 常数 ， 


区 间 了 二 [2*logsk,2”logs(k+1)] 长 度 为 2 因此, 当 mm 之 2logs 一 


时 ,区 间 工 的 长 度 就 大 于 上 ,于 是 在 了 中 至 少 存在 一 个 整数 2”. 于 是 四 式 
成 立 . 

因为 @ 式 与 @ 式 等 价 , 所 以 我 们 有 有 € Z. 

2. 15 (1) 用 小 计算 器 验证 ,对 每 个 整数 上 = 0,1,2,3,4,5,6,7， 
集合 11,5,10,24,28,42,47,51| 中 各 数 的 上 次 害 的 和 等 于 集 12,3,12， 
21,31,40,49,501 中 和 名 数 的 上 & 次 寡 的 和 . 

(2) 设 ”为 正 整数 , 是 否 可 以 找 出 两 个 无 公共 元 素 的 集 jal ,a,， 
sai,02 ,使 第 一 个 集合 中 各 数 的 上 次 寡 的 和 等 于 第 二 
个 集合 中 各 数 的 外 次 寡 的 和 ,其 中 外 = 0,1,2,…,n. 

(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 

[ 解 ] 《17) 略 . 

(2) 若 a 二 二 二 a 二 请 十 护 二 一 十 夺 ,1 之 育 志 n, 则 由 牛 
顿 关 于 和 寡 和 的 公式 可 知 a1,a,,… ,a, 的 初等 对 称 多 项 式 

Il 三 Cl 二 QQ2 十 十 Gy， 


I2 三 QI102 十 QlQ3 十 十 Cr-ian， 
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On = Q1Q2…Qn. 
与 51,b2,…,b, 的 初等 对 称 多 项 式 完全 相同 ,因而 al ,az，…,a 与 总 ， 
0 2 都 是 多 项 式 
了 ”一 or”! 十 2 + + (— 1)"o, 
的 个 根 ,从 而 
{161,02,° ,Onl = assa2, ,an!. 
因此 ,本 题 的 答案 是 否定 的 . 
2 :16 设 是 一 个 给 定 的 大 于 2 的 自然 数 ,而 V, 是 一 个 形 如 1 
+ kn 的 数 集 ( 其 中 & = 1,2,…). 一 个 数 m € V ,如果 不 存在 两 个 数 
PpP，9 € Vi, 使 得 pg = m, 则 称 mx 为 V 中 的 不 可 约 数 . 试 证 明 存 在 一 个 
数 EV ,这 个 数 可 用 不 只 一 种 方式 表示 成 数 集 V,, 中 的 几 个 不 可 约 
数 的 乘积 . 


作 汶 
入 11 加 


(第 19 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] VV = ll+n,l+2n,…,i1+ kn,…|}, 其 中 > 2,k=1， 
2 
因为 n > 2, 所 以 显然 有 n 一 1EV,,2n 一 1FV,; 并 上 且 n 一 1 与 2 
-1 均 不 可 能 分 解 成 n 个 V, 中 的 数 的 乘积 .而 
(n -1)22 -1)=1+(2n ~ 3)n€ VV,, 
(xn ~—1) =1+(n-2)n€ V,, 
(22 —1)* = 1+4(n- 1)n€ V,, 
易 知 ,(n 一 1)*,(2n 一 1)* 都 是 V, 中 的 不 可 约 数 ,并 且 当 nn 关 5 时 ， 
Cn 一 1)(2n 1) 也 是 V 中 不 可 约 数 ,而 n = 5 时 ， 
(n ~—1)(2n -1)= (n+ 1). 
设 7 = (nn -1) 022- 1, 则 因 
(nn ~— 1)2n m1) = 1+ [n(n 一 3)2+2(027 一 3) jn, 
可 知 rE V,. 
并 且 , 当 了 关 5 时 ,r 可 有 如 下 两 种 方式 表示 为 V,, 中 不 可 约 数 的 乘积 ; 
r= (n~1)(2n 1), 
r= [|(n -1)(2n ~ 1)][(n ~ 1)(2n -1)]. 
当 n = $5 时,r = (2 — 1):(2n - 1), 
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绑 站 六 


一 (〈7 十 1)4. 


由 此 可 见 ,存在 着 一 个 数 r € V, 它 可 以 用 不 止 一 种 方式 表示 为 


V, 中 几 个 不 可 约 数 的 乘积 . 
2，17 对 任何 非 空 数 集 S, 令 c(S) 和 r(S) 分 别 表示 S 中 所 有 


元 素 的 和 与 乘积 .求证 : 
1 


DD (+ 计 + 本 + 二 jy 


其 中 “ > ," 表示 对 11,2,…,n| 的 所 有 非 空子 集 求 和 . 
(第 20 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 因为 ol(S) = 之 天 ,所 以 
KES 
o(s) _ k ” k 
2 x(s) 2 -1 Sef x(s) 
其 中 “>, ”表示 关 于 含有 上 的 一 切 子 集 S 求 和 对 于 固定 的 & = 1,2,3， 
SR 


“1 , 则 











K 1 
2 705) SI3K nr(S\ |) 


- 








由 此 可 得 














= nt in- ntl) (+ ! | 


2 1 1 
一 n +2n—( + (1+ 二 + 二 + 
) 2 3 nn 
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2，18 ”一 个 数 集 的 和 是 指 它 的 所 有 元 素 之 和 . 令 S 是 一 些 不 超 
过 15 的 正 整数 组 成 的 集合 ,S 的 任意 两 个 不 相交 的 子 集合 的 和 不 相 
等 ,并 且 在 所 有 具有 上 述 性 质 的 集合 中 ,S 的 和 最 大 , 求 集合 S. 的 和 . 
(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 】 我 们 首先 证 明 S 至 多 有 5 个 元 素 . 
事实 上 ,和 若 S 至 少 有 6 个 元 素 , 则 其 中 元 素 个 数 不 超 过 4 的 非 空子 
集合 至 少 要 有 
Ci+CE+C+LCLE = 56( 个 ) 
这 些 子 集合 的 和 不 大 于 $4( 即 15+ 14 + 13 + 12 = 5$4) ,由 抽 屠 原则 ,56 
个 不 超过 54 的 正 整 数 至 少 有 两 个 数 相等 , 即 至 少 有 两 个 子 集合 的 和 相 
等 , 春 这 两 个 子 集 不 相交 , 则 与 题 设 “S 的 任意 两 个 不 相交 的 子 集合 的 
和 不 相等 "矛盾 , 若 这 两 个 子 集合 相交 , 则 去 掉 公 共 元 素 之 后 同样 出 现 
矛盾 . 
所 以 ,S 至 多 有 5 个 元 素 . 
下 面 来 构造 这 个 5 元 集合 ,使 其 元 素 尽 可 能 地 大 (因而 数 集 的 和 尽 
可 能 地 大 ). z 
S 合 15,14,13 之 后 ,不 能 含有 12 ,否则 出 现 15+12 = 14+ 13; 
S 可 会 11, 但 不 能 含有 10 与 9, 否 则 出 现 15+10 = 14+11,15+ 
9= 13+11; 
最 后 一 个 元 素 取 8, 则 
S = 115,14,13,11,8| 
lS+14+13+11+8=61 
于 是 ,所 求 最 大 的 和 为 61. 
2. 19 ”任意 给 定 h = 2”(r 是非 负 整 数 ). 求 满足 以 下 条 件 的 所 有 
自然 数 KK:; 对 每 个 这 样 的 K ,存在 奇 自然 数 mx > 1 和 自然 数 n ,使 得 


nh 
nr: —1 ' 
Kilm—-lm|ln 庆 +1. 


(中 国 国 家 队 选 拔 赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 对 于 有 = 27 ,约定 将 满足 题目 条 件 的 所 有 的 K 的 集合 记 为 
K( 有 hh ), 我 们 来 证 明 : 
K(1) = 127T7 1 S,r €E N,2¢17). 
将 用 到 以 下 事实 : 
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小池 
所 i 办 





27 一 
m 三 1(mod4)>2" 1 


1 
这 个 事实 是 显然 的 ,因为 
m2 —1 
m1 
(i) 先 证 : 若 S 守 2,247, 则 K = 2 € K(k). 
事实 上 ,存在 = 2 +1,n = m 一 1, 使 得 我 们 有 


了 尝 记 


= Cm rm +Dm +i)m+t1). 





; m2 -1 
27 一， 
ml m2? 1 m2 -1 
K 2 一 于 27072 一 ]) 
是 奇 自然 数 . 


所 以 ,K | ml1. 
m1 pr 1 
又 HK =(m-1) Kk EE- 1(modm), 
有 
所 以,m | nn ! 


(ii 再 证 :对 于 2k1,K = 2r44 € K(k). 
事实 上 ,存在 m = 41? + 1,n = 21, 使 得 我 们 有 


ml m* 一 | 





十 1 . 











= -一 27， 
K 2’°(m— 1) 
mm —!} m2 1 
~ nk = Cn ro 三 ~ 1(modm ). 
(iii) 用 反 证 法 论证 :对 于 0 所 9g 委 ,2 十 +， 


24 € K(h). 
若 对 K = 241, 有 m .n 满足 题 中 所 述 的 要 求 ,显然 有 (m,n) = 1. 
在 m 的 所 有 素 因 数 中 取 以 下 表示 中 指数 a 最 小 的 一 个 素数 pp: 
p=26+1,2x5b. 
易 见 2 | 办 一 1. 
“1 


一 方面 ,由 p 1n K + 1, 我 们 有 
m1 


(22 ) =- 1(modp). 
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男 一 方面 ,因为 22 | m 一 1,2%| 7 一 | 
所 以 ,有 


上 + 
| pi-l ml 


2, 十 一 
(12 一 Cn2 EC DO 


三 1(modp) 











矛盾 . 
结论 :对 于 天 =27KOR) = 12 |s,tE€EN,2+11. 
2.20 设 Ri,R,,… 是 由 下 列 规则 定义 的 正 整数 有 限 序列 族 : 
R(1) = (1); 
如 果 R,_1 = 《x1,…,X) ,那么 
R, = (12 x 1 ,2 rs ,1,2 sn ) 
例如 : R, = (1,2),R; = (1,1,2,3),R = (1,1,1,2,1,2,3,4). 
证 明 如 果 7 > 1, 则 RR,; 中 左 起 第 项 等 于 1 当 且 仅 当 R, 中 右 起 第 
& 项 与 ] 不同 . 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[证 ] 对 于 序列 w = 《xi,…,zxm) 定义 它 的 “展开 式 ” 
vo 二 (1 2， pr 1,2, ,7 ,2,0 ,Xr,, ). 
对 于 任意 两 个 序列 x = (zxzw) 和 zw = 《y1,… ,yi) 定义 它们 
的 并 列 
uv = (Xs Ts YW ). 
于 是 ,序列 族 Ri,R;,… 满足 递归 公式 : 
R, = R,_i(n). 
“展开 式 ” 和 并 列 的 运算 ,具有 下 列 十 分 重要 的 性 质 ; 对 任意 序列 x 
和 vw, 有 


下 面 我 们 先 给 出 一 个 类 似 于 杨辉 三 角形 的 序列 表 ， 我 们 暂且 将 这 
个 表 电 做 “ 假 杨辉 三 角形 ”( 图 在 下 页 ): 
下 表 “ 假 杨辉 三 角形 ” 构造 过 程 如 下 :第 一 行为 一 个 1; 第 ， 行 从 左 到 
右 ,第 一 个 序列 是 1, 最 后 一 个 序列 是 ,中 间 的 任何 一 个 序列 都 是 在 第 
n 一 1 行 上 与 它 最 近 的 两 个 序列 的 并 列 . 
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1 汪 





六 


A 人 和 人 


1112 112 123 1234 


人 A 人 人 A、 VON 


I lill2 1112112123 1121231234 12345 6 
可 以 证 明 , 在 用 这 种 方法 构造 的 “ 假 杨辉 三 角形 ”中 ,所 有 指 问 左 
下方 的 箭头 表示 序列 到 这 个 序列 的 展开 式 . 也 就 是 说 ,如 果 表 中 有 


PA 


那么 w = 
事实 上 上 ,对 于 | ' 假 杨辉 三 角形 ”中 的 前 两 行 ， RAR 
当 v 是 第 行 的 第 一 个 序列 或 最 后 一 个 序列 时 ,上 述 结论 显然 也 
成 立 . 
假设 v 所 在 行 数 < n 时 ,上 述 结论 成 立 . 当 v 处 在 第 n 行 ,但 不 在 
这 一 行 最 左 端 或 最 右 端 时 , 设 在 “ 假 杨 辉 三 角形 "中 ,v 的 附近 有 下 列 情 
况 : 


于 是 ,我 们 有 
w= uv= po= p=v. 

由 数学 归纳 法 原理 知 , 上 述 结论 对 表 中 任 一 序列 wv 都 成 立 . 

由 证 得 的 这 个 结论 可 知 ,“ 假 杨辉 三 角形 ” 中 的 第 nn 行 从 第 n -1 行 
得 到 的 规则 与 在 序列 族 Ri, R,,… 中 R, 从 R,_1 得 到 的 递归 法 则 完全 
一 致 ,因此 “ 假 杨辉 三 角形 ”第 行 所 有 序列 的 并 列 恰 是 R,. 

我 们 把 序列 (zj ,x2，,…,x,) 的 长 度 定义 为 该 序列 中 数 的 个 数 S. 
显然 ,在 “ 假 杨辉 三 角形 ”中 ,如果 序列 在 第 ， + 1 行 第 +1 个 位 置 , 那 
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么 这 个 序列 的 长 度 为 C(0 科 天 委 72) 

因为 C” = Cr ” ,所 以 这 个 三 角形 的 每 一 行 中 左右 两 边 序列 的 长 
度 是 对 称 的 ，. 

设 R, 的 左 起 第 k 个 数 和 右 起 第 & 个 数 分 别 是 a 和 65 .由 上 述 对 称 性 
可 知 ,车 a 属于 “ 假 杨 辉 三 角形 ”第 2 行 的 左 起 第 mm 个 序列 zx , 则 2 一 定 
属于 同一 行 的 右 起 第 nx 一 mx 个 序列 "我们 知道 ,wx 和 w 具有 相等 的 序 
列 长 度 ,而 县 如果 a 占据 x 中 左 起 第 /个 位 置 ,那么 6 必 占 据 v 中 右 起 
第 ! 个 位 置 . 设 由 p 和 gq 并列 得 到 ,ww 由 xv 和 s 并 列 得 到 : 


p 
[a [| [| [| 


由 于 对 称 性 ,a 和 和 & 或 者 分 别 来 自 p 和 s ,或 者 分 别 来 自 g 和 x, 且 在 这 两 
种 情形 中 ,显然 a 和 6 在 R,.i 中 也 占据 对 称 的 位 置 . 

下 面 证 明 本 题 的 主要 结论 . 

显然 ,对 n = 2, 结 论 成 立 . 

假定 直到 序列 R, -1 ,结论 成 立 . 

考虑 R; ,并 选择 占据 左右 对 称 位 置 的 同一 对 数 .如 果 这 对 数 是 R， 
中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 数 , 那 么 结论 显然 成 立 .否则 , R, 中 的 这 对 数 可 
在 R,-1 的 一 对 对 称 位 置 上 找到 .由 归纳 假设 可 知 ,此 时 结论 仍 成 立 . 

根据 数学 归纳 法 原理 ,本 题 结论 对 于 任意 自然 数 nx > 1 都 成 立 . 

注 ”在 题 设 条 件 下 ,还 可 以 求 尺 中 所 有 数 的 和 . 

事实 上 ,我 们 把 * 假 杨辉 三 角形 ”中 的 每 个 序列 都 用 序列 中 各 数 的 
和 代替 ,并 在 这 个 三 角形 的 右上 方 填 加 一 串 1( 如 下 图 ): 





1 
一 填 加 的 一 串 1 、 
这 样 , 恰 得 到 一 个 真正 的 杨辉 三 角形 . 因此 R 中 所 有 数 的 和 等 于 (1 + 
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六 六 


1)” 一 1, 即 22 -1 
2.21 考虑 实数 在 3 进 制 下 的 表达 式 . 氏 是 [0,1] 内 所 有 这 样 
的 数 z 的 集合 ,并 且 xz 的 每 位 数字 是 0 或 2. 如 果 
S = {r+y|lrx,yeE Ki, 
求证 : 
S= {zlI0z2) = {0,2]. 
(韩国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 


[证 ] 在 K 内 x 和 y 的 每 位 数字 是 0 或 2 ,因此 ,与 和 六 的 每 位 


数字 是 0 或 1, 从 而 二 + > 的 每 位 数字 在 3 进 制 下 是 0,1 或 2, 并 且 由 


yzEl0,lj,yE[L0,1] 
可 知 
本 + 广 E [0,1]， 

反 过 来 ,对 于 [0,1] 上 的 任何 一 个 数 , 它 在 3 进 制 下 的 每 位 数字 是 
0,1 或 2, 显 然 可 以 写成 两 个 在 3 进 制 下 每 位 数字 是 0 或 1 的 数 的 和 .也 
就 是 说 ,都 可 以 写成 二 + > , 工 ，y € KK 的 形式 ， 

因此 ,我们 有 

yy _ : 
(lz,ye K|= (0,1], 
故 得 | : 
S={r+t+ylx,yE€ K| = [0,2]. 


第 2 节 子 集 


2.22 集 S = 11,2,…,1990} .如 果 S 的 某 个 31 元 子 集 的 元 素 
和 被 5 整除 , 则 称 为 是 S 的 好 子 集 . 求 S 的 好 子 集 的 个 数 . 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 对 & = 0,1,2,3,4 定义 
= 1A:ACS,1A1= 31,A 的 元 素 和 寺 k(mod 5)| ,其 中 | A | 
表示 和 集合 A 中 元 之 的 个 数 .由 于 31==1 (mod 5), 若 {zx1, zx,…i,xai| 在 
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Fo 中, 则 {zi 十,x2 二 月 … ,X31 + 上 i 在 所 中 (这 里 x; + 大 于 1990 

时 , 则 用 zx; + & - 1990 代替 ). 显 然 ,这 是 Po 到 到 的 一 一 对 应 .因此 
FOI=I Fil=|Fl=|F|=|Fj. 

而 Fo, 让, 让,F;, Fy 无 公共 元 素 ， 


> Ri ci 
所 以 
| Fo 1 = 二 Ci 
2.23 给 出 一 个 集合 ,由 十 个 互 不 相同 的 十 进 制 的 两 位 正 整数 
组 成 .证 明 这 个 集合 必 有 两 个 无 公共 元 素 的 子 集 , 两 子 集 各 数 之 和 相 
等 . 


娘 11 和 洲 


(第 14 届 国际 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[证 ] 给 出 的 集合 M 的 子 集 一 共 24 = 1024 个 .除去 空 集 p 和 集 
AM 本 身 ( 因 为 gp 和 M 不 能 满足 题目 的 要 求 ) , 尚 有 非 空 真子 集 1024 - 2 
= 1022 个 . 

在 这 1022 个 非 空 真子 集中 ,元 素 之 和 均 不 大 于 9 x 99 = 891 , 即 这 
些 非 空 真子 集 的 元 素 的 和 所 可 能 的 值 不 多 于 891, 所 以 ,在 这 1022 个 子 
集中 ,至 少 有 两 个 子 集 ,例如 Mi C M,M CCM ,它们 含有 的 元 素 不 全 
相同 ,但 其 元 素 之 和 相等 . 

再 令 Ni = MI -(M 站 AM ),N = M-(M 站 NM2). 则 得 到 M 
的 两 个 不 相交 的 非 空子 集 Ni 和 Na2z ,它们 中 各 元 素 的 和 相等 . 

2 24 任何 一 组 m 个 非 负 数 的 几何 平均 数 是 它们 的 积 的 mm 次 
方 根 . 

(1) 对 于 那些 正 整数 n ,有 几 个 不 同 正 整 数 的 有 限 集合 S, ,使 得 
S, 的 任何 子 集 的 几何 平均 数 都 是 整数 ? 

(2) 有 没有 不 同 正 整数 的 无 限 集合 S, 能 使 S 的 任何 有 限 子 集 的 
几何 平均 数 都 是 整数 ? 


吵 瀚 


(第 13 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] (1) 个 非 负数 的 积 的 mm 次 方 根 是 整数 的 一 个 充分 条 件 
是 : 
已 知 的 m 个 数 都 是 非 负 整数 的 窜 ,并 且 罕 指数 是 mx 的 正 整数 倍 . 


| 





9 梁 访 


有 n 个 不 同 正 整 数 的 集合 S, 的 任意 非 空 子 集 可 以 含有 1 个 或 2 

本 或 n 个 元 素 , 因 此 ,只 要 这 些 元 素 是 正 整数 的 究 , 并 且 血 指数 是 
,1 ,的 公 倍数 ,例如 n1, 这 时 任何 子 集 的 几何 平均 数 就 是 整数 . 
“由 有 n 个 不 同 的 正 整数 的 n! 次 硕 , 所 以 对 于 每 一 个 正 整 数 ”， 
都 有 满足 条 件 的 ”个 不 同 正 整数 为 元 素 的 有 限 集 合 S,. 
(2) 这 样 的 无 限 集合 S 不 存在 . 
事实 上 ,如 果 有 不 同 正 整数 的 无 限 集合 S$, 它 的 任何 有 限 子 集 的 几 
何平 均 数 都 是 整数 . 
我 们 把 质数 p 在 正 整 数 a 的 标准 分 解 式 中 的 指数 上 , 记 作 
e{(p,a) = 上 上. 

设 a,b 是 S 中 的 两 个 不 同 的 元 素 . 

因为 a 关 5, 所 以 至 少 有 一 个 质数 p, 使 得 
e(p,a) el(p,b). 

依 假设 ,对 任意 正 整数 mw,S 有 nm 元 子 集 ia,nl,n2,…,n;_!| 和 
16 ,A172 Nm-1) ,它们 的 几何 平均 数 是 整数 ,此 时 ,质数 p 在 子 集 
里 各 数 中 的 指数 的 和 应 该 是 mm 的 倍数 , 即 

e(p,a) + e(p,n) te +e(p,nm1) 
和 Apo) + ep nd) tt elp a ) 
都 应 该 是 m 的 倍数 ,从 而 它们 的 差 即 
e(p,a) ~ el(p,b) 
也 是 m 的 倍数 ,由 于 m 是 任意 的 ,所 以 只 有 零 才 是 任意 正 整 数 的 倍数 ， 
下 
e(p,a)— e(p,b) = 0, 
或 el(p,a) = e(p,b). 

这 与 e(p,a) 并 e(p,5b) 相 蔬 大. 

所 以 这 样 的 无 限 集合 S 不 存在 . 

2，25 找 出 具有 下 列 性 质 的 一 切 正 整 数 :使 集合 jn,n+1,n+ 
2,n+3,n+t+4,n +S} 可 以 分 成 两 个 不 相交 的 非 空子 集合 ,并 朋 一 个 子 
集中 所 有 元 素 的 积 与 另 一 个 子 集中 所 有 元 素 的 积 相等 . 

(第 12 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 

[ 解 ] 假定 存在 自然 数 满足 所 指出 的 性 质 , 即 : 集 合 {fn,n + 1， 
n+2,n +3,n 二 4,n 十 5| 能 够 分 成 两 个 非 空 的 不 相交 的 子 集 ,其 中 一 
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个 子 集 的 所 有 元 素 之 积 等 于 男 一 个 子 集 的 所 有 元 素 之 积 . 那么 这 个 积 
中 所 有 因数 p ,都 能 整除 n,n + 1,n +2,n 十 3,n 十 4,7 十 $5 这 六 个 达 
续 自 然 数 中 的 至 少 两 个 数 .因此 ,这 样 的 质 因数 p 只 能 是 2,3 和 5. 
显然 ,5 不 可 能 出 现在 中 间 4 个 数 中 ,所 以 , 数 2+12+2,722+3， 
2 +4 仅 有 质 因数 2 和 3, 而 在 这 四 个 连续 数 中 人 恰好 有 两 个 连续 奇数 ,这 
两 个 连续 奇数 不 可 能 有 质 因子 2, 只 可 能 有 3, 所 以 这 两 个 连续 奇数 必 
须 是 3 的 整数 次 窜 . 另 一 方面 , 差 和 一 3”(k>>m 之 1 或 m > 上 有 宇 1) 
不 可 能 等 于 2( 或 -2). 从 而 两 个 3 的 整数 次 军 不 可 能 是 两 个 连续 奇数 . 

以 上 了 矛盾 说 明 ,满足 题 设 条件 的 正 整数 ”不 存在 . 

2 .26 ” 试 将 集合 i1,2,… ,1989| 分 为 117 个 互 不 相交 的 子 集 A， 
(7 = 1,2,…,1171，, 使 得 

(GD 每 个 A; 都 含有 17 个 元 素 ; 

(ii) 所 有 A; 中 各 元 素 之 和 都 相同 . 

(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 合 

[ 解 ] 因为 1989 = 117 x 17, 故 可 将 11,2,…,1989| 顺 次 分 成 17 
段 ,每 段 含 117 个 数 . 现在 我 们 把 每 段 117 个 数 适当 地 分 别 放 入 Ai， 
42,…,417 中 以 使 条 件 (ii) 被 满足 . 

从 第 四 段 数 开始 , 将 偶数 段 的 数 从 小 到 大 依次 放 人 Al,A,,…， 
Ai 中 ,将 奇数 段 的 数 从 大 到 小 依次 放 和 人 这 117 个 集中 . 易 见 ,所 有 集 
中 的 14 个 数字 之 和 都 相等 .于 是 问题 归结 为 如 何 将 前 三 段 数 11 ,2,…， 
351i 放 人 每 个 集中 三 个 旦 使 三 数 之 和 都 相同 . 

把 这 些 数 中 3 的 倍数 抽出 来 从 大 到 小 排 好 :1351,348 ,345,… ,31 ， 
共 117 个 数 ,其 余 的 234 个 数 按 从 小 到 大 排列 并 分 成 两 段 ,每 段 117 个 
数 , 即 11,2,4,5,7,…,175| 和 i176,178,179,…,3501 ,将 这 三 组 数 顺 次 
放 人 A1,A2,…,Ai 之 中 便 满足 要 求 .事实 上 , 若 将 第 二 组 数 与 第 三 
组 数 中 次 序 相同 的 数 相 加 , 则 其 和 为 1177,180,183,186,…,525} .由 此 
可 见 , 放 人 Aj;(i = 1,2,…,1171 的 三 数 之 和 均 为 528. 

2.27 设 集合 S, = 11,2,…,nj, 若 义 是 S, 的 子 集 ,把 多 中 的 
所 有 数 的 和 称 为 X 的 “容量 "(规定 空 集 的 容量 为 0). 若 XX 的 容量 为 奇 
( 偶 ) 数 , 则 称 X 为 S 的 奇 ( 偶 ) 子 集 . 

(1) 求证 :S, 的 奇 子 集 与 偶 子 集 个 数 相等 . 

(2) 求证 : 当 nn 宇 3 时 ,S, 的 所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 与 所 有 侦 子 
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六 


集 的 容量 之 和 相等 . 
(3) 当 n 之 3 时 , 求 5, 的 所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 用 数学 归纳 法 证 . 
(1) 记 5; 的 奇 子 集 和 侦 子 集 的 个 数 分 别 为 a 和 6。,. 
当 2 = 1 时 ,S,) 仅 有 奇 子 集 11 和 侦 子 集 #$, 故 aj = 61=1. 
设 = 上 时 ,结论 成 立 , 即 wa = 让, 要 证 骨 we = brsi. 
Sn+1 的 所 有 子 集 可 以 分 成 两 类 : 一 类 包含 有 & + 1, 一 类 不 包含 
k + 1. 考虑 不 包含 & + 1 的 子 集 , 根 据 归 纳 假设 ,不 包含 上 + 1 的 子 集 
中 , 奇 子 集 和 偶 子 集 分 别 有 a 个 . 今 将 有 + 1 加 入 原来 不 包含 &+ 1 的 
子 集中 , 即 得 到 所 有 含 上 + 1 的 子 集 ,显然 , 若 有 + 1 是 偶数 ,原来 的 奇 子 
集 仍 变 成 奇 子 集 ,原来 的 偶 子 集 仍 变 成 偶 子 集 .车 + 1 是 奇数 ,原来 的 
奇 子 集 变 成 偶 子 集 , 偶 子 集 变 成 奇 子 集 . 因 此 ,不 管 上 +1 是 奇数 还 是 偶 
数 ,包含 &+ 1 的 子 集 中 , 奇 子 集 和 偶 子 集 也 都 为 a4 个 . 故 S, 中 ，, 奇 子 
集 和 偶 子 集 的 个 数 都 是 2a; ,所 以 wy = bii. 
根据 归纳 康 理 知 ,对 所 有 的 ,a, = 5,. 
(2) 记 5; 的 奇 子 集 和 偶 子 集 的 容量 和 为 A, 和 B,. 
当 n = 3 时 ,S$S3 有 4 个 奇 子 集 :11} ,131 ,11,2| ,12,3|. 有 4 个 偶 子 
集 ;$,121 ,11,3} ,11,2,3] ,直接 计算 得 A; = B; = 12. z 
设 n= k( 上 之 3) 时 ,有 As = Bi, 现 在 我 们 来 证 明 As;1 = Bwi. 
将 有 + 工 加 和 不 含 &+ 工 的 子 集中 , 即 得 所 有 含 上 + 1 的 子 集 .根据 
归纳 假定 : 
当 & + 1 为 偶数 时 : 
AI= A + (A t+ (k+l1)ak) = 2A: + (k++ 1)ak, 
Bl = Be + (Be t+ (Rk + 1)6) = 2B, + (k + 1)b,. 
当 有 + 1 为 奇数 时 ; 
Axrr1 = Ar + (Bit+(k+1)b) = A + B+ (k + 1)6,, 
Biri = Bet (Art+(k+1)a)= At+B,. +(k+1)ak. 
因为 A = Bi,ak = 奴 , 所 以 总 有 Al = Bri. 
根据 归纳 原理 ,对 所 有 x 宇 3, A, = B,. 
(3) 5S; 的 任 一 子 集 A, 令 其 补 集 为 B, 则 A 与 B 的 容量 之 和 即 为 
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S, 的 容量 , 邑 1+2+… 二 n= 二 n(n + 1) 介 2, 因此 ,S, 的 所 有 子 集 容量 
之 和 为 、 
n(nt1) 


2 。 7 = 2 n(n + 1), 
注意 到 A,, = B, , 即 知 
A = 2 Et = 23 (n+ 1) (n > 3). 


2.28 设 S= ial,a2,…,a,! 是 整数 的 一 个 集合 ,其 中 +r >1. 对 
于 5 的 非 空 子 集 4 ,定义 p(A) 为 A 中 的 一 切 整 数 的 乘积 . 设 m(S) 表 
示 p(A) 的 算术 平均 数 ,这 里 A 是 S 的 一 切 非 空子 集 . 
大 m(S) = 13, 且 有 一 正 整数 c++ 使 得 mm 人 (CS U lc) = 49, 试 
确定 ai,az，…ar 及 arrl 的 值 . 
(第 20 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 4= aa EN 则 4 的 所 有 非 空子 集 的 每 
一 子 集 元 素 之 积 的 和 为 
a1tazt +tart (lat + a 十 和 十 Qnrlan) + 
(alQ2a3 Tt + an1an1) + + ala2'" a 
= (1l+a)(l+a)…(l+a,)-—1 
而 A 的 所 有 非 空 子 集 的 个 数 为 2” - 二, 因此 
(1 + an(l+az)(l+a)—1 
2"—1 : 
即 (1 + a (i+a,)—1= m(A)(2" -1), 
由 此 可 得 
(2 1)m(SU {ard)+1 
= (1 + a)(l+ a)(l+ ary1) 
= [m(S)(2" —1) + 1](1+ a.). 
因为 mx(S) = 13,m(S U jiall) = 49， 
所 以 ”49(2"*1 ~1)+I : 
= [13(27 ~ 1) +1](l+ a,r), 





m(A)= 


从 而 得 z z 
12(a, ,1 一 3) 


2 = 一 一 一 一 . 
13a 1 一 83 i | D 





a 


注意 到 上 式 的 右边 是 wst 的 函数 ， 它 在 【- oo, 号 ) 和 
三 ,+ oo )} 上 都 是 减 函数 , 并 且 当 a,， = 1 时 ,GD 式 的 左边 等 于 


所 以 当 ci = 1,2,3,4,5,6 时 ,@ 式 右边 是 小 于 1 的 数 . 
但 当 a,;| 宇 8 时 ,@ 式 右边 除去 a,;1 = 49 外 ,不 是 整数 (at = 49 
时 ,2” = 1, 所 以 xr = 0, 与 + > 1 矛盾 .), 所 以 a,;i1 = 7, 于 是 由 也 式 得 
12x4 
91-85 
故 rr -3. 
并 且 (1 + a)(l + a2)(l + a;) 
= (23-1)m(S)+!1 
=7xX13+1, 
于 是 我 们 有 
(1 ta)(l+a)(l+a;3)= 902=2x2x23. 
由 此 可 得 惟一 的 正 整数 解 是 : 
lj+al=2,1+t+a;=2,1+a;= 23. 
即 al = 1,a; = 1,as = 22. 
除 此 之 外 还 有 13 组 整数 解 ,这 可 由 92 关于 整数 的 不 同 分 解 得 到 . 
它们 分 别 是 : 
(0,0,91),(—2, —2,91),(—2,0, —93),(0,1,45),(—2,—3,45), 
(—2,1, ~ 47),(0, ~ 3, — 47),(0,3,22,),(— 2,— 5,22), 
(—2,3, — 24),(0, — 5, — 24),(— 3, -3,22),(~ 3,1, —- 24). 
2.29 令 工 = 19* 1 为 整数 ,0 过 4000| ,已 知 9%%% 有 3817 
位 数字 , 它 的 最 左边 的 数字 是 9, 问 全 中 有 和 多少 个 元 素 以 9 为 最 左边 的 
数字 ? : 





(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 一 个 引 理 : 若 9: 的 最 左边 数字 是 9, 则 9 1 的 最 左 
边 数字 必 是 I. 
事实 上 ,车 9 1 的 最 左边 数字 是 2,3,4,5,6,7,8, 显 然 9T1x9= 9 
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的 最 左边 数字 不 可 能 是 9. 
若 97 1 的 最 左边 数字 是 9 时 , 则 
9'-1 < 999…， 
9: = 9!1 x 9 < 899.… 
从 而 9! 的 最 左边 的 数字 也 不 可 能 是 9, 故 引 理 成 立 . 

另 一 方面 ,车 9! 的 最 左边 数字 是 2,3,4,$,6,7,8,9 时 ,把 9 一 再 
乘 以 9, 最 左边 会 出 现 进位 , 即 9% 比 9 二 ! 增加 位 数 . 

而 9 二 的 最 左边 数字 是 1,9:' 的 最 左边 数字 为 9 时 ,从 9 到 9: 没 
有 增加 位 数 .这 就 是 说 ,从 9:-1 到 9: 时 , 若 9: 最 左边 数字 是 9, 就 没有 增 
加 位 数 . 

”因为 10 有 4001 位 ,9400 有 3817 位 ,所 以 在 连续 求 9 的 军 时 ,有 
4001 — 3817 = 184 
次 没有 进位 . 

因此 ,9* 有 184 个 元 素 以 9 为 最 左边 的 数字 . 

2，30 S 为 n 个 正 实数 组 成 的 集 ,对 S 的 每 个 非 空 子 集 A, 令 
f(A) 为 A 的 所 有 元 素 的 和 .证 明和 集 { f(A):A 忆 SS,A 关 和 可 以 分 拆 
为 » 个子 集 ,每 个 子 集中 最 大 数 与 最 小 数 的 比 小 于 2. 

(第 11 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 设 S 中 元 素 为 (0 <)i < zz 人 < 如 
令 - Si1 = 1/(A):A = {lull, 

S = f(A):u +t ut + up] < fA)Sutut++u,|, 


中 注 
域 1 浴 


(k= 2,.…,n.) 
因为 w+ uz+… + wu 是 f(A) 的 最 大 值 ,所 以 每 一 个 f(A) 的 值 
属于 某 个 S,. 


在 Si 中 最 大 数 与 最 小 数 相等 (等 于 xi ) , 故 其 比 为 1(< 2). 当天 之 
2 时 , 知 tp < MI 十 2 十 … 十 us-1; 则 Sg 中 最 大 数 与 最 小 数 之 比 小 于 
ult ut + un 
2. 
Ut u2 t+ Hg-l 
帮 >> 二 2 二 十 -1; 则 ww EE Si, 又 因为 满足 FA) > 可 
十 H2 十 十 的 集 A 必 含 有 某 个 ,i 实 .所 以 Uk 是 SS 中 最 小 元 
素 , Si 中 最 大 数 与 最 小 数 的 比 
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人 2 


2 : . 
总 之 ,对 于 任意 的 正 整 数 上 委 n,Si 中 最 大 数 与 最 小 数 之 比 都 小 于 
2, 所 以 S;,S;，,…,S, 是 符合 要 求 的 分 拆 . 
2.31 用 sz(S) 表示 非 空 整数 集 S 中 所 有 元 素 的 和 . 设 
A = {al,a2,…,all| 是 正 整数 集 , 且 ai < as < …< all. 符 对 每 个 正 
整数 ” 委 1S00 ,存在 A 的 子 集 S ,使 得 c(S) = 2 . 试 求 满足 上 述 要 求 的 
aio 的 最 小 值 . 
(第 21 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 令 S =ar+az+…+ea 委 2 魏 1). 由 题 设 知 ,存在 下 
标 m ,使 5S,,_1 < 1500 委 S, .于 是 ,对 于 2 委 有 和 过 加 ,有 了 区 < 委 Si +1 
这 是 由 于 若 ww > S,， +1, 而 cl +…+a = S， .这 样 ,就 不 存在 S 
CA4, 使 cc(S) = SI+ 工 所 以 
Si = + S2S 1+1， 全 
由 题 设 知 Si = al = 1 ,于 是 ,由 全 用 归纳 法 可 推 得 
Si R21(Q<hQAm), 区 
由 1500 志 5S, 过 2”-1, 得 m= 11. 
再 由 人 得 
SI -1 
7 SCA-1 (k= 1,2,.…,10). 
由 于 Si 是 自然 数 ,因此 
Ee {$21, 
[| 大 下 Xx 的 最 小 整数 .特别 地 ,有 
sf[2 5 —]>1 -t= 750， 
又 Sg 过 23 -1 = 255, 于 是 
2aio > ag t+ ay0 = S10 ~ Sg > 495. 
所 以 ,aio 之 248. 
为 一 方面 ,我 们 可 以 根据 以 上 的 一 些 不 等 式 , 构 造 一 个 符合 要 求 的 
集合 A ,并 且 aio = 248. 具体 地 , 取 
A = 11,2,4,8,16,32,64,128,247,248,750|. 
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由 于 2S$S$S=27+26+…+2+20， 
于 是 ,利用 二 进 制 表示 可 见 , 当 ? 委 2553 时 ,可 找到 SC 11,2,4,…， 
128} ,使 rc(S) = .从 而 , 当 坟 过 255+247 = 502 时 ,存在 SC ji1,2， 
4,…,128,247| ,使 ol(S) = n; 当 nn 过 502 + 248 = 750 时 ,存在 SC 
11,2,…,128,247,2481 ,使 s(S) = n; 当 nn 志 750+750 = 1500 时 , 存 
.在 SCA, 使 so(S)<= nn. 

2.32 记 Q 为 有理 数 集合 , Q 的 非 空子 集 S 具有 以 下 性 质 : 

(1) 0 &S. 

(2) 若 sj ES,s>€S, 则 $1/5S2 EE S; 

(3) 存在 一 非 零 有 理 数 ,9 &S 目 每 一 个 不 在 S 中 的 非 零 有 理 数 
都 可 写成 gs 的 形式 ,其 中 E S. 
证 明 : 夺 x € S$S, 则 存在 y,z € S, 使 t= ytz. 

(第 4 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[证 ] 假设 s€ S, 令 si = ss = S, 则 si =1E€ 5S. 合 

令 S =15 = 二 5s, 则 1/s ES 

车 1 ES, 邻 sj = 1,s2 二 1/s, 则 

sis2 二 1A1/s) = st € S( 这 样 就 是 乘法 意义 下 的 解 ). 

假设 x 是 一 个 非 零 有 理 数 ,车 x ES, 则 w = gs, 其 中 s € S, 于 是 
我 们 有 vw* = qs. 

若 9 和 &S, 则 可 设 o = qt(t € S), 则 

9 三 tC€S, 逆 盾 . 

所 以 gq €E S,u€S. | 

假如 x € S, 则 由 (3/5)?,(4/5)? 为 平方 数 可 知 ， 

Xx(3/5)* € S$,r(4/5) 2 €S. : 
但 r= x(3/5) + x(4/5). 
故 命题 得 证 . 

2.33 求 正 整数 &, 使 得 集合 X = 11990,1990 + 1 工 …,1990 二 大] 
能 被 分 拆 为 两 个 互 不 相交 的 子 集 A 与 B,A 中 元 素 的 和 等 于 B 中 元 素 
的 和 . 


二 1 


(第 31 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 我 们 证 明 当 有 生 仅 当 : 
(1) 上 上 寺 3 (mod 4), 或 


世界 数学 奥 林 号 克 解 是 大 辞典 183 





(2) &=0 (mod4) 且 & 达 92 时 ,X 可 分 为 满足 要 求 的 子 集 人 4， 


代 首先 我 们 确定 & 应 满足 的 条 件 . 
X 中 元 素 之 和 
k(k+1) 


1990(k+1)+ 7 


应 当 是 偶数 ,因此 4 | &(k + 1). 
k=0 (mod 4), 

或 k 汪 3 {mod 4). 

车 Rs=0 (mod 4), 则 1 XX 1= 有 + 1 为 奇数 ,不 妨 设 k= 2m,m 

为 偶数 ,而 
1 Al 宇 mw+1,1B|I nm, 

这 时 A 中 元 素 和 
a 之 1990+ (1990 + 1)+:… + (1990+ np) 


= 1990(m + 1) + tt 


B 中 元 素 和 
< 巡 (1990 上 了 二 1) 十 … 十 (1990 + 21) 
= 1990m + zz 十 的 
因此 m* > 1990. 


因为 m 是 偶数 ,所 以 
m 之 46,&R 之 '92. 
下 面 我 们 证 明 ,条 件 也 是 充分 的 . 
情况 1:& 三 3 {mod 4). 
这 时 X 的 元 素数 目 是 4 的 倍数 ,由 于 每 4 个 连续 整数 的 集 可 以 分 
为 两 个 不 相交 的 子 集 , 具 有 相同 的 和 ,所 以 X 具有 同样 的 情况 . 
情况 2:& 志 0 (mod 4), 之 92. : 
在 上 有 = 92 时, 今 
Ar = 11990, 1991,1992,…,1990 + 461， 
Bi = {1990 + 47,1990 + 48,… ,1990 + 92}, 


则 后 者 元 素 和 多 (47 - 1) x 46 - 1990 = 126, 将 Ai 中 的 1990 与 如 | 中 
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的 1990 + 63 对 调 , 则 对 调 后 的 两 个 集合 即 为 所 求 ( 即 元 素 和 相等 ) 
在 &>92 时 ,由 情况 |， 
11990 + 93,1990 + 94,-…,1990 + 大 | 
( 它 的 元 素 个 数 为 4 的 倍数 ) 可 以 分 为 两 个 不 相交 的 子 集 , 具 有 相同 和 ， 
所 以 结合 上 面 对 衣 = 92 的 讨论 ,X 具有 同样 的 性 质 . 
2.34 设 n,m,k 都 是 自然 数 , 且 w1 实 .证 明 ; 如 果 
1+2+… 十 开 二 1772R， 
则 可 将 数 1,2,…, 分 成 &k 组 ,使 每 一 组 数 的 和 都 等 于 . 
(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 当 n = 1 时 ,结论 显然 成 立 . 
假设 对 一 切 小 于 nn 的 参数 结论 成 立 , 我们 来 考察 集合 S， 
2,… ,7 的 情形 . 


如 果 jm=n ,那么 (7 +1) = 上 为 整数 ,于 是 可 按 如 下 方式 分 组 : 


1 {ln 11,{2,n ~ 21,.…, (0 一 DO 十 荆 ) | . 


如 果 mm = n +1, 那么 为 偶数 , 则 分 组 方式 具有 形式 ，; 


{1,n! ,12,n -1 

对 其 余 情 形 再 分 三 种 情况 讨论 : 

情况 1:2 +1< mx 之 2n,m 为 奇数 .我 们 先 从 S, 中 分 出 S, ,1 = 
11 ,2,… ,7 一 71 一 1| ;再 将 其 余 2n -m+ 1 个 数 两 两 配对 ,使 各 对 之 和 毕 
为 m:im 一 n,nl,im-n+l,n -1|,…, | ~ D) ,3 (m + 1)i1. 
由 于 S,,_,-! 中 的 数字 之 和 为 


(mn DD)(m—n) | 


一 于 [mo — m(2n+ 1)1+ Fal + 1) 

= 中 | 本 Cn 一 27 一 工 ) 十 |， 
知 该 和 数 可 被 mm 整除 ,日 因 衬 m-n-1， 于 古 由 归纳 假设 知 ， 可 将 
S,，，1 中 的 数字 分 组 ,使 得 各 组 数字 之 和 皆 为 x. 
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情况 2:n +1< mx 过 27n,m 为 偶数 ,这 时 ,我 们 仍然 先 从 S, 中 分 
出 S,,_,-! 来 ;并 先 将 其 余数 字 两 两 配对 ,使 各 对 数字 之 和 为 mm: 1m 一 


nsnj,im—n+l,n ~ 1),.…, 一 1 了 + 11+ ,这 时 还 贡 下 一 -个 数字 


了 ,Su -， 1 中 的 数字 之 和 可 以 表示 成 了 (mm -~ 2n -1+ 2k) 的 形式 , 它 
可 被 整除 ,又 由 i 过 24 得 过 24 -2,7 宇 吏 一 一 1. 于 是 由 归 
纳 假设 知 , 可 将 S,,_,_1 中 的 数字 分 为 m 一 2n 1+ 2k 组 ,使 每 组 之 和 


丝 为 二 .由 于 m 一 2n 一 1+ 2k 是 一 个 奇数 ,所 以 当 将 刚才 剩 下 的 单独 


一 个 数 了 作为 一 组 补 入 其 中 后 , 即 可 将 这 些 和 为 的 组 两 两 合并 ,使 
得 各 组 之 和 都 成 为 m. 
情况 3: mx 宇 2n. 此 时 = tn + 1), 所 以 一 2k 之 
2k 一 1 之 0. 我 们 从 S, 中 分 出 S， 2 后 者 中 的 数字 之 和 为 
了 (n -2k)(n — 2k+1) 


二 n(n + 1)— kl2n+1)+ 2k*. 


它 可 被 & 整除 , 且 所 得 之 商 不 小 于 nn - 2&. 这 是 因为 
(n—2k)(n—-2k+l1 1 

z 2 
于 是 由 归纳 假设 知 可 将 S,_2s 中 的 数字 分 为 组 ,使 各 组 之 和 相等 ,再 
将 剩 下 的 2k 个 数字 两 两 配对 ,使 各 对 数字 之 和 相等 :jn -2k + 1,nj}， 
i 一 2k +2,n 一 11,…. 然 后 再 将 这 & 对 数字 分 别 并 和 前面 所 分 出 的 
组 数字 , 即 可 得 到 合乎 需要 的 & 组 数字 . 

2.35 集合 100,01,…,98,99} 的 子 集 X 满足 :在 任 一 无 穷 的 数 
字 序 列 中 均 有 两 相 邻 数字 构成 X 的 元 素 ,X 最 少 应 含 多 少 个 元 
素 ? 

1 (第 52 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 对 于 任意 ;JE 10,1,…,91 ;和 X 应 当 包 含 忆 或 产 之 一 (否则 
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故 | XX | 实 55. 
另 一 方面 ,如 果 X = |ij10 声 i 之 7 志 9|, 则 X= 55, 且 对 任 一 无 
穷 序 列 , 设 i 为 它 所 含 的 最 小 数字 ,j 为 i 的 后 一 项 , 则 jj € X. 
因此 X 最 少 含 55 个 元 素 . 
2.36 S 是 |1,2,…,19891 的 一 个 子 集 , 而 且 S$ 中 任意 两 个 数 的 
差 不 能 是 4 或 7, 那 么 S 中 最 多 可 以 有 多 少 个 元 索 ? 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 : 集 合 11,2,…,1989} 中 任意 11 个 连续 整数 中 最 
多 有 5 个 能 是 S 的 元 素 . : 
事实 上 , 设 工 = 11,2,…,11 .我 们 考察 的 子 集 {1,51, 12,9}， 
13,71 ,14,11 ,16,101 ,181 ,显然 ,它们 中 的 每 个 子 集 至 多 有 一 个 元 素 
属于 S. 
若 工 中 有 6 个 元 素 属于 S, 则 有 
8€ SI1KE S—>5 € S>9K S52 € S65>10€ S 一 3 
EE STE S 一 11 ES=>4€ 5S=8 ES. 
从 而 出 现 矛 盾 . 
所 以 了 中 至 多 有 5 个 元 素 属 于 S. 
有 5 个 元 素 的 工 的 子 集 是 存在 的 ,比如 : 
T = |1,3,4,6,9|, 
设 A= +1,k+2,…,k+ 11| 是 11,2,…,1989| 的 子 集 ,那么 
仿照 上 面 的 证 明 可 知 ,A 中 最 多 有 5 个 元 素 属于 S， 
因为 S = Ik+1linlIkET,nE€E I,k+lln 二 1989.| 
并 且 ”1989 = 180 x 11+9. 
所 以 S 中 最 多 有 181 x 5 = 905 个 元 素 . 
2. 37 给 定 集合 
S = | z1, 22 ,°° , 21993} ， 
其 中 人 1 之 2 之 1993 都 是 非 零 复数 (可 看 作 平 面 上 的 非 堆 向量). 求证 
可 以 把 S 中 的 元 素 分 成 若干 组 ,使 得 
(i) S 中 的 每 个 元 素 属于 且 仅 属于 其 中 一 组 ; 
(i) 每 组 中 的 任 一 复数 与 该 组 中 所 有 复数 之 和 的 夹 角 不 超过 
90 ; 
4Gii) 将 任意 两 组 中 的 所 有 复数 分 别 求 和 ,所 得 的 两 个 和 数 之 间 的 
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夹 角 大 于 90". 
(第 8 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1993 年 》 

[ 解 ] 考虑 集合 S 的 所 有 子 集 并 计算 每 个 子 集中 所 有 元 素 的 和 
的 模 , 则 这 样 得 到 的 模 数 只 有 有 限 多 个 , 故 其 中 必 有 最 大 数 . 将 模 取 最 
大 值 的 子 集 之 一 记 为 A. 如 果 S\A 尖 ,再 将 SA 的 所 有 子 集 能 使 
其 元 素 之 和 的 模 达 到 最 大 的 一 个 子 集 取 为 吾 .如 果 SA\(4UB) 天 乡 ， 
则 令 C = S\ (A U 8). 我 们 指出 ,这 样 选取 的 至 多 三 个 子 集 便 满足 题 
中 要 求 . 

将 A,B,C 中 所 有 元 素 之 和 分 别 记 为 a ,b,c. 

(1) 对 任意 > E A, 如 果 < 与 a 的 夹 角 为 钝 角 , 则 - x 与 a 夹 锐角 . 
于 是 有 1a+(- z)1>>1a|1, 即 子 集 A\ 1z1 中 所 有 元 素 之 和 的 模 大 于 
A 中 所 有 元 素 之 和 wa 的 模 , 此 与 | a | 的 最 大 性 矛盾 .这 就 证 明了 A 中 
任 一 元 素 与 a 的 夹 角 都 不 超过 90". 同 理 B 中 任 一 元 素 b 的 夹 角 也 不 超 
过 90". 

(2) 对 任意 5E S\A, 与 a 的 夹 角 都 是 钝 角 , 否则 又 导致 
14a + 《1>ija1, 矛 盾 . 由 此 可 见 ,B 中 所 有 元 素 均 与 a 夹 钝 角 , 从 而 其 
和 5 与 a 夹 钝 角 . 同 理 ,C 中 的 任 一 元 素 7 与 a,6 的 夹 角 都 是 钝 角 ,从 
而 ,c 与 ayc 与 5 都 夹 钝 角 , 即 (iii) 成 立 . 

(3) 大 存在 EE C, 使 8 与 c 夹 钝 角 , 则 由 (2) 知 ,a ,0,c,E 四 数 两 
两 之 间 都 夹 钝 角 , 此 不 可 能 . 所 以 ,C 中 任 一 元 素 与 c 的 夹 角 都 不 超过 
90°. 

2.38 设 集 合 A = 11,2,3,…,366| .如 果 A 的 一 个 二 元 子 集 召 
= fa,b| 满足 17 1 (a + 5), 则 称 B 具有 性 质 P. 

(1) 求 A 的 具有 性 质 P 的 所 有 二 元 子 集 的 个 数 ; 

(2) 求 A 的 两 两 不 相交 且 具 有 性 质 P 的 所 有 二 元 子 集 的 个 数 . 

(中 国 河北 省 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] (1) 171 (a + 5) 当 且 仅 当 a + 5 二 0(mod17)， 

即 ak(modl7) £6 17 -~ k(modl7) 
k= 0,1,2,.…,16. 

将 1,2,… ,366 按 被 17 除 的 余数 分 成 17 类 :[0],[1],…,[16]. 因 
为 366 = 17x21+9, 所 以 [0] 类 中 含 21 个 数 ,[1j,[2],…,[9] 类 中 各 
含 22 个 数 ,[10],[11],…,[16] 中 各 含 21 个 数 . 
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I71(ea+p) 当 上 昌 仅 当 a,pE [0 或 aE18 ELI7 一 有 ,= 
1,2,.…,16. : 
当 a ,bE€ [0] 时 ,共有 性 质 P 的 子 集 个 数 为 C51 = 210. 
当 a € fk],5 E117 一 ,固定 &€ 11,2,…,7) 时 ,具有 性 质 P 的 
子 集 个 数 为 Cl, : Cl = 462. 
当 a E18],bE19] 时 ,具有 性 质 呈 的 子 集 个 数 为 C 纪 :Ch = 484. 
所 以 A 的 具有 性 质 P 的 所 有 二 元 子 集 个 数 为 
210 + 462 x 7 + 484 = 3928. 
(2) 为 使 二 元 子 集 两 两 不 相交 ,可 取 
a €10]j,b € 10|1 的 10 个子 集 la,6b!; 
a € Lk],VEL17 -kj, 固 定 &€ 11,2,…,7) 的 21 个 子 集 ia,b|; 
ae [8],6 € [9] 的 22 个 子 集 {a,6i. 
所 以 A 的 具有 性 质 P 两 两 不 相交 的 二 元 子 集 共 有 
10+21x7+22 = 179( 个 ). 合 
2.39 ” 设 自 然 数 n > 6. 给 定 守 元 素 合 X, 任 取 X 的 mm 个 互 不 相 
同 的 5 元 子 集 4 ,42，…,A4。 求 证 :只 要 
> n(n ool)(n—2)(n ~ 3)(4n — 15) 
600 
就 必定 有 A; ,Ai ,1%*,Ai (1 ii <ij<…<io<m), 
使 得 


二 1 种 


(中 国 国 家 队 选 拔 赛 ,1997 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 . 
对 于 满足 题 中 不 等 式 的 自然 数 m ,假设 存在 羡 的 m 个 互 不 相同 的 
5 元 子 集 ,其 中 任意 6 个 的 并 集 都 不 是 6 元 集合 .约定 将 这 m 个 集合 组 
成 的 类 记 为 以 并 记 
B=1B1BCX,1B8B1= 4 且 存 在 AE 以 使 BC Aj 
对 于 B € 当 , 考 察 X 的 子 集 z 
[rzEXNBIBUzE 二 
约定 将 这 个 子 集 的 元 素 个 数 记 为 a( B). 
对 于 任意 给 定 的 一 个 4E .0 考察 含 于 A 中 的 4 元 子 集 B( 对 于 每 
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个 A 怡 有 5 个 这 样 的 4 元 子 集 B). 由 反 证 假设 ,每 个 x € XX\ A 至 多 
与 4 个 BC A 组 成 一 个 属于 .y 类 的 5 元 子 集 .另外 ,A \ B 显 然 与 B 组 
成 属于 .类 的 5 元 子 集 ( 即 A), 因 此 

>》 a(B) 志 4(n ~ 5)+5 


2 


对 一 切 A e vy 将 如 上 不 等 式 求 和 . 因为 每 个 B € 都 被 重复 记 数 
a(B) 次 ,所 以 


>，>，a(B) = (0B)) 


AE.Y SrA, 


男 一 方面 ， 每 个 A E .yy 对 5 个 含 于 其 中 的 BE 8 的 a(B) 各 贡献 
1 ,因此 
jal(B) = Sm, 


BE 


于 是 ,我 们 得 到 
(4n -15)m 守 > >，a(B) 


AEY BC 
iB|=4 


= (0(B)) 


> (a(B)) 


BE.# 
(Sm)’, 
从 而 有 


| 
m 二 25 CC 
n(n ~ 1)(n 一 2) — 3)(4n — 15) 


600 


与 假设 矛盾 . 故 原 命题 得 证 . 
2.40 把 1 到 104 的 所 有 自然 数 分 成 互 斥 的 两 类 .一 类 是 完全 平 
方 数 与 完全 立方 数 的 和 ,其 余 的 数 为 另 一 类 . 问 哪 一 类 的 数 较 多 ?证 明 
你 的 结论 . 
(第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 题 中 所 说 的 另 一 类 的 数 较 多 . 
事实 上 , 设 n = 局 + m3, 其 中 m,n EEN, 和 且 nn 志 105, 则 过 
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103 ,天 和 102. 因 此 ,由 完全 平方 数 与 完全 立方 数 的 和 组 成 的 这 一 类 中 ， 
数 的 个 数 不 超 过 103 . 10” = 105 个 ,而 由 其 余 的 数组 成 的 另 一 类 中 , 数 
的 个 数 不 少 于 
106 - 105 = 9x 105 

个 .显而易见 , 另 一 类 的 数 较 多 . 

2.41 已 知 集合 11,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. 求 该 集合 具有 下 列 性 
质 的 子 集 个 数 :每 个 子 集 至 少 含 有 2 个 元 素 ,上 且 每 个 子 集中 任意 两 个 元 
素 的 差 的 绝对 值 大 于 1. 

(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 设 a, 是 集合 i1,2,…,n) 的 具有 题 设 性 质 的 子 集 个 数 . 

集合 {1,2,…,n,n +1,2+2l 的 具有 题 设 性 质 的 子 集 可 分 为 两 
类 .第 一 类 子 集 包 含 元 素 n + 2, 这 样 的 子 集 有 a, + n 个 ( 即 每 个 11,2， 
…,n1 的 这 种 子 集 与 1x + 21 的 并 集 , 以 及 il,n + 2i,12,n + 2),…， 
in,n +2.); 第 二 类 子 集 不 包含 n + 2, 这 样 的 子 集 有 ea 个 . 

于 是 ,我 们 有 

Qnt2 = GAn tt Ayrit+ nn. 

显然 ,ai = 1,a4 = 3( 即 11,3},12,4},11,4}). 

因此 as = 7,a6 = 14,ay = 26,ag = 46,a9 = 79,ay0 = 133. 

本 题 所 求 子 集 个 数 为 133. 

2 42 六 是 所 有 正 整数 组 成 的 集合 ,对 于 N 的 一 个 子 集 S,n € 
N, 定 义 


字 识 | 
三 11 梁 


SDinil= {s+nlsE€ Sl. 
Si1= {1},S: = {Se DB {kIT U i2k ~ 1},k = 2,3,4.…. 
(1) 求 N- US 
(2) 求 所 有 上 EN, 使 得 1994 € 5,. 
(韩国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 于 


1 
Cirtt (k+l)= FER+1) + (k+1) 


(k++ 1)(k + 2) 


1 
2 
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2 
一 人 +2 9 


1 
C3, C2 = Tk+ DCE+2) -Fh _ 1)=2k+1 


Si = 11}, 

S = {1S1DB i121 U {31 = 43} = {C4}, 

S = {SB {1U {5} = 16,5| = 1C4,C4 — C$), 
设 对 某 个 正 整 数 &， 

S; = {C41, CT — C3 ,Chr 一 C$, Cir — CE， 
则 由 题 设 , 有 


Si = {SBIk+1lilU i2k-1| 
= 1C2 +k+1,C21— CS+k+1,Cir— C+k+1, 
,C2 Ch i+ (k+1),2k+1| 
= 1C2 Chr2 — C3, Cr2 — C$, Chs2 CC 一 
Ct | 
因此 ,对 于 任意 正 整 数 &, 都 有 
Sk = 1 Ch, Chrl 一 C2 ,CA 一 CS CA 一 Ce-1| QD 
对 于 ) = 1,2,3,…,k 一 1, 有 


1 1 .,. 
Chit— CO 二 ACE 二 1) 一 本 7 一) 


本 (+ 六 (人 -+ c 5S， 


其 中 C? = 0, 且 +j 与 & ~-j+ 1 奇偶 性 不 同 ,因而 上 式 两 端 都 不 可 能 
写成 2”(m € N) 的 形式 .反之 ,如 果 一 个 正 整数 不 能 写成 2”(m € 
N) 的 形式 ,那么 n 一 定 有 奇 质 因子 ,从 而 存在 一 奇 一 侦 的 两 个 正 整数 
pg; 使 得 p> g 宇 2, 且 

2n = pg. © 
令 

k++j;j= Pp,k—-7;tl1l= 9g 
于 是 


1 1 
k= (ptaq-1),j= (pp-g+tl) @ 
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由 于 p,q 一 奇 一 偶 , 且 p 之 g + 1, 因 此 &,j 都 是 正 整数 , 且 
kh-j=g-1l 宕 1,1 坟 jk-1. 
从 而 @ 式 可 表示 为 


2 DD 
= -CE S,. 


N- US = {2”7| mE€ NI. 
(2) 因为 nxn = 1994, 所 以 
2n = 4.: 997, 
注意 997 是 一 个 质数 ,可 见 人 @ 式 2n = pg 中 的 
p= 97,g9 = 4 
由 多 得 
k = 3S00,j) = 497 
故 得 
1994 € Sso 
即 所 求 的 上 只 有 一 个 :& = 500. 
2 .43 设 关 是 一 个 奇 质数 .考虑 集合 j1,2,…，,22} 的 满足 以 下 两 
条 件 的 子 集 A: 
(1) A 恰 有 p 个 元 素 ; 
(2) A 中 所 有 元 素 之 和 可 被 p 整除 . 
试 求 所 有 这 样 的 子 集 A 的 个 数 . 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 记 U = 11,2,…,p}， 
i 
= |1,2, ss ,2p|. 
若 S， 了 是 W 的 两 下 二 了 守 并 且 它 们 与 U,V 都 不 相同 ,又 满足 
下 面 的 两 个 条 件 : 
(i ) SNV= TN Y; . 
(ii) 只 要 适当 编号 ,S 门 U 的 元 素 S , S，,…,S,, 和 工 门 U 的 元 
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素 ,tft2，,… ,tm ;对 适当 的 有 10,1,…,p 一 1| 满足 同 余 式 
S;—t=k(modp) i = 1,2,.…,m 
那么 我 们 就 约定 两 个 子 集 S 和 工 归 人 同一 类 . 
对 于 同一 类 的 不 同 子 集 $S 和 工 ,显然 有 K 关 0, 因 而 


>»s - > = 二 mk 关 0(modp). 


对 于 同一 类 中 的 不 同 子 集 ， 它们 各 自 元 素 的 和 模 p 的 余数 不 相间 ， 
因此 每 一 类 恰 含 p 个 子 集 ,其 中 只 有 一 个 子 集 适 合 条 件 (2). 

综 上 所 述 ,在 W = 11,2,…,2p| 的 C&, 个 p 元 子 集 当中 , 除 U 和 
V 外 ,每 p 个 子 集 分 成 一 类 ,每 类 恰 有 1 个子 集 满足 条 件 (2). 因 此 , 集 
合 W 的 适合 条 件 (1) 和 (2) 的 子 集 的 总 数 为 


i 
pC — 2)+2. 


2。44 < 之 1 是 一 个 固定 的 正 整数 .对 于 集合 11,2,…,n| 的 每 个 
非 空 于 和 集 A ,从 集合 {1,2,… ,ci 内 指定 一 个 正 整数 w(4) ,满足 
w(ANMB)= min(w(A),w(B)), 
这 里 A,B 是 |1,2,…,n| 的 任意 两 个 交集 非 空 的 子 集 .如 果 有 a(n) 种 
这 样 的 指定 方法 .计算 
lim Va(n). z 
(第 45 届 波 兰 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 】 当 c = 1 时 ,显然 a(n) = 1, 从 而 有 
lim Ya(n)=1. 
下 面 考虑 c 2 的 情况 . 
集合 ,2,…, nj} 共有 2” - 1 个 非 空子 集 , 这 2” - 工 个 非 空 子 集 的 
集合 是 函数 w(4) 的 定义 域 . 
令 包 =12 一 1 二 Ts 
= 112,， 2 一 人 (有一 2 7) 
记 DD = 1{1,2,…,n|l. 
下 面 先 证 明 : 关 w(61),w(52),…,w(b,),w(DD) 这 n+1 个 值 已 经 
取 定 , 则 对 于 DD 的 任何 一 个 非 空子 集 有 A， “(A) 是 确定 的 . 
用 数学 归纳 法 . 
由 已 知 条 件 可 知 , 当 A 是 刀 的 一 1 元 对 集 时 ,w( A) 是 确定 的 
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设 当 A 是 口 的 n 元 子 集 时 ,w(A) 是 确定 的 ,那么 当 A 是 DD 的 
n 一 上 一 1 元 子 集 时 , 取 品 中 不 属于 A 的 一 个 元 素 w, 则 B= AU jml 
是 口 的 n ~ 上 元 子 集 ,由 归纳 假设 w(B) 是 确定 的 . 则 由 
A=BAb, 
可 得 
wA) = minlw(B),w(b,)|. 
由 数学 归纳 法 原理 ， 消 数 w 完全 由 nn + 1 个 值 w(51),w(5b;)，,: 
w(5b,),w(DD) 所 确定 . 
注意 到 这 ”+ 1 个 值 中 的 每 一 个 值 的 取 法 至 多 有 C 种 ,因此 ,函数 
w 的 选 法 种 数 
al) <Cc1 
男 一 方面 ,对 于 n 个 值 w(61),w(52),…,w(b,) 的 C” 种 选 法 中 的 
任何 一 种 选 法 ,都 可 取 
wD) = maxlw(b1),w(b2),"* ,wb,)| 
满足 题 设 条 件 , 从 而 得 到 函数 w 的 一 种 取 法 .因此 ,函数 w 的 选 法 种 数 
Ca(n). 
于 是 ,我 们 有 
CC" a(n) CT， 
开 xn 次 方 ,得 


CC 过 和 (过 Cn 
取 极 限 

C< lim ya0 < limC™s, 
即 得 lm Va(n)=C. 
显然 ,C = 工时 上 式 也 成 立 . 

2 . 45 一 个 单调 增加 的 整数 数列 ,如 果 它 的 第 一 项 是 个 奇数 ,第 
二 项 为 偶数 ,第 三 项 为 奇数 ,第 四 项 为 偶数 ,…, 依 此 类 推 , 则 称 它 为 交 
错 数列 . 空 集 也 当 作 一 个 交错 数列 .用 A(n) 表示 交错 数列 的 数目 , 它 
们 中 的 整数 全 部 取 自 集合 和 ,2,…,ni .显然 A(1) = 2,A(2) = 3. 求 
A(20), 并 证 明 你 的 结论 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
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入 11 浴 





代 


[ 解 ] ”= 1 时 ,#$ 和 {1i 是 两 个 交错 数列 ,所 以 ”A(1) = 2. 
n 二 2 时 ,$,111 ,11,2} 是 三 个 交错 数列 ,所 以 ”A(2) = 3. 
如 果 1alyazya3，…yam| 是 取 目 集合 11,2,…,ni 的 非 空 交错 数 
列 , 那 么 当 al = 1 了 时， 
ia2 ~ 1,a3 ~ 1, ,a — 1) 
是 取 自 集合 11,2,…,n - 1| 的 交错 数列 .并 且 当 ai = 1 时 , 取 目 集合 
上 ,2,…, nj 的 非 空 交错 数列 ja ,as,a3,…,amj 与 取 自 集合 11,2,…， 
7 一 1 | 的 交错 数列 1a， 一 ] ,as 一 上 Qi 一 1 | 一 一 对 应 ,所 以 当 Ql 一 
1 时 , 取 自 集合 1,2,… ,ni 的 非 空 交错 数列 |al,as,…,amil 有 A(n 一 
1) 个 . 
当 al 闻 3 时 ， 
{lal ~ 2,a7 — 2,.…,a, — 2| 
是 取 自 集合 11,2,…,n 一 2| 的 非 空 交错 数列 .并 且 当 4a| 宇 3 时 . 取 自 集 
合 i1,2,…,n| 的 非 空 交错 数列 faj ,a,,… ,a,| 与 取 自 集合 和 1,2,…,n 
-2| 的 非 空 交错 数列 jal -= 2,as 一 2,… ,a,, 一 2) 一 一 对 应 .所 以 , 当 al 
宇 3 时 , 取 自 集合 和 1,2,… ,nn|1 的 非 空 交错 数列 |al,a,,…,a,| 有 Aln 
一 2) 一 1 个 . 
由 以 上 讨论 可 知 , 取 自 集合 11,2,… ,ni 的 交错 数列 的 个 数 
A(n)= A(n -1)+(A(n -2)-1)+1, 
即 : 
A(n) = A(n -1)+ A(n -2). 
用 上 面 这 个 等 式 ,计算 得 
A(1) = 2,A(2) = 3,A(3) = A(1) + A(2) = 5, 
同 理 可 得 
A(4) = 8， A(S) = 13, A(6) = 21, A(7) = 34, 
A(8) = 55, A(9) = 89, 4(10) = 144, A(ll) = 233, 
A(12) = 377, 4(13) = 610, A(14) = 987, A(15) = 1597, 
A(16) = 2584, A(17) = 4181，A(18) = 6765, A(19) = 10946, 
A(20) = 17711. 


第 3 节 最 小 
2.46 在 1,2,3…,1989 之 间 填 上 “+”“-” 号 , 求 和 式 可 以 得 到 
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的 最 小 非 负数 是 多 少 ? 
(第 15 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 除 995 外 ,可 将 1,2,3,…,1989 所 有 数 分 为 994 对 : (1， 
1989),(2,1988),…, (994,996). 由 于 每 对 数 中 两 个 数 的 奇偶 性 相同 ， 
因此 在 每 一 对 数 前 无 论 怎样 放置 “+”“- ”号 ,运算 结果 都 是 偶数 ; 而 
995 为 奇数 ,所 以 数 1,2,3,… ,1989 前 无 论 如 何 放置 “+"“- ”号 ,其 和 
式 的 值 总 是 奇数 .于 是 ,所 求 的 最 小 非 负数 不 小 于 1. 
男 一 方面 , 数 1 可 以 用 下 列 方式 得 到 : 
1=1+(2-3-4+5)+(6-7-8+9)+…+(i986 — 1987 - 
1988 + 1989). 
因此 ,和 式 可 以 得 到 的 最 小 非 负 数 是 1. 
2.47 如 果 a < 之 5<c< qd<e 是 连续 的 正 整 数 ,b+c+d 是 
完全 平方 数 ,a + 5 + c+ 4d +e 是 完全 立方 数 ,那么 c 的 最 小 值 是 多 少 ? 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 于 a,5,c,d,e 是 连续 的 正 整数 ,因此 
b+c+d = 3e, 
at+b+i+c+dt+e= Se. 
根据 题 设 , 我 们 可 设 
3c=m (mE€EN), 人) 
Sc=n’ (n€ N), © 
由 也 得 m 是 3 的 信 数 ,从 而 c 也 是 3 的 倍数 .再 由 人 避 得 是 3 的 倍数， 
从 而 < 是 3 = 27 的 倍数 .又 由 四 得 ”是 S 的 倍数 ,从 而 < 是 25 的 倍 
数 . 故 c 是 25 x 27 的 倍数 ,从 而 c 宇 25x27， 
男 一 方面 ,c = 25 x 27 时 ,能 使 ,@@ 成 立 ,从 而 满足 题 设 条 件 . 因 
此 ce 的 最 小 值 是 25 x 27 = 675. 
2，48 nn 是 满足 下 列 条 件 的 正 整 数 中 最 小 的 数 : 
(1)n 是 75 的 倍数 ; 


(2)n 恰 有 75 个 正 整数 因子 (包括 1 及 本 身 ). 试 求 二 


(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 j 因为 75 =S$x5x3,7 恰 有 7S 个 因子 ,又 ?是 75 的 倍数 ， 





所 以 
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nt 


n = 75k = 3x 5k>24x3x5. 


由 的 最 小 性 可 知 - = k= 24x33 = 432. 
2. 49 求 具 有 下 列 性 质 的 最 小 自然 数 ”: 
. (1)n 的 个 位 数 是 6; 
(2) 如 果 将 ”的 个 位 数字 6 移 到 其 余 各 位 数字 之 前 ,所 得 的 新 数 是 
n 的 4 售 . 
(第 4 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 的 自然 数 为 
n= 二 10x+6, 
其 中 xz 为 自然 数 . 
又 设 n 的 位 数 为 m ,由 题 意 有 
6 + 101+xz = 4(10zr +6), 
即 13z = 2. 10™!—8, 
2 .10”-! = 13x+8, 
于 是 我 们 可 以 用 数 200…0 除 以 13, 直到 出 现 第 一 个 余数 是 8 为 
止 .这 样 ,就 得 到 最 小 的 自然 数 
z = 15384. 
所 以 所 求 的 最 小 自然 数 为 153846. 
2 50 六 是 整数 , 它 的 5 进 制 表示 是 777, 求 最 小 的 正 整数 8 ,使 
得 N 是 整数 的 四 次 方 . z 
. (第 9 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ， 1977 年 ) 
[ 解 ] 我 们 要 求 最 小 的 b ,使 得 
782 二 76 二 7 = x4 中 
对 zx 有 整数 解 .因为 7 是 素数 ,所 以 7 整除 zx, 于 是 x = 7 ,, 代 入 四 并 
化 简 ,得 z 
bp*+b+1 = 7k4. 
设 & = 1, 那 么 上 式 化 为 


b+6b+1=7, 
即 (5 ~ 18)(b+ 19) = 
所 以 5 = 18. 


因为 最 小 的 5b 出 现在 & 最 小 的 时 候 , 所 以 最 小 的 5 为 18. 
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2.51 从 数 1,2,3,4,…,1982 的 集合 中 删 去 一 些 数 , 使 得 在 剩 
下 的 数 中 任何 一 个 数 都 不 等 于 其 他 两 个 数 的 乘积 . 问 最 少 需要 删 去 多 
少 个 数 才能 做 到 这 一 点 ?如 何 做 到 这 一 点 ? 

(第 16 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 如 果 画 去 43 个 数 :2.3、… .44 ,那么 在 剩 下 的 数 中 ,任意 一 
数 都 不 等 于 另外 两 数 的 乘积 . 

如 果 国 去 的 数 少 于 43 个 ,那么 至 少 有 一 个 3 数组 (k,89 -上 ,k(89 
一 上 )) 由 未 被 画 去 的 数组 成 ,其 中 2 过 43,46 志 89 -87,k(89 

89 


2 
一 及 ) 魏 (> ) = 1980 .25. 


2.52 某 正 整 数 的 平方 ,其 末 三 位 是 非 零 的 相同 数字 , 求 具有 该 
性 质 的 最 小 正 整 数 . 

(日 本 数学 奥林匹克 代表 队 选 拔 试题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 设 p = 1l0a + b(a,b € 2,1 志 5 声 5), 则 

p* 10. (+2ab) + 52(mod100). 

可 以 验证 , 当 2 = 1,3,4,5 时 ,p? 的 十 位 数字 与 个 位 数字 的 奇偶 性 
相反 ; 仅 当 5 = 2 时 ,pr? 的 末 两 位 数字 奇偶 性 相同 .因此 所 求 的 P 必须 
形 如 10a +2, 而 p = 12,p = 144, 末 两 位 数字 为 4. 

依次 计算 12“ ,182 ,22 ,28? ,322,38?, 便 知 示 三 位 数字 非 零 且 相 同 
的 最 小 正 整数 为 38. 

2 .53 设 ci,az，…an 是 非 负 实数 ,定义 M 为 一 切 乘积 aja; (i < 
7) 的 和 , 即 

M = al(a2t+ a3t++an)tas(a3tast tar) + + a 1a,, 
证 明 数 a1,a2,…,&, 至 少 有 一 个 的 平方 不 超过 -7 

(第 4 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 a 是 al,a;,…,a, 中 最 小 的 ,那么 Qiaj 之 Q2. 
于 是 我 人 有 M.= 2》Jaa; 之 C2a7， 








2.54 把 1,000,000 的 每 一 个 真 因数 取 以 10 为 底 的 对 数 , 把 这 
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广 莹 六 


些 对 数 加 起 来 得 到 和 S , 求 离 S 最 近 的 整数 . 
(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 于 1,000,000 = 26.S$6 共 有 (6+1)(6+1) = 49 个 因数 . 
除去 1000 之 外 , 剩 下 的 48 个 因数 组 成 24 对 ,每 一 对 因数 的 乘积 为 
108 ,所 以 ,每 一 一 对 因数 的 对 数 的 和 等 于 6， 从 而 1,000,000 的 全 部 因数 
的 对 数 的 和 为 
24x6+3= 147. 
这 里 包括 一 对 非 真 因数 1,10° ,因此 ， 全 部 真 因数 的 和 为 
147 一 6 = 141, 
即 S = .141. 
2 .55 ”在 十 进 制 中 ， 求 这 样 的 最 小 自然 数 它 的 平方 数 以 19 开 
始 ,而 以 89 结 
(第 15 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 所 求 的 数 的 末 位 数字 只 能 是 3 或 7. 我 们 写 出 末 位 数字 是 3 
和 7 的 所 有 两 位 数 的 平方 ,其 中 以 89 结尾 的 只 有 172 ,332 ,672 ,832 , 为 
使 所 求 自然 数 x 的 开始 两 个 数字 是 19, 必 须 成 立 不 等 式 
19 过 rx? .10- XY < 20, 其 中 和 N 是 自然 数 . 当 N = 2 及 N = 2k+ 
1 时 ,分别 得 不 等 式 
19 坟 z 102*<20 和 190 过 x 10-* < 200， 
开平 方 后 ,在 第 一 种 情况 下 得 不 等 式 
4.35388989… 所 并 :10 < 4.4721359.…; 
而 在 第 二 种 情况 下 ,有 
13.784048… x: 10* < 14.142135… 
不 难看 出 ,由 于 的 变化 ,将 有 无 穷 多 种 可 能 性 .我 们 考察 & = 1 和 
k= 2. 
如 果 4.358 过 rz, 10-1< 4.472, 则 z = 44; 
如 果 4.358 二 了 . 10- < 4.472, 则 436 过 运 447; 
如 果 13.784… 过 x .1071< 14.142…, 则 138 二 > 过 141， 
如 果 13.784… 委 T "10 2 < 14.142…, 则 1379 < 之 xz 过 1414. 
当 & = 3 时 ,类 似 地 考察 两 种 可 能 性 , 依 此 类 推 .在 我 们 得 到 的 x 
值 中 ,未 两 位 数 是 17,33,67,83 的 最 小 数 是 1383( 1383” = 1912689). 
改 所 求 的 数 是 1383. 
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2 .56 求 这 样 的 最 小 自然 数 , 当 它 的 未 位 数 移 到 首位 时 就 会 扩 
大 $ 售 . z 
(第 13 届 全 俄 数学 呐 林 匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 ala;…a,_1a, 为 所 要 求 的 数 , 由 题 设 有 





QA1a7 a 1 = $+ 00 0 
由 此 : 
a * 10 + aa an! = S(ara2an! * 10+ a,), 
a (10? 一 S$) = 49 .aaa 1， 
Qn 99.93 = 49 .aia2…Qc 1， 和 


-2 个 9 


由 也 式 可 知 等 式 左边 被 49 整除 ,因为 a, 是 数字 , 它 不 能 被 和 9 整 
除 ,所 以 99…95 必 被 7 整除, 这样 的 最 小 数 是 99995, 即 nm = 6, 要 求 的 


-2 个 9 
数 至 少 是 6 位 数 ,这 时 @ 式 变 为 
a6 * 99995 = 49 . alarasa4as, 
a6 * 14285 = 7 :+ alasasasas. 
14285 不 能 被 7 整除 , 故 ce = 7. 即 要 求 的 数 是 142857. 
2 57 一 位 古怪 的 数学 家 ,有 一 个 梯子 共 n 级 ,他 在 梯子 上 
有 息 上 谍 下 ,每 次 升 a 级 或 降 b 级 .这 里 a,b 是 固定 的 正 整数 . 
如 果 他 能 从 地 面 开 始 , 压 到 梯子 的 最 顶 上 一 级 然后 又 回 到 地 面 . 
求 ， 的 最 小 值 (用 a ,5 表示) 并 加 以 证 明 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 最 小 值 是 a+b-(a ,6b), 这 里 (a,b) 表示 cp 的 最 大 公约 





由 于 数学 家 每 次 所 到 的 级 数 都 是 (a ,5b) 的 倍数 ， i 





rE (a 全 
6. 所 以 只 需 讨 论 (a ,2) = 1 的 情况 . 
(lJ)n=a+p—-l1. 
这 时 由 于 (a ,5) = 1, 则 a ,2a ,3a,(5 一 1)a,ba(modb) 不同 余 , 它 
们 组 成 (modb) 的 完全 剩余 类 . 
如 果 数 学 家 在 第 /+r 级 ,而 rta > n ,那么 必 有 +r > 65. 这 位 数学 家 
可 以 先 降 若干 次 ,直至 级 数 < 5, 再 升 a 级 .总 之 ,这 位 数学 家 可 以 依次 
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走 到 每 个 ja(1 志 j 委 5)(modb) 的 同 余 类 至 少 一 次 .特别 地 ,他 可 以 走 
到 第 * 级 ,这 里 
s = ha 6 — 1(modb), 
ht 是 1 与 5 之 间 的 整数 ,进而 他 可 以 走 到 第 51 级 (由 s 降 奉 干 次 即 可 ) 
及 第 nn = a + 5 一 1 级 , 即 到 达 梯 项 ,他 还 可 以 继续 走 到 第 :级 ,这 里 
t ba = 0(modb), 
由 zt 再 降 铬 干 次 , 即 回 到 地 面 . 
(2)n<Za+b-l1. 
这 时 如 果 数 学 家 能 够 到 达 梯 顶 然后 回 到 地 面 ,那么 在 这 过 程 中 ， 
a ,2a ,… ,ba (modb ) 的 同 余 类 至 少 各 经 过 一 次 , 即 (modb) 的 每 个 同 余 
类 都 必须 走 到 ,但 他 走 到 5 - 1 的 间 余 类 /5 - 工时 ,他 只 能 降 5 级 ,不 能 
升 4 级 (因为 a + 1b -jj 守 a + 5 一 1 > ). 从 而 他 永远 被 禁 钢 在 这 剩 
余 类 中 ,不 能 继续 走 到 其 余 的 剩余 类 (特别 是 ba 那 一 类 ) ,矛盾 ! 
综 上 所 述 ,在 (a,5) = 1 时 ,最 小 值 为 nx =a+6b-1. 
2.58 设 n 是 正 奇数 ,pp 是 n 的 真 因子 , 试 求 最 小 的 正 整数 (用 
二 进 制 表 示 ) ,使 得 
(1 +2?+2”7)m 1(mod2"). 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 设 广 = a, 则 a 为 大 于 1 的 奇数 . 


在 二 进 制 中 ,m 至 多 是 位 数 (如 果 位 数 超过 ”, 则 将 超过 部 分 砍 
去 , 剩 下 部 分 所 成 的 仍 满足 题 中 同 余 式 ) ,由 a 段 组 成 ,每 一 段 含 p 个 数 
字 . : 

为 一 方面 ,我 们 可 以 看 出 , 同 余 式 

(1 + 27 +2" PF)m = 1(mod2") 

的 左边 相当 于 二 进 制 中 的 竖 式 加 法 (第 一 行为 m ,第 二 行为 2?m ,第 三 
行为 2” tm). 显 然 ,m 的 最 后 一 段 必须 为 00…01, 从 而 逐步 推出 第 二 
段 为 11…1, 第 三 段 为 00…0, 第 四 段 为 11…1, 第 a -工段 为 11…1. 

最 后 ,第 a 段 也 为 11…11. 

所 以 


> 
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2 . 59 试 求 出 最 小 的 正 整数 n, 使 它 的 立方 的 末 三 位 数字 是 
888. 
(第 6 届 美 国 数学 激 请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 于 nw 以 8 结尾 ,因此 一 定 以 2 结尾 .我 们 设 n= 10k 
+2 (kk EN). 于 是 
= (10k + 2) 
= 1000k’ + 600&2 + 120k + 8. 
显然 ,n 的 十 位 数字 与 120& 的 十 位 数字 相同 ,因此 2& 的 个 位 数字 等 于 
8, 的 个 位 数字 是 4 或 9. 我 们 可 以 假设 
k= 5m +4 (7 为 非 负 整 数 ). 
于 是 
= (10&+2) = [10(Sm +4) +2]; 
= 125000xm 3 + 3150007n? + 264600m + 74088， 
显然 ,7 的 百 位 数字 与 2646007m 的 百 位 数字 相同 ,因此 6zx 的 个 位 数 
字 等 于 8,nm 的 个 位 数字 等 于 3 或 8. 最 小 的 m = 3, 从 而 最 小 的 & = 19， 
最 小 的 n = 192. 
2，60 数 1978” 与 1978” 的 最 后 三 位 数 相 等 , 试 求 出 正 整数 hh 和 
n, 这 里 n>>m 之 1, 使 +n 取 最 小 值 . 
(第 20 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 因为 1978" 与 1978” 的 最 后 三 位 数 相同 , 所 以 1978"” - 
1978”= 1978”(1978”” 一 1) 是 1000 = 23 x 5 的 倍数 . 
而 1978” ”~- 工 是 奇数 , 它 没有 因子 2, 所 以 1978” 需 能 被 23 整除. 
1978 中 只 有 一 个 2 的 因子 ,内 此 m 写 3. 
由 于 1978” 没 有 5 的 因子 ,因此 1978"-” -1 和 需 能 被 了 
的 尾数 是 8,4,2,6,8,4,2,6,… 循环 ,只 有 nn 一 m= 很 时 ,1978”-™ 一 
才 可 能 被 $ 整除 . 
”因为 1978”= (2000 - 22)4 ,所 以 只 要 224 ~ 1 被 $ 整除 .而 
224* = 484 和 车 = (500 - 16)*,X 16% = (250 + 6)*, 
因此 只 要 6*-1 被 引 整 除 . 
6*—1= (6~1)(6:!+6:2+..+6+1). 
因此 6 +64“+… +6+1 要 被 25 整 除 . 它 的 每 一 项 被 5 除 都 余 
1, 共 有 项 , 故 & 应 是 5 的 倍数 , 即 太 = 5p. 
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6*—1=67-1=77702-1 
= (7776 ~ 1)(7776? 1 + 77766 ?+ 1 + 7776 + 1). 

7775 是 25 的 倍数 ,7776 被 $5 除 余 1, 要 使 7776?7! + 777622 + 十 
7776 + 1 被 5 整除 ,P 最 小 值 是 5,n 一 = 4k = 20p, 所 以 nn 一 m 最 
小 值 是 100. 

为 了 使 n+ mr 最小, 取 mm = 3, 得 nn = 103. 

2，61 (7 个 互相 独立 的 数 zi 、T2、… 分别 取 值 1.0 或 -1， 
求 这 2 个 数 的 两 两 乘积 之 和 的 最 小 值 . 

(2) 求 绝对 值 不 超过 1 的 个 数 的 两 两 乘积 之 和 的 最 小 值 . 

(第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[ 解 ] (1)xi1,x2,… 的 一 切 可 能 的 两 两 乘积 之 和 SS 可 记 为 


a 


1 | . 
S= pS 十 文 2 十 “… 十 2 zf 和 x3 一 4). 


由 此 可 得 S>>- 了 


如 果 为 偶数 ,我 们 可 以 取 一 半 的 x 等 于 1, 另 一 半 等 于 -1, 则 得 
到 
9 一 一 7 
如 果 4 为 奇数 ,考虑 到 S 是 整数 ,那么 我 们 就 有 
nl1 
I 
n+l 


此 时 我 们 可 以 取 了 个 zi 等 于 1 和 一 个 等 于 -1, 则 得 到 


S 之 一 


ni 


S=— 
3 z 

(2) 可 以 归结 为 (1): 每 一 个 x 可 以 依次 替换 成 1 或 - 1, 使 一 切 可 
能 的 两 两 乘积 之 和 不 增加 (替换 法 则 :如 果 其 余数 的 和 非 负 , 则 zx, 改 为 
- 1; 如 果 其 余数 的 和 为 负 , 则 zx 为 1). 因 此 这 里 有 (1) 中 同样 的 答案 . 

2 .62 今 有 1990 堆 石 块 ,各 由 1,2,…,1990 块 石 块 堆 成 ,每 一 
轮 允 许 从 中 任意 挑 出 车 干 堆 , 并 从 这 些 堆 中 扔 掉 相同 数目 的 石 块 , 试 
问 :最 少 需要 多 少 轮 ,就 可 以 扔 掉 全 部 石 块 ? 

(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
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[ 解 ] 每 一 轮 之 后 ,我 们 把 那些 具有 相同 数目 石 块 的 堆 视 为 一 
组 , 空 了 的 堆 也 视 为 一 组 .假定 在 某 个 时 刻 共有 组 ,并 且 在 下 一 轮 时 ， 
又 从 菜 些 堆 中 各 扔 掉 相同 数目 的 石 块 ,而 这 些 堆 原 属于 上 个 不 同 的 组 ， 
则 在 扔 后 它们 仍 分 属于 & 个 不 同 的 组 ,此 因 不 同 组 的 堆 在 扔 后 所 剩 石 
块 数目 仍 不 相同 ,其 余 的 堆 则 至 少 分 属 n -上 个 不 同 的 组 ,因此 ,总 的 
组 数 不 会 少 于 maxlk,n 一 上 |. 

这 就 是 说 ,在 每 一 轮 之 后 ,组 数 至 多 减少 到 原来 的 一 半 , 所 以 ,本 题 
石 块 组 数 下 降 的 速度 不 会 快 于 如 下 标准 数列 : 

995 ,498,249,125,63,32,16,8,4,2,1, 亦 即 需 要 经 过 11 轮 . 

男 一 方面 ,确实 存在 通过 11 轮 即 可 抛 尽 所 有 石 块 的 方法 :第 一 轮 ， 
先 自 块 数 不 少 于 995 的 各 堆 中 各 扔 出 995 块 , 于 是 ,各 堆 中 的 石 块 数目 
只 剩 下 如 下 各 种 情况 : 

0909S,9904,..…,3,2,1,0. 
第 二 轮 ,再 自 块 数 不 少 于 498 的 各 堆 中 各 扔 出 498 块 ,于 是 各 堆 中 的 石 
块 数目 只 剩 下 如 下 各 情况 : 

497,4960,… ,3,2,1,0. 
如 此 下 去 ,一 般 地 , 令 依次 取 遍 标准 数列 中 各 项 ,每 次 从 块 数 不 少 于 


二 块 数 各 堆 中 扔 出 | 2 二 ”| 块 ,使 剩 下 的 各 堆 中 的 石 块 数目 只 有 如 下 


各 种 情况 : 

1 一 ,7 一 2 ,0. 
于 是 只 需 11 轮 即 可 扔 尽 所 有 的 石 块 . 

2.63 在 1,2 ,3 ,19892 之 间 填 加 “+”， ”号 ,可 能 得 到 的 
和 式 的 最 小 非 负 数 是 多 少 ? 

(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 因为 1*,2*,3*,…,1989? 中 共有 995 个 奇数 ,所 以 无 论 如 何 
填 加 "+”，“- ”号 ,所 得 表达 式 结果 总 是 奇数 ,从 而 所 求 的 最 小 非 负 值 
不 小 于 1. 

由 于 4 个 连续 的 自然 数 的 平方 :&?,(k + 1)?,(k+2)?,(k+3)? 可 
按 下 面 的 方法 填 加 “+”,“-” 号 得 到 数 4:&2 ~- (k +1)? 一 (k + 2) + 
(+3) = 4, 因此 ,由 8 个 连续 自然 数 的 平方 通过 填 加 “+”,“--” 号 可 
得 和 0 或 8. 


o> 入 
由 汪 
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将 22*,23*,… ,1989” 每 8 个 连续 的 自然 数 的 平方 为 一 组 ,并 且 填 
加 "+ ”，- ”号 ,使 得 每 个 8 数组 之 总 和 为 0, 然后 由 香 , 产 ,212 这 16 
个 数 得 和 16. 由 上 ,2,32,42,$ 得 和 -1$: -1+22-32+42- 和 2 =- 
15. 这样, 由 这 1989 个 平方 数 得 和 1. 所 以 1 为 所 求 的 最 小 非 负 值 . 

2 64 求 最 小 的 自然 数 zx, 使 得 在 十 进 制 记 数 中 , 数 z 的 前 面 三 
个 数字 与 最 后 四 个 数字 都 是 1. 

(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 显然 , 数 * 最 后 四 个 数字 只 跟 x 的 后 四 个 数字 有 关 . 

因为 数 x 末 位 数字 是 1, 所 以 数 x 的 末 位 数字 只 能 是 1. 

将 数 01,11,21,…,91 立 方 可 知 只 有 713 = 3$7911. 因此 , 数 z 的 未 
两 位 数字 是 71. 

将 071,171,271,…,971 立方 可 知 ,只 有 数 4713 = 104487111. 因 
此 ,x 的 末 三 位 数字 是 471. 

将 数 0471,1471,…,9471 立方 ,可 知 只 有 数 84713 最 后 是 1111 , 于 
是 数 x+ 的 最 后 四 个 数字 是 8471. 

设 是 x 中 在 111 与 1111 之 间 的 数字 的 个 数 , 有 三 种 可 能 情况 . 

(1)n = 3k,k 宇 0, 则 

lll x 10 < x73 = 11 1:1111 < 112 x 103*1 


了 个 数字 
由 此 得 
10.353988 x 104*i 2 Y1110 .1041< x < YI130 .104+1 
sx 10.384988 x 10*+!. 
当 & = 0 时 ,容易 看 出 所 求 的 数 x 不 存在 .如 果实 1, 那么 所 求 数 
过 以 103 开 始 , 即 二 = 103…8471. 其 中 最 小 的 数 为 1038471. 不 难 验 证 ， 
这 个 数 满足 条 件 的 要 求 . 
(2)n = 3k+1,k 守 0, 则 
llix10S3 < z= 1 1 111 < 112 x 103%+5, 
| 3&+1 个 数字 
因此 
22.306991 x 10**! a 1I100 x 10t+! < x < $10 x 
104A+1 
2 22.373779 x 10*+!. 


当 & = 0 时 ,所 求 的 数 x 不 存在 . 当 上 之 1 时 ,所 求 的 数 具 有 x = 
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223…8471 的 形式 ,并 且 在 删节 点 的 位 置 上 至 少 有 一 个 数码 ,但 任何 这 
种 形式 的 数 ,显然 超过 已 经 求 得 的 (七 位 数 )1038471. 于 是 这 些 数 中 任 
何 一 个 都 不 是 我 们 要 求 的 . 
(3)n = 3k+2,k& 之 0, 这 种 情况 类 似 于 情况 (2) 进行 讨论 ,同样 得 
到 大 于 1038471 的 数 .因此 ,所 求 的 数 是 1038471. z 
2.65 玛丽 在 美国 中 学 数学 测验 中 的 得 分 在 80 分 以 上 ,她 把 分 
数 告 诉 了 约翰 ,约翰 能 正确 地 推算 出 玛丽 解答 对 几 道 题 . 如 果 玛 丽 的 得 
分 少 一 些 , 但 还 在 80 分 以 上 ,约翰 就 无 法 推算 了 . 问 玛丽 得 了 多 少 分 ? 
注 ”这 次 测验 有 30 个 选择 题 , 计 分 的 公式 是 S 一 30+4c 一 ,其 中 S 为 分 
数 ,C 是 答对 题 数 ,w 是 答 错 题 数 ,允许 不 签 
(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 已 知 S=30+4C-w > 80. 
我 们 的 问题 是 要 找到 最 小 的 这 样 的 S ,与 它 对 应 的 C 是 惟一 的 . 
首先 注意 到 , 当 C 增加 1,w 增加 4 时 ,S 的 值 不 变 ,但 要 满足 
(cr+TU)+(o+4) 反 30， 
即 c 十 ow 25. 
因此 当 c+w 和 25 时 ,对 同一 个 S,c 的 值 不 能 惟一 确定 ,所 以 只 能 





有 
c+w 之 26,， 
此 时 才 有 可 能 使 c 惟一 确定 ， 
其 次 ,还 应 有 w 志 3， 
否则 ,知之 4, 可 使 w 减 4,C 减 1, 仍 能 使 S 不 变 (因为 从 S > 80， 
w 之 4 可 得 c 之 13, 这 也 是 可 能 的 ). 
于 是 ,为 使 S 尽 可 能 地 小 ,应 在 
C 十 中 之 26 
ww 挟 3 
的 范围 内 ,尽量 减少 C, 尽 量 增 大 w. 
为 此 ,w 取 3,c 取 23, 此 时 
S=30+4x23-3= 119, 
即 玛丽 得 了 119 分 . : 
2 66 在 每 张 卡片 上 各 写 一 个 数 : + 1 或 -1. 可 以 指 着 3 张 卡片 
提问 题 : 这 三 张 卡 片上 的 数 的 乘积 等 于 多 少 (但 不 告诉 卡片 上 写 的 什么 
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数 )? 当 卡片 共有 (1)30 张 ;(2)31 张 ;(3)32 张 时 ,最 少 提 多 少 个 问题 才 
能 知道 所 有 卡片 上 的 数 的 乘积 ?(4) 在 一 个 圆圈 上 写 着 50 个 数 : + 1 或 
者 ~ 1, 如 果 提 一 个 问题 能 知道 3 个 接连 摆 着 的 数 的 乘积 . 问 : 必 须 至 少 


” 提 多 少 个 问题 才能 知道 所 有 50 个 数 的 乘积 ? 


《第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] (1) 把 30 个 数 分 成 10 个 3 数组 提 10 个 问题 ,打听 每 组 中 3 
个 数 的 乘积 就 可 以 知道 所 有 数 的 乘积 . 另 一 方面 ,因为 每 一 个 数 应 该 在 
一 个 3 数组 中 ,所 以 至 少 要 提 10 个 问题 . 

(2) 把 ciezai ,alias 和 aiaka7y 连 乘 后 , 求 出 前 7 个 数 的 乘积 ,再 
把 其 余 24 个 数 像 (1) 中 那样 分 成 3 数组 , 共 提 出 11 个 问题 就 可 以 知道 
所 有 数 的 乘积 .显然 在 这 种 情形 中 提 较 少 的 问题 是 不 行 的 . 

(3) 把 a1aza3、ala2a4 和 和 ala2as 连 乘 后 , 求 出 前 5 个 数 的 乘积 ,把 
其 余 的 数 分 成 3 数组 , 共 提 12 个 问题 就 可 知道 所 有 数 的 乘积 . 

另 一 方面 ,因为 任何 数 应 该 在 某 3 数组 中 ,显然 至 少 要 提 11 个 问 
题 . 如 朱 提 11 个 问题 ,那么 必 有 一 个 数 恰好 在 两 个 3 数组 中 (如 果 多 于 
3 数组 , 则 存在 一 个 数 , 它 不 在 任何 一 个 3 数组 中 ). 这 个 数 的 平方 在 所 
有 11 个 3 数组 的 乘积 中 ,所 以 用 11 个 问题 我 们 不 能 确定 所 有 数 的 乘 


口 


(4) 用 50 个 问题 能 打听 出 ajaza3,a2a344,a3Q4as,…,aspala2 的 
乘积 ,把 它们 连 乘 后 ,我 们 得 到 50 个 数 乘积 的 立方 , 它 就 等 于 这 50 个 数 
的 乘积 . 

如 果 少 于 50 个 问题 ,不妨 设 我 们 不 知道 ciaya3 的 乘积 ,那么 存在 
两 组 数 ,在 其 中 一 组 中 , 取 Ul dd dg 二 "~ 448 二 1, 其 余数 
都 等 于 - 1; 另 一 组 全 由 1 组 成 . 第 一 组 中 所 有 三 个 数 的 乘积 ,除了 
aia2a3 外 都 等 于 1; 在 第 二 组 中 所 有 乘积 都 等 于 1. 于 是 ,这 两 组 数 除 
aia2a3 外 其 余 三 个 相连 的 数 的 乘积 都 相同 ,但 所 有 数 的 乘积 不 同 ,这 
说 明 , 少 提 一 个 问题 就 不 能 确定 所 有 数 的 乘积 ,因此 至 少 要 提 50 个 间 
题 . 

2 .67 有 1000 张 号 码 分 别 为 000、001、… ,999 的 票 和 100 个 号 
码 为 00 .01、… .99 的 小 车子, 如果 小 匣子 的 号 码 能 由 一 张 票 的 导 码 删 
去 其 中 的 一 个 数字 得 到 ,那么 这 张 票 可 以 放 到 这 个 小 匣子 中 去 ,证 明 : 

(1) 可 以 把 所 有 票 分 放 到 50 个 小 匣子 中 去 . 
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(2) 不 可 能 把 所 有 的 票 分 放 到 少 于 40 个 的 小 苗子 中 去 . 

《3) 不 可 能 把 所 有 票 分 放 到 少 于 50 个 的 小 曲子 中 去 . 

(4) 假设 票 的 号 码 是 4 位 数 (从 0000 到 9999). 如 果 小 匣子 的 号 码 
能 由 票 的 号 码 删 去 两 个 数字 得 到 ,那么 这 张 票 就 可 放 到 这 个 小 匣子 中 
去 .证 明 能 把 所 有 4 位 数字 的 票 分 放 到 34 个 小 匣子 中 去 . 

(5) 对 于 有 位 数 (& = 4,5,6,…) 最 少 需 要 多 少 个 小 苗子 ? 
(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ]】 (1) 我 们 把 10 个 数字 0,1,2,… ,9 分 成 两 组 各 5 个 数字 ,其 
中 从 0 到 4 为 一 组 ,从 5 到 9 为 男 一 组 .因为 三 位 数 的 号 码 中 必 有 两 个 数 
字 取 自 同一 组 ,所 以 只 需 利 用 取 自 同一 组 的 数字 为 号 码 的 那 一 部 分 匣 
子 , 就 可 将 所 有 票 都 放 进 去 ,而 这 部 分 匣子 恰 有 50 个 ,因此 可 以 把 所 有 


票 分 放 到 50 个 小 匣子 中 去 . 
(2) 首先 10 个 厘 子 00,11,…,99 需 用 来 分 放 至 少 具 有 了 两 个 相同 数 
字 的 票 . 


另 一 方面 ,具有 三 个 不 同 数字 的 票 共 有 10 9 .8 = 720 张 ,而 放 人 
每 一 个 号 码 为 pg(p 冯 gq) 的 厘 子 中 的 票 至 多 有 3 .8 = 24 张 ( 即 号 码 为 
xpqg ,pxq, pqz 的 票 ,其 中 = 为 异 于 p、g 的 任何 数字 ), 因 此 至 少 需要 另 
外 30 个 匣子 来 分 放 具 有 三 个 不 同 数字 的 票 ， 

(3) 设 被 占用 的 且 号 码 以 任何 同一 数字 为 首位 数字 的 匣子 最 少 个 
数 为 x(x 之 1) .不 妨 设 数字 为 9 的 匣子 最 少 , 且 号 码 为 ,99,98,…,9y， 
其 中 y = 10 一 .那么 任何 号 码 为 9pg 的 票 (p < y,g < y) 没有 放 在 匣 
子 9p 和 99 中 ,从 而 匣子 pg 被 占用 ,于 是 至 少 y? 个 匣子 被 占用 ,其 号 码 
的 两 位 数字 都 从 0 到 > - 1; 同 时 号 码 的 首位 数字 为 从 y 到 9 的 匣子 至 
少 袜 个 (因为 对 于 从 > 到 9 的 这 zx 个 数字 中 的 每 一 个 数字 都 至 少 有 六 。 
个 匣子 ), 即 总 共 至 少 占 用 

如 += (10-z)+xz2z 之 5$0 个 匣子 . 

(4) 我 们 把 10 个 数字 0,1,2,…,9 分 成 三 组 ,第 一 组 为 10,1,2} ,第 
二 组 为 13,4,5} ,第 三 组 为 16,7,8,9} .因为 任何 一 个 四 位 数 的 四 个 数字 
中 必 有 两 个 数字 取 自 同一 组 ,所 以 只 需 利用 取 自 同一 组 的 数字 为 号 码 
的 那 一 部 分 匣子 ,就 可 把 所 有 四 位 数字 的 票 都 放 进 去 . 而 这 部 分 苗子 恰 
有 








3x3+f+3x3+4x4=34 个 . 
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因此 可 以 把 所 有 票 分 放 到 34 个 原子 中 去 . 
(5) 设 分 放 所 有 & 位 数字 的 票 需要 AM(& ,10) 个 小 匣子 ,如 采 
10=(k-1).g+r,0<r<k-l, 
那么 我 们 将 10 个 数字 0,1,2,…,9 分 成 -1 组 ,在 这 一 1 组 中 恰 有 
r 组 ,每 组 数字 个 数 为 g +1; 另外 (k 一 1) -组 ,每 组 数字 个 数 为 9 , 因 
为 任何 一 个 位 数 的 & 个 数字 中 , 必 有 两 个 数字 取 自 同一 组 ,所 以 只 需 
利用 取 上 自 同一 组 的 数字 为 号 码 的 那 一 部 分 匣子 ,就 可 把 所 有 位 数学 
的 票 都 放 进 去 ,而 这 部 分 匣子 恰 有 
r-(g+1)+(k— -1—-r).o’ 
= (有 一 1)0” +r(2g+1) 
个 ,因此 可 以 把 所 有 上 位 数字 的 票 放 进 
(k—~1)g +r(2g+1) 
个 匣子 中 去 .于 是 ,我 们 得 
M(k,10) < (k—1)gq +r(2g+1). 中 
男 一 方面 ,我 们 用 F(k 一 1,S) 表示 数 xf + 十 … 二 +r4_1 中 最 小 
的 数 ,其 中 x ,x2,… ,zi-1 是 自然 数 ,并 目 zi + x>+…+xel1=S. 
如 果 S= (k-1)g+r,0 之 rr<k-1，, 
那么 F(R-1,S) =(&R-1)92+r(2c+1). 
假设 分 放 号 码 为 下 位 " 数 ", 且 “数字 ” 取 自 集合 10,1,2，……,S -1 
的 票 至 少 需要 M(k,s) 个 盒子 ,现在 我 们 来 证 明 
M(k,s) 守 Fl(k—1,s). 人 
仿 (3) 可 证 , 当 = 3,S 为 任意 正 整 数 时 ,@ 式 成 立 . 设 &= 有 时， 
@ 式 成 立 , 于 是 , 当 & = ”+ 1 时 ,我 们 设 被 占用 的 且 号 码 以 任何 同一 


数字 为 首位 数字 的 匣子 最 少 个 数 为 zx(z 宇 1). 由 对 称 性 ， 个 四 人 


“数字 ”为 S” =S-1 的 匣子 最 少 , 且 号 码 为 SS ,ss 一 1,…,ss 一 x 
+ 1. 这 样 ,号码 的 首位 数字 为 到 * -~ x +1 的 被 占用 的 匣子 至 少 是 x? 
个 .于 是 我 们 有 
M(k + 1,5) 之 min (M(k,s — Xx) + x’) 
> min (F( -1,s— zx)+x?) 
= 下 (有 ,5) 
根据 数学 归纳 原理 ,@ 式 得 证 .于 是 
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M(k,10) 守 (kk -1)g +r(2g + 1). . (3) 


由 ,得 
M(k,10) = (k -1)e+r(29 + 1). 
因此 ,我 们 得 下 表 


WE 
EE 


并 目 当 名 宇 11 时 , M(k,10) 三 10. 
2.68 设 A= (aj)(i,j = 1,2,…,n) 是 以 非 负 整 数 为 元 素 的 
正方 矩阵 ,又 设 对 于 任何 一 个 a;; = 0, 其 第 ; 行 与 第 j; 列 诸 元 素 的 和 不 


小 于 .求证 ;这 正方 矩阵 的 所 有 元 素 之 和 不 小 于 地 7. 
(第 13 届 国际 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 用户 记 所 有 行 元 素 和 与 列 元 素 和 中 的 最 小 值 ,着 p 之 了 ， | 
则 A 中 所 有 元 素 的 和 


1 
Ss np 之 了 了 





11 潍 


集 
从 


车 p< ,不 失 一 般 性 ,假设 第 一 行 的 和 为 p, 且 第 一 行 恰 有 最 左面 的 


9 个 元 素 异 于 零 , 则 4 和 < 了 (其 后 的 - 9 个 元 素 为 0). 此 时 ,由 于 
ao = 0(k = 1,2,.,n ~ 9), 
所 以 alt tat +amt+tarotrt+ tao 之 7 
Qaj,gtk 十 da2,grk + "+ angtkn—p. 
由 此 ,第 g +1 到 第 列 的 所 有 元 素 之 和 至 少 是 (1 -gq):(n 一 p)， 
而 左面 q 列 所 有 元 素 之 和 至 少 是 p . g, 故 A 中 所 有 元 素 之 和 
SS 之 (n -p(n gq)+ pg 


1 
= 本 下 十 3 -2p)(n 一 20)， 


又 由 g 世 p< 六 ,得 n -2p >0,n -29>0, 于 是 得 
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1 


> 了 


故 在 任何 情况 下 , 原 命题 都 成 立 . 
2 . 69 ”对 每 个 整数 宇 2, 试 确定 满足 条 件 :ao,al,… ,a 是非 负 
数 ,并 且 
a0 = 1l,a; Satt arsi 三 01 7 一 2 
时 ,和 ao + al 十 … 十 a, 的 最 小 值 . 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 先 考虑 特殊 情况 :ao = 1 , 且 a = at+ai = 0,1,*…， 
7 一 了 人 
此 时 ,我 们 记 wx = az = a,; 则 
ar = Ft Fh rvk = 0,1,.…,n—1. 
其 中 Fo=0,FI=1,F;= F;+F,Bp FF. 是 第 ;个 辈 波 那 契 数 , 并 
且 和 值 


U0 十 di 十 十 dn 一 (下 2 1)u 十 Fr1v. 


因为 
1 = ao = Fu 十 Fiv, 
并 且 容 易 验 证 
F,+2 一 1 < Ft | 
F, F,-! 
， 1 、 Fs,2 1 
所 以 令 = 0,u = F 时 和 值 达 到 最 小 值 一 一 ， 
记 M. = PF,,+2 —1 
了 好 F, * 


下 面 我 们 接着 证 明 : M, 就 是 所 求 的 最 小 值 . 
显然 ,对 每 个 n 宇 2, 和 值 
a0+al+tas+ "+ 之 dg0+al+a; 之 2ao = 2. 


Fl ,sy Fs-l 
= 2.M = 二 





一 2 ,所 以 nn 一 2 时 ,AM， 





因为 AI， 一 


2 
是 最 小 值 ;n = 3 时 , AM; 是 最 小 值 . 
今 固 定 一 整数 n 宇 4. 并 假设 对 每 个 ,2 过 有志 nn 一 1, 只 要 非 负数 
列 co,cl，…c 符合 条 件 co = 1,c; 志 c+ ci2,i = 0,1,…,k 一 2, 就 
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有 和 式 co+cl+…+c 之 AM 
现 考察 满足 题 设 条 件 的 非 负 数列 a0, a1,，*…, a. 
如 果 cl ,as > 0, 和 ao + al+…+a 可 表示 成 以 下 两 种 形式 ; 


wu 
ont artmta=lta(1+t er + 


U3 Uy 
二 1+al+ a 1 二 + 一 十 … 十 一 |. 
U2 dd2 


两 个 括号 内 的 和 满足 归纳 假设 条 件 (& = n 一 1,k = n 一 2), 所 以 有 
anp+al+t+""+a;, 汪 1+ aiM,_i, 
ao+ art+a;, 之 1+al+ aM,-2. 
显然 , 当 al = 0 或 aa = 0 时 ,Q@ 和 人 加 也 成 立 . 
由 a 之 1 ai, 将 名 化 为 
aop+ alt+ +o 宕 lt+M,.;+al(l— AM，)， © 
记 f(r)}=1+ M,.x, 
g(x) = (1+ M, 2) + (1— AM -2z)z， 
再 由 中 和 凶 可 得 
a0+ ait**+a, > max|f(al),g(a1)!, 中 
因为 f 递 增 ,g 增 减 ,它们 的 图 形 交 于 惟一 的 点 ( 却 , 六) ,并且 
max| F(z),g(z)} 之 了 ,对 每 个 实数 x. ©) 
由 名 各 得 
aot+ alt…+a, 之 了， © 


男 一 方面, 当 z = -站 





时 ,容易 验证 得 
(x) = _ fri 
f(x) = g(x) = i = AT . 


nn 


因此 
FY = M,. 
由 地 得 
ao0+alt+ + a, 2M,. 
综 上 所 述 , 对 每 个 宇 2, 和 ao + al +… + a, 的 最 小 值 是 M,. 


2 . 70 对 于 固定 的 9E (0, 开 ) , 求 满足 以 下 两 条 件 的 最 小 正 数 
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好 14 潜 





(ii) 存在 x € 1 | 使 得 
[a — XxX)sin0—- Va “cos 55 | + [xcos0 一 Va — (1 -zj)2sin20] 


之 a 
(中 国 国家 队 选 拔 赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 由 (i) 得 
万、 singcos0 中 
“ Sn 
不 妨 设 <1. © 








sin’0 + p< 
(iD 等 价 于 :存在 z € |1-- J Ja | ,满足 
ing cosb 


2(1 — x)sing Va ~ rzcos20 +2zcosg Va — (1 -— 7) sin0 之 a， 
即 


2sinbeosg| (1— x). | 一 2 — zx? 


a elo pa +g 志 1， 

Frz) = (1- xr) Vp -rx +x vo2-(1-xz)j2(1-g 委 xz 委 加 ). 则 
2 ,2 

当 Vp*-x*= V9- 7 时 , 即 z- 人 Ee [lap 


时 , f(x) 达到 最 大 值 . 
引 理 的 证 明 : 





(| l= 3) 


= psina,l ~ x = gsing,0 < a < ,0 BB<™ yratB<x. 


于 是 ,有 
f(z) 


引 


pa (sinBcosa + sinacosp) 
pqsin(a + B), 


cos(a + B) = cosacosB — sinasin8 


| 
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Vp -rz vq -(l—- rz) — zx(l— 2x) 
2 
由 于 


2 /PR VOGT x 7)] 
(VE PO) tt 
x)}—2x(1~— x) 

= P+g9-1- (Vp -ri- Va-(- zr) 入 0， 


从 而 ,有 过 w+ p< XA. 


同时 , 当 且 仅 当 VP 一 如 = V9 (14 六 时 , 即 z = 地 (p2 一 + 


| 


2 2 
1D) El[l- gp] 时 ,cos(a + 有) 达到 最 大 值 上 二 全 一 <o. 
因为 在 | ,x | 上 正弦 函数 单调 递 茂 所 以 , f(x) = pasin(a + 8) 


也 当 有 号 仅 当 > = 7(p? -gq* + 1) 时 达到 最 大 值 . 
由 引 理 可 知 ， 式 @ 在 端 当 且 仅 当 


/ |/ _(1- 7) 
cos’0 0 (1 7 


本 2& -2 +1)e [1- Ya | 时 ,达到 最 大 


















































cos20 sing sing cosb 
值 
1 a a “ 
2singcos 、/ 一 一 一 一 一 4 Eee 一 2 十 1 ， 
4a a a “ 
册 ingcos6 一 (= 一 十 1 . 
Neg \cog0 sin20 
由 多 得 知 ,所 求 的 最 小 的 a 是 满足 下 式 晶 满足 中 的 最 小 的 a: 
4a 人 a a 
-| +1] > 一 “一 ， 
cos “6 cos"0 sin20 cosgsing 
1 1 1 1 1 
qh) 
二 cos'0 sin40 es | 2 ” ao +1l<0 外 
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给 六 六 


1 1 . 1 

















, 1 
因为 cos4g sintg sin Ocos’6 
2...2 2 
_ 1 — 3sin Ceos | >0, 
sin4gcos 0 
@ 的 左 端的 根 为 
sint Ocos’0 | 1 1 
十 十 
1 - 3sin2gcos2gLeos20 sin20 




















2 
十 一 -~ 十 
(5 sin20 ) cos40 sin4g sin26cos26 
_ sin2gcos20 
1 于 V3singcosb 
所 以 ,由 也 可 得 


2 .2 2 
sin: Ocos:0 二 “所 sin’ Ocos’ 0 
1 + V3singcosb 1 — V3singcosb 
由 于 sin2gcos20 sin2gcos20 
(sing + cosg)” 1 + Vsingcosg 


， 2 2 
4 = 一 和 eeos 和 时 ,满足 四, 故 所 求 的 
1 + V3singcosg 


sin2gcos20 
1 + V3singcosg 
2.71 设 M = 12,3,4,…,1000|. 求 最 小 自然 数 , 使 得 M 的 任 
何 ”元 子 集中 都 存在 3 个 互 不 相交 的 4 元 子 集 S, TT,U ,满足 下 列 条 
件 : 
(1) 对 于 S 中 任何 两 个 元 素 , 大 数 都 是 小 数 的 倍数 ,对 于 醋 和 U 
也 有 同样 的 性 质 ; 
(2) 对 任何 ES 和 ET 都 有 (sr) = 1; 
(3) 对 任何 s€E S 和 wx EU, 都 有 (s,u)>1. 
(中 国 国 家 队 选 拔 赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 999 = 37 x 27, 我 们 令 
A = {3,5,.…,37| 
[aim 
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显然 1A1= 18, 1B1= 981. 
下 面 证 明 M 的 子 集 B 不 能 同时 满足 条 件 (1) ~ (3). 
用 反 证 法 . 
若 B 存在 3 个 互 不 相交 的 四 元 子 集 S$S,T,U. 
设 S=1|ss ,ss <5< 54; 
T= tt 区 区 
因此 (54,t4) = 1, 所 以 5s4 和 4 中 至 少 有 一 个 为 奇数 .不 妨 设 s4 是 奇数 ， 
于 是 SI» S253 都 是 奇数 ,从 而 有 
$4 这 35;3 宇 95 这 2751 宇 27 x 39 > 1000， 
矛盾 . 
这 表明 所 求 的 最 小 自然 数 n 之 982. 
另 一 方面 , 令 
Si1 = 13,9,27,81,243 ,729| 
Ti = |2,4,8,16,32,64| 
U) = 16,12,24,48,96 ,192| ; 
S, = 15$,15,45,135,405| 
T, = |141,82,164,328,656| 
U; = 110,20,40,80,160); 
Si = {7,21,63,189,567| 
T; = {43,86,172,344,688| 
U; = {14,28,56,112,224|; 


| = 111,33,99 ,297 ,891| 


中 
入 11 入 


Ts = 147,94,188,376,752| 
Us = |22,44,88,176,352}; 
Ss = |13,39,117,351| 

Ts = 153,106 ,212 ,424| 

Us = 126,52,104,208}; 

Se = {17,51,153,459| 

= {59,118,236,472} 
134,68, 136,272); 


人 
I | 
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并 六 


Sy = {19,57,171,513} 
1 ) = 161,122 ,244 ,488| 
U, = 138,76,152,304}; 
Ss = 123,69,207,621| 
人 = 167,134,268,536| 
Us = 146,92,184,368|}; 
So = {25,75,225,675| 
全 = |71,142,284,568| 
Us = {50,100,200,400|; 
Sio = {29,87,261,783| 
人 = |73,146,292,584| 
Uio = {58,116,232,464}; 
Si = 131,93,279 ,8371 
上 = 179,158,316 ,632| 
Un = 162,124,248,496|; 
| = 13$,10$,315 ,945| 
Ti = 183,166,332,664| 
[v= = |70,140,280,560},， 
S13 = {137,111,333,999| 
Ts = 189,178,356,712| 
Ui; = 174,148,296,S92 | . 
将 S;,1,,U; 中 序号 相同 的 3 个 数组 成 一 个 三 元 数组 , 共 可 得 到 57 
三 元 数组 .对 于 M 的 任 一 982 元 子 集 B, 只 有 M 中 的 17 个 数 不 在 了 召 
中 , 故 至 少 有 上 述 $7 个 三 元 数组 中 的 40 个 售 在 如 中 .这 40 个 三 元 数组 
分 属于 上 述 13 组 中 ,由 抽 居 原理 知 , 至 省 有 4 个 三 元 数组 属于 上 述 13 
组 的 同一 组 中 .将 这 4 个 三 元 数组 写成 3x4 数 表 ,3 行 数 分 别 为 S,T， 
U, 即 满足 题 中 要 求 . 
综 上 所 述 ,可 知 所 求 的 最 小 自然 数 n = 982. 
2.72 设 S= 11,2,…,50|. 求 最 小 自然 数 KK, 使 S 的 任 一 K 元 
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子 集中 都 存在 两 个 不 同 的 数 a 和 0, 满足 (a + 56) | ab. 
(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1996 年 ) 

[ 解 】 设 有 a,b€ S 满足 条 件 (a +6)1ap. 记 c = (a,5), 于 是 
a = calsb = cb1, 其 中 a1,b1 EN 且 有 (al,b1) = 1,al 关 5b, 不妨 设 
al > bi. 

由 于 at+b= clalt+b), 

ab = craib!, 

因此 (al + Bb1) | caidbi. 

又 由 于 (al + bi,ai1)= 工 ， 

(al+b1,601) = 1, 

因此 (al 二 b1) 1 ec. 

因此 a,pES, 所 以 e+8 委 99, 即 c(a+o) 委 99, 所 以 3 去 
al+pl 扫 9. 

由 此 可 知 ,S 中 满足 条 件 (a + 5) | ab 的 不 同 数 对 (<,5) 共有 23 
对 , 现 列 举 如 下 : 

ai+p=3 时 ,c 是 3 的 倍数 ,属于 这 一 类 的 (ae ,6) 有 

(6,3),(12,6),(18,9), (24,12),(30,15),(36,18), (42,21), (48, 
24); 

alj 二 bl 二 4 时 ,有 

(12,4),(24,8), (36,12),(48,16); 

Ql 二 VI 二 5 时 ,有 

(20,5),(40,10),(15,10),(30,20),(45,30): 

al1 十 5 二 6 时 ,有 

(30,6); 

a1 二 5b) = 7 时 ,有 

(42,7), (35,14), (28,21); 

al 十 51 三 8 时 ,有 

(40,24); 

al 十 5 二 9 时 ,有 

(45,36). 

令 M = 16,12,15,18,20,21,24,35,40,42,45,48} . 则 上 述 23 个 数 
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9 浴 六 


对 中 的 每 一 个 数 对 都 至 少 包含 M 中 的 1 个 元 素 . 令 
T=S-M, 

则 人 中 任何 两 数 都 不 能 成 为 满足 要 求 的 数 对 (a ,5). 因 为 | M1= 12， 
i 工 ] = 50 - 12 = 38, 所 以 所 求 最 小 自然 数 KK 39. 

男 一 方面 ,下 列 12 个 满足 题 中 要 求 的 数 对 互 不 相交 ,它们 是 : 

(6,3),(12,4),(20,5),(42,7),(24,8),(18,9),(40,10), 

(35,14),(30,15),(48,16),(28,21),(45,36) 

对 于 S 中 任 一 39 元 子 集 R, 它 只 比 S 少 11 个 元 素 , 而 这 11 个 元 素 
至 多 属于 上 述 12 个 数 对 中 的 11 个 ,因此 必 有 12 对 中 的 1 对 属于 RR. 

综 上 所 述 ,所 求 的 最 小 自然 数 K = 39. 

2.73 ” 设 正 整数 a,5 使 15a + 16 和 16a -156 都 是 正 整数 的 
平方 . 求 这 两 个 平方 数 中 较 小 的 数 能 够 取 到 的 最 小 值 . 

《第 37 届 国际 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 设 正 整数 < ,5 使 得 15a + 166 和 16a -156 都 是 正 整数 的 


平方 . 则 可 令 
1Sa + 16p = rr? 
l6a ~ 156 = 5 
其 中 r,s EN. 
于 是 15r*+16s* = 15*.a+16 .4a, 
即 15r“ + 16s” = 481a . 
又 有 16r* — 15s* = 1626 + 1S20 ， 
即 16r* — 15s* = 4816. 


因此 ,15r* + 16s*,16r* 一 15s? 都 是 481 的 倍数 . 
由 于 481 = 13x37, 因 此 15r*+16s*,16r? 一 15s2 都 是 13 和 37 的 
倍数 .下 面 来 证 明 ;r 和 s 也 都 是 13 和 37 的 倍数 . 
如 果 r 和 s 中 有 一 个 不 是 13 的 倍数 ,那么 由 于 1S$r + 16s* 是 13 的 
倍数 ,因而 > 和 s 中 的 男 一 个 也 不 是 13 的 倍数 . 
由 于 16x* -15s* 是 13 的 倍数 ,因此 
16r* = 15s? (mod13), 
16r* .st = 15st(mod13), 
根据 费 马 小 定理 ,由 (s,13) = 1 可 知 
st 三 (mod13). 
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所 以 有 ”16r*: ss 二 15 寺 2 (mod13). 
Bp (41s5)2 =2 (mod13) QD 
上 式 左 端的 4rs* 与 13 互 索 ,因此 
((4rs3))* 二 1 (mod13) 
由 中 得 2 =1 (mod13) 
12 三 1 (moqdl3) ,矛盾 . 
故 > 和 s 都 是 13 的 倍数 . 
如 果 x 和 s 中 有 一 个 不 是 37 的 倍数 ,那么 另 一 个 也 不 是 37 的 倍数 . 
因为 15r* + 16s*,16r? 一 15s* 都 是 37 的 倍数 ,所 以 一 -31% 是 
37 的 倍数 ,从 而 有 
r* 二 31s* (mod37) 
r=31. 5%=31 (mod37) 
两 边 取 18 次 方 ,得 
(rs 36 二 318 (mod37 ) 
1 二 (~- 6)=((- 6)) =(- 1 =- 1(mod37), 
矛盾 . 
故 > 和 s 也 都 是 37 的 倍数 .从 而 > 和 s 都 是 481 的 倍数 ,一 和 5 都 
是 481 的 倍数 . 
男 一 方面 , 令 a = 481 X 31,6 = 481, 则 有 
lSa + 166 = 481 x (15 x 31 + 16) = 4812， 
16a ~ 156 = 481 x (16 x 31 ~ 15) = 481°. 
综 上 所 述 , 这 两 个 平方 数 中 较 小 的 数 能 够 取 到 的 最 小 值 是 481“. 
2.74 令 S 是 2 个 不 同 实数 的 集合 ,A, 是 由 S 中 所 有 互 不 相同 
的 两 元 素 的 平均 值 所 组 成 的 集合 .对 给 定 n 宇 2,A, 最 少 可 能 有 多 少 个 
元 素 ? 
(第 53 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 设 S= zz 上 且 
ZI < XI 
则 
XI 十 X22 Xl+ 3 1 十 了 2 + 3 十 


3 7 < < < 
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一 1 十 村 


,因此 A, 中 至 少 有 27 一 3 个 元 素 . 


另 一 方面 , 若 取 S = 12,4,6,…,27), 则 A, = 13,4,5,…,27n 一 1| 
只 有 2n 一 3 个 元 素 . 

综 上 所 述 ,A, 的 元 素 个 数 的 最 小 值 为 22 - 3. 

2.75 11 个 集合 Mi,M;,,…, Mi .每 个 集合 有 5 个 元 素 ,并且 
任意 两 个 集合 的 交 非 空 . 求 具有 同一 公共 元 素 的 集合 数目 的 最 大 值 的 
最 小 可 能 值 . 

(罗马 尼 亚 国家 队 选 拔 考试 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 用 n(x) 表示 含有 元 素 zx 的 集合 的 数目 .用 人 表示 所 有 11 
个 集合 Mi M2 ，…… Mil 内 全 部 元 素 组 成 的 集合 , 即 

T= UM, 

由 题 设 可 知 ， 

Dn(xr)=5.11= 55. OD 


Cr) 是 以 n(x) 个 集合 中 任 选 两 个 集合 组 成 集合 对 的 对 数 , 也 是 
从 11 个 集合 中 任 选 两 个 含有 元 素 x 的 集合 组 成 集合 对 的 对 数 ( 如 果 
n(x) 二 1, 规定 Ci = 0). 由 于 任意 两 个 集合 M,M(li<j< 
11) 的 交 非 空 ,因此 , M; 与 Mi 至 少 有 一 个 公共 元 素 x € 了 . 换 句 话说 ， 
任何 一 对 集合 (Mi ,Mi)(1 委 ii< 7) 委 11) 至 少 有 一 个 公共 元 素 x€ET. 
(Mi;, Mi) 是 n(x) 个 含 x 的 集合 中 一 对 集合 .所 以 有 


2)C26) > Ch = 55, 
TET 
即 了 Yin(z)(n(z) - D 255. 
rET 
记 nn 二 maxin(x) |x Ti, 则 由 上 式 可 得 
二 (n - 1) Sn(zr)>55 
2 rET 
再 利用 @ 可 得 
3 一 1) 之 1， 


从 而 nn 之 3. 
如 果 nn = 3, 那 么 ,对 任意 的 x+ EET, 都 有 n(x) 委 3. 下 面 证 明 : 不 存在 
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xX 和 了 ,使 得 2(z) 委 2. 

”用 反 证 法 .如 果 存 在 某 个 zx ET 丁 , 使 得 n(x) 碌 2. 奢 么 至 少 有 11 一 
2 = 9 个 集合 不 含 r. 不 妨 设 M3, Ms,…, M1i 都 不 含 x, M1 含 x. 由 于 
Ma ,AM ,AT 中 的 每 一 个 与 MI 至少 有 一 个 公共 元 素 , 而 这 个 公共 
元 素 又 不 是 x ,因此 一 定 是 Mi 的 其 他 4 个 元 素 之 一 .这 4 个 元 素 属于 
M3, M4,… ,M1 这 9 个 集合 ,那么 必 有 一 个 元 素 y 属于 M3, Ma,…， 
AMi 这 9 个 集合 中 的 三 个 集合 ,加 上 >yE M, 我 们 有 mv) 之 4. 这 与 7 


= 3 也 盾 、 
因此 , 当 nn = 3 时 ,对 任意 的 x ET, 都 有 n(x) = 3. 于 是 ,我 们 有 
3 .1 了 1=11. 5 | 
55 
| 7T|1= 3 
逆 盾 . 


由 此 可 得 ”之 4. 
当 n = 4 时 ,我 们 可 以 给 出 符合 题目 条 件 的 一 个 例子 如 下 : 
Mi = Ma = |1,2,3,4,5|, 
~ M; = 11,6,7,8,9}, 
Ma = {1,10,11,12,13}, 
Ms = |12,6,9,10,14}, 
Me = 13,7,11,14,15|, 
M; = |14,8,9,12,15}, 
Ms = {15,9,13,14,15}, 
Mo = |4,5,6,11,14}, 
Mo = 12,7,11,12,13}, 
Mi = 13,6,8,10,13}. 
2.76 设 S= 11,2,3,4|l,n 项 的 数列 :al,a2,…,a, 有 下 列 性 
质 ,对 于 S 的 任何 一 个 非 空 子 集 B(B 的 元 素 个 数 记 为 1 B |), 在 该 数列 
中 有 相 邻 的 ! B | 项 恰好 组 成 集合 B, 求 2 的 最 小 值 . 
(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 1 的 最 小 值 为 8. 
首先 证 明 中 的 每 个 数 在 数列 a) ,a,,…,a, 中 至 少 出 现 2 次 . 
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a 





事实 上 , 若 * 中 的 某 个 数 在 这 个 数列 中 只 出 现 一 次 ,由 于 含 这 个 数 
的 二 元 子 集 共有 3 个 ,但 在 数列 中 含 这 个 数 的 相 邻 两 项 至 多 只 有 两 种 
取 法 ,因此 不 可 能 3 个 含 这 个 数 的 二 元 子 集 都 在 数列 相 邻 两 项 中 出 现 . 
矛盾 . 

由 此 可 得 ,n 完 8. 

男 一 方面 ,数列 3,1,2,3,4,1,2,4 满足 题 设 条 件 , 且 只 有 8 项 .所 
以 ,7 的 最 / \ 值 为 8. 

2.77 -在 100 x 25 的 长 方形 表格 中 每 一 一 格 填 信 一 个 非 负 实数 ， 
第 i 行 第 7 列 中 填 人 的 数 为 ri(i = 1,2,…,100;; = 1,2,…,25)( 如 表 
1). 然而 将 表 1 旦 列 中 的 数 按 由 大 到 小 的 次 序 从 上 到 下 重新 排列 为 


zl 之 72) 之 rio0;(j = 12， 一 一 








| 25 








(如 表 2) 求 最 小 的 自然 数 , 使 得 只 要 表 1 中 填 人 的 数 满足 2 过 1， 
(i 二 1,2,…,100), 则 当 ;i 宇 & 时 ,在 表 2 中 就 能 保证 

/ 及 , 
成 立 ， 


《中国 高 中 数学 联赛 ,1997 年 ) 
[ 解 ] & 的 最 小 值 为 97. 
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事实 上 ,如 果 我 们 取 


0.4,( -1)+ 工 入 入 47) 
那么 ， 我 人 有” 
> 0+ax 1 (i = 1,2,.…,100) 
满足 题 设 条 件 重 排 后 有 
. 
， 一 ,1 二 .96,， 
i a (J 一 1,2,.…,25) 
0, 97 过? 100. 


这 时 

> -25x 直 >1 (1 <i<%). 
故 上 的 最 小 值 之 之 97. | 

男 一 方面 ,因为 表 2 的 后 三 行 一 共 只 有 75 个 数 , 在 表 1 中 有 100 行 ， 
所 以 表 1 中 至 少 有 一 行 , 它 的 所 有 元 素 都 在 表 2 的 前 97 行 .不 妨 设 表 1 
的 第 r 行 的 所 有 数 


Xr, 5 

都 在 表 2 的 前 97 行 中 出 现 .于 是 , 当 i 宇 97 时 ,我们 有 
< Xj (j= 1,2,..,25) 
>»: Ti ~ < Pn< 


综 上 所 述 ,可 知 所 求 的 & 的 最 小 值 为 97. 

2.78 21 人 参加 一 次 考试 ,试卷 共有 15 道 是 非 题 .已 知 每 两 人 
答对 的 题 中 至 少 有 一 道 是 相同 的 . 问答 对 人 数 最 多 的 题 最 少 有 和 多少 人 
答对 ?请 说 明理 由 . 

(中 国 国 家 队 选 拔 赛 ,199S 年 ) 

[ 解 ] 设 第 i 题 有 a; 个 人 的 答案 正确 ,于 是 恰 有 


b; = ce 
个 两 人 组 答对 该 题 (; = 1,2,…,15). 
15 
以 下 我 们 着 重 考察 和 数 > 6;. 
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EE 访 


记 a = maxial,a2,"…,als| , 则 有 


15C? 之 和 20 之 C41， 
420 
ca(a 一 1) 之 这 28， 
a 之 6. 

如 果 a = 6, 即 每 题 最 多 只 有 6 个 人 答对 .此 时 如 果 有 某 一 个 人 只 
答对 了 三 道 题 ,那么 由 于 a = 6, 即 他 答对 的 三 道 题 中 的 每 一 题 , 至 多 
还 有 另外 5 个 人 答对 ,所 以 他 最 多 与 男 外 15 个 人 有 共同 答对 的 题目 ,此 
与 题 设 条 件 矛 盾 . 这 说 明 , 此 时 ， 每 人 至 少 答对 4 道 题 ， 

因为 21x5>6x15, 

所 以 不 可 能 每 人 都 至 少 答对 5 道 题 , 从 而 至 少 有 1 人 恰 答 对 1 道 题 , 将 
该 人 编号 为 1. 由 题 设 条 件 ,该 人 与 其 他 20 人 中 的 每 一 个 都 有 共同 答对 
的 题目 ,所 以 该 人 答对 的 4 道 题 中 的 每 一 题 都 有 另外 3$ 人 也 答对 了 .于 
是 ,分 别 答对 这 4 道 题 的 人 的 编号 构成 了 4 个 集合 : 
Si = {1,2,3,4,5,6|, 
S, = |11,7,8,9,10,11|, 
= {1,12,13,14,15,16}, 
Ss = 11,17,18,19,20,21}. 
显然 ,Si YU S U S;U Ss = 11,2,…,21}, 
Sf S;= {l,l<i<j&4. 

男 一 方面 ,如 果 在 15 道 题 中 ,至 多 11 道 题 各 有 6 个 人 答对 ,那么 就 

有 


15 
210 = Ch < 之 <11.Cz+4.C3 = 205, 


逆 盾 .因此 ， 在 15 道 题 中 ， 至 少 12 道 题 各 有 6 个 人 答对 . 除去 编号 为 1 的 
人 答对 的 4 道 题 以 外 ,至 少 还 有 8 道 题 各 有 6 个 人 答对 .考察 答对 这 8 道 
题 中 某 一 道 题 的 6 个 人 ,他们 之 中 或 者 有 3 人 以 上 属于 同一 个 Sj ,或 者 
两 人 属于 同一 个 S; ,并 有 另 两 人 属于 同一 个 S ,j 关 有 ,1 才 j 志 4,1 过 
k 去 4. 总 之 ， 在 计算 > 时 ,这 8 道 题 中 的 每 一 道 题 都 至 少 产生 两 次 


重复 计数 .因此 
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210 = C5 委 Sp -8x2<1502 16 = 209， 
矛盾 . 
这 说 明 a 关 6, 从 而 有 a 宇 7. 
下 面 构造 的 例子 说 明 ,a = 7 是 可 能 实现 的 . 
记 考 试 人 员 的 编号 为 1 ~ 21, 并 记 
P; = {2i— 1,2i1,i = 1,2,.",0; 
P, = {13,14,15}, 
Ps = {116,17,18}, 
Po = {19,20,211. 
车 出 现下 表 所 示 的 考试 结果 , 则 a = 7. 


Ps UPsU Ps 
EE 
| Pupum 
PUPUP | 
EC 
EE 
ECE 
ET 
14 
-一 一 一 一 


- 




















一 I 


un 
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第 4 ”最 大 


2 . 79 ”在 一 个 游戏 中 这 样 计 分 ,回答 一 个 容易 的 问题 得 3 分 , 回 
答 一 个 较 难 的 问题 得 7 分 ,在 不 能 作为 选手 总 分 数 的 整数 集合 中 , 求 最 
大 值 . 
(美国 Mathcounts 数学 竞赛 试题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 不 能 作为 总 分 数 的 自然 数 集合 为 S. 在 前 12 个 自然 数 
中 ,只 有 1,2,4,5,8,11 属于 S. 
因为 7= 2x3+1,3x5=7x2+1, 所 以 当 若 干 3,7 的 入 实 
12 时 ,可 用 一 个 7 换 两 个 3, 或 者 用 5 个 3 换 2 个 7, 使 组 成 的 和 数 增加 
1, 因 地 大 于 12 的 自然 数 都 不 属于 S. 所 以 
S = 11,2,4,5,8,11}. 
所 求 的 最 大 值 是 11. 
2. 80 求 最 大 的 正 整 数 ,使 得 n? + 100 能 被 n + 10 整除. 
(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 我 们 设法 把 22 + 100 变形 ,使 之 出 现 n + 10 ,为 此 
n>? + 100 
= n3 + 1000 - 900 
= (n+ 10)(n? — 10n + 100) ~ 900, 
如 果 nn + 10 整除 n? + 100, 则 mn + 10 能 整除 900, 为 使 nn 最 大 ,可 令 
n+ 10 = 900, 
所 以 n = 890. 
2.81 以 下 7 个 数 的 和 恰好 是 19: 
ai = 2.306, a2 = 2.61, a3 = 2.65, a4 = 2.71, as = 2.79, a6 = 
2.82，ay = 2.86. 
欲 用 整数 4; 来 作 &a; 的 近似 值 (1 过 i 过 7) ,使 得 A; 的 和 仍 为 19, 而 误 
差 | A; 一 a; | 的 最 大 值 M 尽 可 能 小 .那么 ,对 于 这 最 小 的 M ,100M 是 
多 少 ? / 
(第 3 届 美 国 数学 流 请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 于 2 < a; < 3(1 志 i 声 7), 因 此 整数 A; 应 取 2 或 3, 因 
为 只 有 这 样 才 能 使 M < 1, 不 然 的 话 , 就 有 M > 1. 
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要 使 AI+A4A+…+A=19, 那 么 Ai,A，…A7 中 恰 有 五 个 
3 ,两 个 2. 
要 使 M 尽 可 能 小 ,应 把 最 小 的 两 个 数 al 和 a 的 近似 值 取 成 Al = 
A, = 2, 而 其 他 的 取 成 A3 = A4s = A; = A6。 = 47 = 3. 此 时 
M= a -A,= 2.61-2=0.61, 
100M = 61. 
2.82 求 使 4 + 4 + 47 是 完全 平方 的 最 大 整数 x. 
(第 6 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 因为 
427 + 41000 + 47 = 254(1 + 2 .21945 4 227754) 
所 以 , 当 2r -54=2.194$, 即 当 z = 1972 时 ,42 + 419%9 + 47 是 一 个 
完全 平方 . 
另 一 个 方面 , 当 z > 1972 时 ,由 于 
22(z-27) < 1 + 2 .21945 + 220xz-27) < (27-27 十 1)2, 
因此 1 + 2 2 +22 3 介 于 两 个 连续 自然 数 的 平方 之 间 , 从 而 它 不 
是 完全 平方 ,给 定 的 式 子 4 + 4100 + 47 也 不 是 完全 平方 . 
故 所 求 的 最 大 整数 x 为 1972 
2 .83 若 于 个 正 整数 的 和 为 1976, 求 这 些 正 整数 的 积 的 最 大 值 . 
(第 18 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 】 设 这 些 数 为 a ,… ,a,， 
则 alt + +a, = 1976. 
不 妨 设 a; < 4(1 忒 i 之 nn), 这 是 因为 当 a; 守 4 时 a 过 2(a; -2)， 
故 把 a; 换 成 2 和 a; -2 两 个 数 不 会 使 积 减 小 . 
再 注意 2x2x2<3x3, 所 以 只 需 考虑 2 .3*, 其 中 4a = 0,1,2， 
日 2a + 36 = 1976. 
由 此 得 a = 1,65 = 658， 
故 所 求 的 最 大 值 为 2 x 3%”. 
2.84 对 任 一 正 整数 wo ,考虑 由 
qi 二 (gl 一 1 +3 (i=1,2,.,n) 
定义 的 序列 qi ,qz,，…，,q 若 每 个 ai(i = 1,2,…,n) 都 是 质数 的 守 , 求 
n 的 最 大 的 可 能 值 . 
( 印 牙 利 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
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[ 解 ] 由 于 
mm= mm 1)(m+1)=0(mod3), 
所 以 
4 = (gt -1) +3=(g1- 1) g1- 1(mod3). 
因而 gi ,gq;,q3 中 必 有 一 个 被 3 整除 , 它 应 当 为 3 的 医 . 但 在 31((g 一 
1 了 +3) 时 ,31(g 一 1). 从 而 31(gq 一 1), 31(g-1)?, (g—-1)+ 
3 只 能 被 3 整除 ,不 能 被 3 整除 .于 是 只 有 在 gq; = 1 时 ,(g; -1)*+3 才 
是 3 的 知 . 这 时 必须 i = 0, 但 ao = 1 推出 
gi = 3, g; = 11, g3 = 1003 = 17 x 59, 
所 以 2 的 最 大 值 为 2. 
2.85 已 知 a,p,c,d,e 是 满足 
a+b+ctdadt+e= 8, 
a* + b+c +d*+e:=16 
的 实数 , 试 确定 e 的 最 大 值 . 
(第 7 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 用 柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 式 . 
由 于 
(at+b+ctd)=(arlt+6b:1l+c.:l+td.1) 
人 (a+ br +e td’)(l +1 +1 + 12 ) 
= 4(a: + b* +c +d’), 
又 因为 a+b+ctd=8-e, 
a +b+c +d’*=16-e’, 
所 以 (8 — e)* 4(16 - e), 


即 64 - 16e+ 6 过 64- 4e2 或 ge2 - 16e 过 0， 
。 1 
得 0<e<™ 
16 
即 。 的 最 大 值 是 5 


2.86 求 最 大 的 完全 平方 数 , 并 且 已 知 这 样 的 完全 平方 数 在 减 
去 它 的 最 后 两 位 数字 后 仍然 是 一 个 完全 平方 数 (假设 所 减 的 数字 不 全 
为 0). 
(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
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[ 解 ] 设 n? 满足 此 题 要 求 ,那么 
n> = 100a2 + ,其 中 0< < 100. 
由 此 得 ”nn > i0a,， 
所 以 1 之 10a +1， 
于 是 b = n*— 100a’ 宇 20a+1, 
20a + 1 < 100, 
a 夺 4. 
当 a = 4 时 ,如 果 n > 41, 那 么 nn? 一 40 实 42* -40* > 100, 此 与 
b < 之 100 也 盾 . 
如 果 n = 10a +1 = 41, 那 么 41 = 1681 显然 满足 条 件 . 
故 所 求 的 最 大 的 完全 平方 数 为 1681. 
2.87 设 4 +400+4" 是 平方 数 (整数 的 平方 ) , 求 整 数 n 的 最 
大 值 . 
(日 本 数学 奥林匹克 代表 队 选 拔 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 ]】 分 解 因 式 得 


427 十 4500 + 4 


= 427(4227 + 443 + 1), OD 
4227 + 43 141 = 2077) +2.2%454+1. @) 
当 一 27 = 945 时 , 即 n = 972 时 ,G@) 式 是 平方 数 , 从 而 @ 式 是 平 
方 数 . 
当 nn > 972 时 ， 
(27727 十 1)* 


= (2 42.2727 +1 
> (2"-27)2+2.2945+1 
> (2227)2. 
因此 ,这 时 @ 式 不 是 平方 数 ,从 而 中 式 不 是 平方 数 . 
故 所 求 的 的 最 大 值 为 972. 


2 .88 使 用 0,1,2,3,…,9 中 每 个 数字 一 次 , 求 可 能 组 成 的 最 大 


的 12 的 倍数 . 
(美国 Mathcounts 数学 竞赛 试题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 12 的 倍数 能 同时 被 3 和 4 整除 ,因为 9+8+7+6+5+4 
+ 3+2+1 = 45, 能 被 3 整除 ,所 以 要 使 组 成 的 数 是 12 的 倍数 只 需 它 的 
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最 后 两 位 数字 能 被 4 整除 .由 于 大 的 数字 放 在 前 面 能 组 成 较 大 的 数 , 因 
此 本 题 的 答案 是 9876543120. 

2.89 设 * 是 一 张 由 正 整 数组 成 的 表 ( 表 中 可 以 有 相同 的 数 ) ,其 
中 有 68 这 个 数 ,s 中 的 各 数 的 算术 平均 值 是 56, 但 是 如 果 把 68 去 掉 , 剩 
下 的 各 数 的 算术 平均 值 就 降 为 55, 问 可 能 在 ;中 出 现 的 最 大 数 是 多 少 ? 

(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 设 ?为 中 正 整数 的 个 数 ， 它 的 个 数 为 4,a,， 

68, 由 题 设 有 


al+ a2+ a3+ "二 an-l + 68 


六 


= 56 QD) 


天 


Q1 十 C2 十 十 Cox-i _ 54 
nl 


由 外, 外 得 ”56n -68 = 55(n 一 1) 
所 以 nn 二 13. 

则 ar+az+…+ao=5S3x12=660. 

为 使 ol ,az ，…2li 中 出 现 一 个 最 大 的 正 整 数 ,就 应 使 其 他 11 个 数 
尽 可 能 地 小 ,因此 在 这 12 个 数 中 取 11 个 工 , 则 另 一 个 数 

660 ~ 11 = 649 
就 是 ; 中 可 能 出 现 的 最 大 数 . 

2 .90 求证 :对 于 每 一 个 大 于 工 的 整数 上 , 必 存 在 一 个 小 于 好 的 
倍数 ,在 十 进 制 中 , 它 最 多 含有 4 个 不 同 的 数字 (每 个 数字 可 以 重复 使 
用 ). 

(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 

[证 ] 设 盖 满足 2 二 有 < 22”. 

= { 非 负 整数 :在 十 进 制 中 由 0 与 1 组 成 , 生 0,1 的 个 数 之 和 至 
多 ?个 上 上 
显然 ， 1 A，1= 2"， 


1 
maxA, = go (10" 一 1). 


因为 2” > 此 ， 
所 以 ,在 A 中 有 两 个 不 同 的 元 素 x,y 除 以 & 时 余数 相同 ,从 而 上 整除 p 
|X 一 y 1. 显然 ,p 的 数字 € 10,1,8,9}. 
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因为 nn 安生 logzk, 所 以 有 
1 10 
p< 5 (10" -1)< TX 10°%>* 
10 16 _ 
-~ Th 一 he" 一 24-log,10 x Rlog:10 
<< RE4-ioegzig , ploglo 一 4 
于 是 命题 得 证 . 
2. 91 我 们 注意 到 6! = 8. 9. 10. 试 求 能 使 hn! 表示 成 % - 3 个 
连续 自然 数 之 积 的 最 大 的 正 整数 .x. 
(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 因为 224= n(n 一 1):…5.'4.:3.2.1 
= 24 .7 1 (nC— 1)5. 
当 7 = 23 时 ,24 .n(n 一 1)…5 是 nn -3 个 连续 自然 数 之 积 . 
下 面 证 明 ”= 23 是 符合 条 件 的 最 大 下 整数 nn. 
若 n > 23, 则 由 
1 一 六 7 (7 一 1 一世) 
= n(n~1).…(n — tk, 
可 知 ,k > n, 从 而 上 上 宇 25. 
因此 , 至少 是 $ 个 最 小 的 连续 自然 数 之 积 ,n! 只 能 表示 成 少 于 > 
一 3 个 连续 自然 数 之 积 , 与 题 设 不 符 . 
所 以 ,所 求 最 大 正 整 数 ”为 23. 
2. 92 ”最 大 的 不 能 写成 两 个 奇 合 数 之 和 的 偶数 是 几 ? 
(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 我 们 先 证 明 : 对 于 不 小 于 40 的 偶数 ,一 定 可 以 表示 成 两 个 
奇 合 数 之 和 的 形式 . 
设 & 是 不 小 于 40 的 偶数 . 
如 果 上 上 的 个 位 数字 是 2( 即 42,52,62,…)， 
则 EX = 27 + Sn(n = 3,5,7,.…); 
如 朵 的 个 位 数字 是 4( 即 44,54,64,…), 则 = 9+5n(n = 7,9， 
11,.…); 
如 果 & 的 个 位 数字 是 6( 即 46,56,66,…), 则 = 21+ Sn(n = 5， 
7,9,..); 
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如 果 & 的 个 位 数字 是 8( 即 48,58,68,…), 则 = 33+5n(n = 3， 
S,7，…); 

如 果皮 的 个 位 数字 是 0( 即 40,50,60,…), 则 = 35+5Sn(n = | 
3,5,.…). 
于 是 不 能 写成 两 个 奇 合 数 之 和 的 偶数 一 定 小 于 40. 

下 面 验证 38 是 满足 题目 要 求 的 偶数 . 

由 于 38 =1+37=3+3S$=5+33==7+31=9+29=11+27 
=13+25$=153+23=17+21 = 19+19, 所 以 38 不 能 表示 成 两 个 奇 
合 数 之 和 ,从 而 38 是 满足 题目 要 求 的 偶数 . 

2. 93 nm 个 互 不 相同 的 正 偶数 与 2 个 互 不 相同 的 正 奇数 的 总 和 
为 1987 ,对 于 所 有 这 样 的 六 与 n,3m + 4n 的 最 大 值 是 和 多少? 请 证 明 你 
的 结论 . 

(第 2 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1987 年 ) 

[证 ] 设 al+ast + a,+ bli+ b+…6b, = 1987. 其 中 a,(l 
碌 i1 安 mm) 是 互 不 相同 的 正 偶数 ,6b,(1 达 ;7 过 n) 是 互 不 相间 的 正 奇数 . 

显然 ,n 一 定 是 奇数 ,日 

alt+ayt+ +an22+4+ .+2m= m(m+1), 

DI1+ b+ + 1l+3+ + (2x -1)= n°. 
所 以 | 
m+ m+ nn? 之 1987, 其 中 尺 为 奇数 . 
此 式 等 价 于 


(m+i) + :二 1987 + 工 
2 ”下 4 


由 柯 西 - 施 瓦 效 不 等 式 


去 5A/ 1987+ 下， 
| 1 3 
3m + 471 入 5 1987+ 7 一: 


由 3m + 4n 是 整数 ,所 以 
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3m + 4n<|s 1987+ 十 -这 | ， 





4 

即 3m + 4n < 221. 
易 证 ,方程 3m + 4n = 221 的 整数 解 的 一 般 形 式 是 
: m = 71— 4k 

n 二 2+3k (kk 是 整数 )， 中 
因为 n 是 奇数 ,所 以 式 中 的 必须 是 奇数 , 设 & = 2t + 1,t 是 整数 ， 
则 m = 07 一 8 

=S+6l (zt 是 整数 )， © 





因为 m,n 过 1987, 所 以 
m,n [EvV1987] = 44. 
代入 @ 式 得 出 
3 和 上 所 0. 
用 +: = 3,4,5,6 分 别 代 和 信人 名 式 可 知 ,(m,n) 只 能 是 (43,23),(35， 
29),(27,35) 及 (19,41) 四 组 值 . 
不 难 验 证 (43,23),(35,29),(19,41) 三 组 值 不 满足 关系 式 
m(n + 1)+ n° 1987. 
对 于 (27,35), 由 于 
27(27 + 1) + 35° = 1981 < 1987 
所 以 适当 选取 27 个 正 偶数 和 35 个 正 奇数 的 值 ,就 可 使 这 些 数 的 和 


恰 为 1987. 
例如 , 由 
2+4+…+34+1[+3+…A+67+6 的 = 1981, 
则 2+4+…+5S4+1+3+…+67+7S = 1987. 
综 上 讨论 ,3m + 47 的 最 大 信 是 221 ,而 且 只 4 能 在 mm = 27,n = 35 时 才 
能 达到 最 大 值 . 


2.94 求 所 有 自然 数 ”使 得 
mig (2 十 二 |)- 1991 ， 
其 中 三 | 表示 不 超过 二 的 最 大 整数 , N 是 自然 数 集 
(第 6 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 
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[ 解 ] 题 中 的 条 件 mig (如 + | 芒 ] ) = 1991 等 价 于 如 下 两 条 
(1) 对 于 任何 EN, 都 有 如 + 2 之 1991; 


(2) 存在 ko € N ,使 得 2 ++ 三 < 1992. 
0 


而 条 件 (1) 和 (2) 又 分 别 等 价 于 
(1 ) 对 任何 上 E 入 ,都 有 &4 - 199182 十 于 之 0; 
(2 ) 存在 ko E NN, 使 得 6 一 1992k8+n<0. 
我 们 先 来 解 (1') 中 的 不 等 式 , 这 时 有 


991 上 1991: 





因为 最 靠近 一 = 995.5 的 完全 平方 数 是 32* = 1024， 


故 由 人 式 有 


1991) 1991” 
一 -一 +7 一 
(1024 5 n 4 





之 0， 


解 得 n 之 1024 x 967 = 990208. 
条 件 (2 ) 又 等 价 于 
min|(k? ~ 996)° + n — 996°| < 0， © 
因为 (k* - 996)? 的 最 小 值 为 28 , 故 由 @ 式 得 
n < 996° - 28 = 1024 x 968 = 991232. 
综 上 可 知 ,满足 题目 要 求 的 ”的 范围 是 990208 志 ”所 991231. 
2，95 菜 州 颁布 由 6 个 数字 组 成 的 车 牌 证 号 (由 0 ~ 9 的 数字 组 
成 ) ,该 州 规定 任何 两 个 牌号 至 少 有 两 处 的 数字 不 同 ( 因 此 证 号 |027592| 


和 [020592| 不 能 都 被 使 用 ) . 试 决定 车 牌 证 号 最 多 有 多 少 个 ,给 出 证 明 . 
(第 19 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] “ 先 用 归纳 法 证 明 ,由 数字 0 ~ 9 组 成 的 位 车 牌 证 号 (任意 
两 个 号 至 少 有 两 处 数字 不 同 ) 最 多 可 以 有 10” i! 个 . 
事实 上 , 当 2 = 1 时 ,只 能 有 1 = 10!-1 个 牌号 , 设 = 有 时 命题 成 
立 , 当 nn = 名 +t+1 时 ,考虑 以 i(i = 0,1,2,…,9) 为 首位 数字 的 &+ 1 位 
车 牌 证 号 ,由 归纳 假设 知 ,最 多 可 以 有 10*-! 个 ,所 以 共有 
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10 x 10 = 104 
个 &+ 1 位 车 牌 证 号 . 即 当 ”= & + 工时 命题 也 成 立 . 
故 当 ”= 6 时 满足 该 州 规定 的 车 牌 证 号 最 多 个 数 是 105. 
2 .96 设 al,az,as,… 是 一 个 不 减 的 正 整数 序列 ,对 于 m 1， 
定义 
b, = minin | a, 衬 1)， 
即 65, 是 使 a, 之 m 的 n 的 最 小 值 . 
若 al9 = 85, 试 求 ai + as + … 二 at9 + D1 十 by 十 … 十 bgs 的 最 大 


值 . 
(第 14 届 美国 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[ 解 】 一 般 地 , 设 a。= p, 我 们 证 明 y 
at+taztr+a tbrtbt+'+b,= plg+1) - 
对 于 本 题 , 当 g = 19,p = 85 时 ， 条 训 
plg+1)= 85(19 + 1) = 1700. 9 
(大 af=az=…=a = 思 , 则 由 定义 
bl1=6 = =6,=1 
于 是 有 


altartetagtbtbt+6, = pytp= plg+1). 
(大 a< pl(l 志 i < 9g). 
令 1 为 使 4, < p 的 最 大 下 标 , 目 令 a, = 4. 
若 a 增加 1, 则 65(j 关 w +1) 保持 不 变 ,而 5, 减少 1, 所 以 题 中 
的 总 和 不 变 . 
我 们 重复 这 样 的 过 程 ,直到 
A142 三 "a= p. 
由 (1) 可 得 
artazt+tasthbit+brt+b, = p(g+1). 
2 97 设 a.6bc 为 两 两 互 质 的 正 整 数 ,证 明 :2abc -ab 一 bce-wa 
是 不 能 表示 为 xbc + WQ 十 zab 形式 的 最 大 整数 (其 中 zy 是非 负 
数 ). 
(第 24 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 如 果 
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2abc -bc—-ca-ab= a+ wat+ zab, 
其 中 x 宇 0,，y 宇 0, xz 之 0, 则 有 
2abc = bc(x+1)+ca(y+1)+ab(z+ 1). 
因而 al 人 (zt+l)a 又 (a,bc) = 1, 圾 有 a | (x+1). 于 是 a 这 x+1 
同 理 有 26 委 y+1 ce 和 >+1 从 而 有 
3apc = pca + cab + abc 
bl(rt+1l)+ca(y+1)+ ab(z+1) 
= 2abc , 艺 盾 . z 
因此 2abe - be 一 ca -ab 不 能 表示 成 xbc + wa + zab 的 形式 . 
其 次 ,为 证 凡是 大 于 2abc - pw -ca ab 的 数 都 能 表示 成 zt + 
ye + zab 的 形式 ,我 们 来 证 明 一 个 下 面 要 用 到 的 简单 结果 : 
设 a,b 都 是 正 整数 且 (a,5) = 1, 则 几 是 大 于 ab -aa = 的 数 必 能 
表示 为 ar + by(x 宇 0,y 之 0) 的 形式 . 
因为 (a ,5) = 1, 故 每 个 整数 都 可 表示 成 
n= CQ 十 ,ur 入 
显然 ,这 样 的 表达 式 不 惟一 ,但 所 有 表达 式 都 可 写成 
p= (n- kb)at+ (vt+ ka)b,kEZ. 
选取 0, 使 0 所 4w~-kob 达 5, 并 令 w0o= 一 kb,vo= 二 wv+ koa, 则 有 
m= uoat+ pb Ou 6b, voEZ. 
显然 ,只 要 vo 衬 0,m 即 表 示 成 了 所 要 求 的 形式 . 
对 于 大 于 ab 一 a -~ 的 正 整 数 ,这 时 有 
(bp—-l)atvob 人 uwa+ vb = m>ab-a-b. 
由 此 即 得 vo6b >- 55， >- 1, 即 wo 之 0. 这 就 证 明了 上 述 命题 . 
最 后 我 们 利用 上 述 命题 来 证 明 当 nn > 2abc -bc -ca ab 时 , 必 
能 表示 为 xbc + wa + zab(zr 宇 0,y 宇 0,zx 之 0) 的 形式 ， 
由 于 
n>2abc—- bc-ca—-ab 
= (abc—-ab-cata)+(abc-a— be) 
=a(lb-1)(c~1)+(abc-a-b) 
之 abc—-a—K. 
有 目 (a,ber) = 1, 故 可 写成 n = aro + xbe 的 形式 日 使 x+ 过 a -1. 于 是 
aw = n-—- tr2n- bela-1)>abkc-ab- a, 
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即 ww > bc 一 上 一 c. 因 为 (5,c) = 上, 故 又 有 zw = cy+pz(y 之 
0,z 之 0) 的 形式 .从 而 得 到 
n= avw 十 bcx 
= pc + cay + abz. 
2.98 在 公 比 大 于 1 的 等 比 数列 中 ,最 多 有 儿 项 是 在 100 和 
1000 之 间 的 整数 ? 
(第 4 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 


[ 解 ] 公 比 为 了 的 等 比 数列 

128,192 ,288,432 ,648,972. 共 有 6 项 是 在 100 和 1000 之 间 的 整 
数 .现在 我 们 来 证 明 最 多 有 6 项 是 在 100 和 1000 之 间 的 整数 . 

设 等 比 数列 jar 下 满足 100 过 a<ar<ar<<<arli 雪 


1000, 其 中 ”项 全 是 整数 ,并 且 + > 1, 显 然 ,r 必须 是 有 理 数 , 设 + = 
p/q， p> q 之 1,， (p,q9) = 1( 即 pg 的 最 大 公约 数 为 1). 因 为 ar 


n—l 
- (二 是 整数 ,所 以 g"-! 整除 < ,我 们 取 p = go + 1, 于 是 数列 





好 一 下 
100<e<a(2 < a) < 1000 
及 项 全 是 在 所 求 范围 内 的 整数 . 
如 果 gq 之 3, 那 么 
1000 之 a (2 
这 时 有 nn 声 5. 
如 果 g = 1, 那 么 
9 十 +1 nl | 
100>“f gq ) 二 a* 2 之 100 。 2"71 
这 时 有 1 鞍 4. 
如 果 g = 2, 那 么 
g++l ni 3 nl 3 nl 
1000 之 a{ 一 =- > 100. (过 
由 7 委 6， 


因此 ,最 多 有 6 项 . 
2 . 99 ”如果 一 个 自然 数 是 质数 ,并 且 任 意 重 排 它 的 数字 后 所 得 





二 1 n—1 
) 宇 (g + 1)"! 守 4*1, 








世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 239 








a 


的 数 仍 是 质数 ,那么 这 个 目 然 数 叫做 绝对 质数 .证明 在 绝对 质数 中 ,不 
能 含有 多 于 三 个 不 同 的 数字 . 
(第 18 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[证 ] 如 有 果 绝 对 质数 的 位 数 小 于 4 ,那么 命题 显然 成 立 . 

如 果 绝 对 质数 的 位 数 不 小 于 4, 那 么 只 能 有 数字 1,3,7,9 出 现在 绝 
对 质数 中 . 

设 绝对 质数 A 含有 1,3,7,9 四 个 数字 ,于 是 将 4 的 数字 重新 排列 
可 得 到 一 个 新 的 绝对 质数 B = a x 104 + 1379. 

邻 M = a Xx 104, 那 么 数 M + 1379, M + 3179, M + 9137, M 
+ 7913，M + 1397，M + 3197 或 M + 7139 都 是 绝对 素数 . 

男 一 方面 ,1379,3179,9137,7913,1397,3197,7139 被 7 除 的 余数 
分 别 为 0,1,2,3,4,5,6. 

因此 在 M+1379, M+3179,， M+9137,，M +7913,，M + 1397， 
M + 3197，M + 7139 中 必 有 一 数 能 被 7 整除 ,矛盾 . 故 绝对 质数 不 可 
能 含有 多 于 三 个 不 同 的 数字 . 

2. 100 ”我 们 知道 12* = 144 的 末尾 两 数 均 为 4,38* = 1444 的 
末尾 有 三 个 数 均 为 4, 对 于 个 位 数 不 为 零 的 自然 数 , 它 的 平方 数 的 末尾 
相同 数 的 个 数 最 多 为 多 少 个 ? 

(爱尔兰 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 】 我 们 知道 n? 三 0,4,9,6,5 或 1mod10) ,又 (10a + 6)? 二 
20ab + 6*(mod100), 并 且 20a6b 三 0,20,40,60, 或 80(mod100). 

(1) 如 果 5 = 5, 则 45? = 25,20ab 三 0(mod100), 故 没有 一 个 自然 数 
的 平方 的 尾数 为 55; 

(2) 如 果 = 3 或 7, 则 20ab + 56? 志 9,29,49,69 或 89(mod100)， 
故 没 有 一 个 自然 数 的 平方 的 尾数 为 99. 

(3) 如 果 = 4 或 6, 则 20ab + 5 二 16,36,56,76 或 96(mod100)， 
故 没 有 一 个 自然 数 的 平方 的 尾数 为 66. 

(4) 如 果 4 = 1 或 9, 则 20ab + 电大 121,41,61 或 81(mod100)， 
故 没 有 一 个 自然 数 的 平方 的 尾数 为 11. 

综 上 所 述 , 一 个 个 位 数 不 为 零 的 自然 数 的 平方 数 重复 的 尾数 只 能 
是 4. : 
假设 x 的 尾数 至 少 有 4 个 4, 则 由 
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”10000 夺 0 (mod16), 

可 知 z=4(10 + 10° + 10+1)= 12(mod16). 
但 n? = 0,1,4 或 9(mod16)， 
所 以 没有 一 个 个 位 数 不 为 零 的 自然 数 ,其 平方 数 的 相同 尾数 4 能 超过 3 
个 . 

从 而 38* = 1444 就 是 个 位 数 不 为 零 的 自然 数 的 平方 数 尾数 重复 最 
多 的 数 . 

2. 101 对 于 每 个 正 整 数 ,以 S(n) 表示 满足 如 下 条 件 的 最 大 
正 整 数 :对 于 每 个 正 整 数 & 志 S(n),n* 都 可 以 表示 成 个 正 整 数 的 平 
方 之 和 . 

(1) 证 明 : 对 于 每 个 正 整 数 nn 宇 4, 者 有 S(n) 过 n?* -14; 

(2) 试 找 出 一 个 正 整数 ” ,使 得 S(n) = n? - 14; 

(3) 证 明 : 存 在 无 限 多 个 正 整 数 ,使 得 S(n) = nn? -14. 

(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 

[证 ] (1) 假设 命题 不 成 立 , 即 对 某 个 n 宇 4, 有 S(n)> 到 一 14， 

则 存在 & = n* - 13 个 正 整数 al ,a,,… ,a ,使 得 
11 一 af + a3 二 :十 a4. 


于 是 就 有 
> (a? -1) = 13. 


因为 a 为 正 整数 ,所 以 由 上 式 可 知 , 必 有 
0<at-1l<<13, 
从 而 ai 一 1€ 10.3,8. 设 在 ad -1，a? 一 1,…, 纺 -1 中 有 a 个 0， 
b 个 3 和 cc 个 8, 于 是 就 有 
3b + 8c = 13. 
上 式 表明 ,c 只 能 为 0 或 1, 但 在 这 两 种 情况 下 ,上 式 都 不 存在 非 负 整 数 
b ,可见 上 述 的 假设 不 成 立 , 所 以 对 一 切 正 整数 n 达 4, 都 有 
S(n) 达 nn - 14. 
(2) 我 们 来 证 明 , 对 nw = 13 可 以 成 立 等 式 S(n).= n? - 14. 为 此 ， 
先 来 证 明 两 个 引 理 . z 
引 l 理 1 对 任何 正 整数 / ,都 可 将 22 表示 成 3: -~ 2 个 正 整数 的 平 
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a 


方 之 和 ,其 中 ,1 为 满足 条 件 1 过 1 过 本 (22 + 2) 的 任 一 正 整数 . 


用 归纳 法 / = 工时 ,断言 显然 成 立 . 
假设 1 = m 时 ,断言 已 经 成 立 ; 则 当 / = m +1 时 ,由 于 


FH2C m+1) = 4。 F227 一 227 十 22 疡 十 J2m 十 227 


所 以 由 归纳 假设 知 ,对 任何 满足 条 件 1 之 1; 区 本 (2 + 2) 的 正 整数 


ti(i = 1,2,3,4), 都 可 以 将 2”*D 表示 成 


3(t1+t2+t3+t4)—-8 
个 正 整 数 的 平方 之 和 .让 1,t;,t;,t4 遍历 它们 的 取 值 范围 , 即 知 , 可 将 
32(w+1) 表示 成 3t - 2 个 正 整 数 的 平方 之 和 ,这 里 ,t 是 任 一 满足 条 件 


2<1 [2 + 2] 


的 正 整数 ,又 当 : 上 = 1 时 ， 显然 可 以 表示 ， 所 以 引 理 中 的 断言 对 / = = p+ 


1 也 成 立 . 
引 理 2 ”对 任何 正 整 数 » 守 3, 都 可 将 n? 表示 成 个 正 整数 的 平 
方 之 和 ,这 里 ,k 是 任何 一 个 满足 条 件 4 之 n?,k 过 n? ~ 14 的 正 整 数 . 


事实 上 , 当 姑 二 wn?(mod3) 时 ,可 将 刀 表 示 成 二 (22 -个 如 和 
二 (很 一 2) 个 1 之 和 ; 当 二 ?~1(mod3) 时 ,可 将 如 表示 成 2 个 3 
于 -有 -1)-S 个 2? 和 二 (4k 一 782 十 1) + 3 个 1 的 和 ; 当 上 二 如 
-2(mod3) 时 ,可 将 n? 表示 成 1 个 3”， Ea 一 2) 一 2 个 2 和 


本 (4 -2+2)+1I 个 1 之 和 . 知 引 理 2 的 断言 成 立 


下 面 来 证 明 S(13) = 13? - 14 = 155. 即 要 证 明 , 对 任何 正 整数 
委 155, 都 可 将 13* = 169 表示 成 & 个 正 整 数 的 平方 之 和 . 

(让) 当 43 委 & 委 13 -14 时 ,由 于 4 宇 172 > 13 ' 故 由 引 理 2 可 
知 ,可 将 13* 表示 成 有 个 正 整 数 的 平方 和 . 

(ii) 当 &=1.2 时 ,由 132 = 和 +122 可知 断言 成 立 . 

(iii) 当 3 委 4& 委 42 时 ,我 们 来 分 3 种 情况 考虑 ; 
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若 & 三 1(mod3) , 则 由 于 
132 = 和 +42 十 8 十 8， 
故 只 要 分 别 对 两 个 8 应 用 引 理 1, 即 可 知 断言 成 立 . 
若 上 三 2(mod3), 则 由 于 
13 =3+4+4 +8:+8’, 
故 只 要 分 别 对 两 个 4? 和 两 个 8 应 用 引 理 1, 即 可 知 断 言 成 立 . 
车 三 0(mod3), 且 上 有声 33 仙 ,可 由 
13 =3+4+12=3+4+3.16 
及 引 理 1, 知 断言 成 立 , 又 当 36 这 上 志和 各 时, 则 由 
132 = 3+4+6+3x(2+2.4) 
及 引 理 1, 知 断言 成 立 . 
综合 上 述 各 种 情况 , 即 知 对 一 切 正 整数 过 155 ,都 可 将 13 = 169 
表示 成 个 正 整 数 的 平方 之 和 . 
(3) 我 们 来 证 明 ,如 果 S(z) = ww*-14, 则 有 S(2n) = (272 六 一 14， 


其 中 2 袜 13. 
首先 ,因为 对 于 任何 正 整数 1 不 放 n* 一 14, 都 存在 k& 个 正 整 数 
ai,a2,"…,Qak ,使 得 
ja 
所 以 也 就 有 


(2n)* = (2a1)* + (2a2)* + 1 + (2a4)°, 
可 见 对 于 这 样 的 &,(2n)? 都 可 以 表示 成 个 正 整 数 的 平方 之 和 . 
其 次 ,由 于 
(2n)* = 7 十 7 十 7 十 7 ， 
故 只 要 对 4 个 nn? 运用 条 件 S(n) = n” 一 14, 即 知 对 任何 正 整数 4 世上 
坟 4(n? 一 14), 都 可 以 将 (2n)* 表示 成 个 正 整 数 的 平方 之 和 ， 
最 后 ,对 于 任何 正 整 数 4(n* 一 14) 三 上 入 4n 一 14, 则 因 当 之 13 
时 ,有 
4k 16(n* ~ 14) = 422 +2(6n’ -112) > (2n), 
故 由 引 理 2 即 知 ,对 于 这 样 的 ,都 可 以 将 (2n)* 表示 成 个 正 整 数 的 
平方 之 和 . 
综合 上 述 , 即 知 对 于 7 3, 只 要 有 S(n) = n* 一 14, 则 必 有 
S(2n) = (2n)*-14, 又 因 (2) j 中 已 证 S(13) = 132- 14, 所 以 存在 无 限 
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委 入 


1 兴 





六 


多 个 正 整 数 ,使 得 成 立 
S(n)= n°~ 14. 
2. 102 ”实数 x,v 适合 关系 式 
(ui+ ut+u t+ us)+ 10u” = (V+ vt + + vt)+ 
10v!! 
= 8. 
试 确定 x 和 w 哪个 较 大 ?并 证 明 你 的 结论 . 
(第 18 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 给 定 关 系 式 可 知 


KK< Lv< 1. 
由 (w+wuw+w + 二 uw )+10u =8 得 

wu + l0u? = 8. 

& 一 工 
去 分 母 ,并 化 简 得 

10x 了 0 -9x? -9x+8= 0， QD 
类 做 地 可 得 

10v2 -9o -9u+8= 0， D 


由 中 和 四 易 知 ”wu > 0,v > 0. 因 而 
0O<u<l1l,0<wv<1. 
令 fx)= (r+r tr + + rx)+10x 一 8 
g(z)= (r+r t+r t+ + x)+10r 8. 
显然 , 当 xx 宇 0 时 ,f(x) 和 g(x) 都 是 严格 递增 函数 .由 于 
f/f(0) =—-8<0,f(1) = 10 >0， 
g(0) =-8<0,g(1) = 12 > 0， 
因此 u,v 分 别 是 方程 Ax) = 0 和 g(x) =0 在 区 间 (0,1) 上 的 惟一 的 
根 . 


由 中 式 可 知 ,x 是 
Fnfz)=(lI0orz-9)x -1)+x-1=0 
在 (0,1) 上 的 根 .由 于 /1(0) = 8 > 0 且 所 (二 = 志 < 0, 因 此 
9 
0<u< 10° 
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又 gu)= utu tu t+ + ul )+10u—8 
= f(u)—- 90 + uu +10u!! 
u (10u* + wu ~ 9) 


和 人 
Ed 
D 
-一 一 
十 
| 
! 
“DO 
~ 一 


即 g(x) < 0,g(1) > 0. 因 此 wv 在 区间 (wu,1) 上 ,从 而 有 x < vw. 

2. 103 ”用 94 块 大 小 尺寸 均 为 4x 10 x 19 的 砖 一 块 放 在 一 块 的 
上 面 堆积 成 一 个 94 块 砖 高 的 塔 ,其 中 每 块 砖 可 以 随意 摆 放 为 塔 提供 4 
或 10 或 19 的 高 度 .者 94 块 巷 全 部 用 上 ,可 摆 放 多 少 种 不 同 高 度 的 塔 
(高 度 单位 为 英寸 )? 

(第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 因为 
I0Qx5= 19x2+4x3, 

也 就 是 说 ,5 块 砖 中 的 每 一 块 都 为 塔 提供 高 度 10, 共 为 塔 提供 高 度 50， 
而 5 块 砖 中 的 每 一 块 都 不 为 塔 提 供 高 度 10, 也 能 为 塔 提供 高 度 50. 所 
以 ,我 们 不 妨 设 94 块 砖 中 ,为 塔 提供 高 度 10 的 砖 块 数 不 大 于 4. 

设 有 x 块 砖 各 提供 高 度 19, > 块 砖 各 提供 高 度 10(0 过 > 过 4) , 则 
有 94 -zx - y 块 砖 各 提供 高 度 4. 这 样 , 塔 高 为 

4(94—x—-y)+19x+10y= 376+ 15x +6y. 

由 x+y 达 94, 得 0 之 xX 世 94-y 

当 y= 0 时 ,x 有 95 种 取 法 ; 

当 y = 1 时 ,x 有 94 种 取 法 ; 

当 y = 2 时 ,x 有 93 种 取 法 ; 

当 y = 3 时 ,x 有 2 种 取 法 ; 

当 y = 4 时 ,x 有 91 种 取 法 . 
因此 , 塔 最 多 有 

95 + 94 + 93 + 92 + 91 = 465( 种 ) 
不 同 的 高 度 . 

下 面 来 证 明 这 465 种 高 度 两 两 不 同 . 

若 有 序 对 (< ，y1 ) 和 (zzyy2z) 所 给 的 塔 的 高 度 一 样 , 则 有 

376 + 15x1 +6y = 376 + 15x + 6y,, 
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路 滁 


证 1 证 





Ss 


即 6(y ~ y) = 15(x2 一 zi)， 
2(y1 ~ 2) = 5(x2 — x1). 

可 见 y! 一 y 是 5 的 倍数 .但 1 yi 一 yy 过 4, 因 此 yi y= 0, 即 yl = 
2, 从 而 有 zi = 2， 

这 说 明 ,不 同 的 有 序 对 一 定 对 应 不 同 的 高 度 ,从 而 这 465 种 高 度 两 
两 不 同 . 

综 上 所 述 ,总 共 可 摆 放 465 种 不 同 高 度 的 塔 . 

2. 104 设 ) 之 2,rxz yy 均 为 实数 ,日 


Le | 


2 十 2 rit = = 1. 


对 于 每 个 固定 的 k(k EN,1ECn), 求 | x | 的 最 大 值 . 
(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1998 年 ) 


[ 解 ] 记 s = 如 + zacnn 则 


为 一 ] 


$ 二 (> + 二) + Dx 十 DE 


1 2 
二 (ma 十 EE 


有 一 上 


2 


-号 中 ， 人 5 

















+ Dvn + Do 
记 = 1 _3 二 1 (i = 2,3,.…,n) 
al 三 ,ay = 4 0 = ka 1 = 2,3,… ,1 
用 归纳 法 昂 得 
i+l1 
Qi 二 23; ,1 二 1,2,.…,7 
因此 
7 二 1 7 一 1 
1 2452， 
= (Vayrit 1 — asz2) + (Vasr2 + Vl- asr3) + + 
( nl Xn-1 十 VE 一 an) 十 Cr 
由 于 = 1, 因 此 
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2n 
| x, | 和 /一 一 
“全 n+i+l1 
2 
易 知 max | Xx, 1 = -< 
1 十 
同 理 
271 
max | xi l= /一 一 . 
n+i+l 


当 1 < 之 <n 时 ， 
s= (Vart+ VI az) + + (Vaan t+ VT aw) + 
(Veatm + VI-amr + 7 + (Va + 
vl- Qn krt Tk) 十 [1 一 (1 一 ak) 一 (1 一 an-p+l) zi, 
其 中 
1— (1—a)~— (~ a,krt) 
= aet a,-rr1i— 1 
tl nk 
2k 2(n—k+1) 
n+ 
2k(n—-k+1) 


所 以 jx | a(n Rt) 
n+i+l 
易 知 
2k(n~k+i1) 
max | Xxe {= A/ 一 一 一 一 一 . 
1 十 工 


2 .105 设 上 ,m,n 是 整数 ,并 满足 1 之 nn 之 一 1 之 上 . 试 求 集 
合 11,2,…, 上 | 的 子 集 ; 的 最 大 阶 , 使 得 在 s 中 ,任何 :个 不 同 元 素 之 和 
都 不 等 于 x. 


1 





(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 


[ 解 ] 当 六 < DD 时 ,11,2,…,& 中 任意 个 不 同 元 素 之 


各 都 不 小 于 + 2 十 … 十 , 即 不 小 于 开 全 二 ,从 而 都 不 等 于 nn. 因 


此 ,此 时 ; 的 最 大 阶 为 k. 
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a 


3 > "tt 时 , 设 / 是 满足 


(1L+1)+(1+2)+…+(li+n)>m 
的 最 小 自然 数 . 则 集合 1 + 1,1 + 2,…,k| 中 任何 个 不 同 元 素 之 和 都 
大 于 .又 由 : 

ni 十 n(n+ 1) + 了) > 


ni 








2 
得 ”1> 一， 
n 2 
1 | 宇 -|+1= | 芋 -| 
Ln 2 Ln 2 
一 
于 是 此 时 ; 的 最 大 阶 之 4 -1 = -| 也 一 人 | 
? 
n(n+t1) 


下 面 证 明 : 当 mm 之 > 时 , 对 任何 ; 乞 11,2,…,ki, 若 


1 s | > & 有 一 7, 则 存在 s 中 个 不 同 的 数 ,它们 的 和 等 于 x. 

用 反 证 法 . 

假设 存在 s 忆 11,2,…,k| ,1s1>> 上 一 1,s 中 任何 n 个 不 同 元 素 之 
和 都 不 等 于 mx . 设 


X=1414CH12R 1A1= n,2)i= ml, 
iEAa 


X= {IATACI,2,RI, 1AI=n,j€ A, Di= ml. 
iEA 
设 上 =&-ls1), 则 上 < 7. 设 


11 2 RN = zl 
于 是 ,我 们 有 
XU XU UX = X， 
| Xe UX, UU X, 1=1X1. QD 
接 下 来 证 明 ; 
XU XU UX IKIU XU UX © 


不 妨 设 zl < za 所 … 所 

若 1zyzz| = 112 玫 则 鸳 式 显然 成 芯 . 

若 {zlyza y 训 | 关 11,2,…,ti. 设 5 为 不 在 i ,x2，,… ,Z| 中 的 
最 小 自然 数 , 则 
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XU XU UK SIX UN UU XUX1® 
事实 上 ， 

BR NO UX UU KX DIS \ XU XU 
UX 
志 

yi = Xe \(Xe UX 全 UX 1) 

y= Xo\ (KU XU UX )) 

任 取 AEyi, 设 A= jialaz aaa a 之. 则 茎 
E A, ri Xi EA. 

若 EA, 则 A € yy 

若 b5E A,x, = an. 则 因为 小 于 5 的 自然 数 都 属于 i 和 1, x2，… ,之 ， 
而 cl € {x x ,Ti 
故 上 委 co 但 poEA, 故 < al: 于 是 

aryaay ,Gan Da t+ as- bE y. 

若 b5EA,z=a,l<rn-1. 则 6b < ai, 

ca QQ 十 Qi 一 bl Ey,. 

这 样 ,就 建立 了 一 个 从 y 到 y, 的 映射 .容易 看 出 , 它 是 单 射 .所 以 

| yi1 TS y2 1. 
故 名 式 成 立 . 

车 和 1, x2 tb = 12 | 则 人 OO 式 已 经 成 立行 ixzl， 
X22 X15| 关 11,2,…,ti, 则 可 重复 上 面 的 过 程 ,至 多 经 过 七 步 后 
可 得 到 集合 11,2,…,t| ,于 是 四 式 成 立 . 

再 结合 中 式 , 有 

1 X11 U X2.U:… UX | 二 | X |. 

但 X EX = 1,2,…,t, 故 
XI U XU U xX, CX, 
于 是 ,我 们 有 
X11U XU:… UU XxX, = X. 
上 式 表 明 ,集合 iz + 1,z + 2,…, 上 | 中 不 存在 x 个 不 同 的 数 , 它 们 的 和 
为 mm. z 
另 一 方面 ,注意 到 上 < 1,k 之 m 1, 我 们 有 
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> 


111 潍 





Di- 2 了) 二 六 -1 二 大 


2 
代 又 由 于 
数 n(n) (2 “二 
卷 2 本 n 2 
m nl 
~ 二 
>n|? 2 
= nl 
> nt+n-! 
= (nl1)t+t+n-l1l, 
因此 可 知 
mn Dt > rn 
—1 
及 而 4 14 + 2 CO Di- 下 2 是 集合 


t+ 1,t 二 2,… ,ki 中 的 不 同 的 个 数 ,日 


n(n—— 1 ] 


(fr+1)+(Ct+2) 二 十 (十 于 一 + 一 (一 1 一 


2 
矛盾 . 
族 当 彤 > 22 二 了 时 ,集合 S 的 最 大 阶 为 &- | 对 -| 
综 上 所 述 ,我 们 有 
， 当 册 < aCz 了 表 
= 7 5 JJ ， 
S 的 最 大 阶 = 
m n-1l| yw zi 十 |) 
4 | 2 | , 当 m> 2 时 . 


2. 106 ”对 平面 中 每 个 非 零 向 量 有 限 集 U ,定义 LU ) 为 U 中 所 
有 向 量 的 和 向 量 的 长 度 .已 知 平面 中 一 个 非 零 向 量 有 限 集 V ,如果 对 
V 的 每 个 非 空 子 集 A ,1(B) 大 于 或 等 于 1(A), 则 VV 的 子 集 B 被 说 成 是 
最 大 的 . 

(a) 构造 4 和 5 个 向 量 的 集合 ,分别 有 8 和 10 个 最 大 子 集 ; 

(b) 证 明 : 对 任何 由 实 1 个 向 量 组 成 的 集合 V ,最 大 子 集 的 数目 


2 一 一 一 一 一 一 一 加 大 帮 身 





小 于 或 等 于 27. 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[ 解 ] (a) 对 于 nn = 4, 考虑 四 边 形 


ABCD, 其 中 4B = BC = CA = DB,AD = ~ 
DC( 如 图 所 示 ). 取 向 量 AB, BC ,CD,DA. AN 
~ > ~ : scC 
令 V= 1AB,BC,0D,DA| AN py 
则 V 有 8 个 最 大 子 集 , 它们 分 别 是 : 121， 


六 | ,证 , 访 ),j 访 六) ,| 六 ,让 | ,| 让 , 蔗 | ,| 起, 必 , 讽 )， 


1, DA ,六 |. 
对 于 n = S$, 考 虑 正 五 边 形 ABCDE, 邻 


V = | 让 ,六 ,人 地, 六, 疏 | 
则 交 有 10 个 最 大 子 集 ,它们 分 别 是 : 


下, 茂 上 | 配 ,起 | 市 , 恋 1 闵 ,长 | ,项 ,三 )， 
(2 ,六 ,D1 ,| 民 ,D,DE),0D, DE, FAI ,DE, B22}, 


1 和 ,23, 尽 ). z 
(b) 显然 ,如 果 两 个 非 零 向 量 x 和 w 的 夹 角 是 锐角 或 直角 ,那么 
liut+vl> max(lu |,| Di， 


其 中 | w 1 表示 w 的 长 度 . 
选择 一 定点 O, 从 O 出 发 画 出 集合 Y 中 的 所 有 向 量 . 设 iul,u,， 
…, ur| 是 V 的 最 大 子 集 , 且 
WU = 十 十 
过 O 作 与 向 量 x 垂直 的 直线 ! ,我 们 来 证 明 :ui ,42,… ,ww 都 在 / 的 同一 
全 
事实 上 ,i 上 不 可 能 有 V 中 的 向 量 . 因 为 在 1 上 如 果 有 V 中 的 向 量 
w ,那么 就 有 
[utwl=iautut+atwl>lu|, 
此 与 和, a9, ,| 作为 V 的 最 太子 集 的 定义 矛盾 . 
直线 ! 将 平面 分 成 两 部 分 . 设 万 为 所 在 的 那 一 部 分 ( 半 平 面 ). 位 
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娘 1 种 





加 六 六 


于 卫 上 的 V 的 所 有 向 量 都 属于 最 大 子 集 { 1 ,us，…, ux1 ,因为 它们 都 
与 x 构成 锐角 ,如 果 不 属于 该 子 集 ,那么 包括 它们 就 会 增加 x 的 长 度 . 
不 位 于 巧 上 的 V 的 所 有 向 量 都 不 属于 最 大 子 集 {ui ,us,… ,ux| ,因为 
它们 都 与 x 构成 钝 角 , 如 果 属 于 该 子 集 ,那么 从 该 子 集中 去 掉 它们 ,就 
会 增加 x 的 长 度 . 

因此 ,最 大 子 集 一 定 是 过 O 点 的 直线 1 某 一 侧 的 全 部 向 量 所 组 成 . 

显然 ,由 这 样 的 方式 确定 的 子 集 最 多 27n 个 ,所 以 ,由 个 癌 量 组 成 
的 集合 V 的 最 大 子 集 的 数目 小 于 或 等 于 22 . 

2. 107 设 上 自然 数 半 位 $,m 个 不 同 的 自然 数 cl ,az，…a 有 下 列 
性 质 :对 集合 

S = alyaz yay| . 

的 任何 两 个 不 同 的 非 空子 集 A 和 B,A 中 所 有 数 的 和 与 B 中 所 有 数 的 
和 都 不 会 相等 .在 上 述 条 件 下 , 求 


(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 al < as 区 … < ao， 
先 证 明 对 任意 自然 数 放 三 n, 剖 有 


Djar 守 21. QO 


车 > yau < 2* -1, 则 |a1,a2,…,ax| 的 每 个 非 空子 集 的 元 素 和 不 
超过 2 -2. 但 1ai,a2,…,ar| 有 2* -1 个 非 空子 集 ,根据 抽 屠 原则 , 必 


有 两 个 非 空子 集 的 元 素 和 相等 ,这 与 题 设 矛 盾 . 故 所 证 结论 @ 成 立 . 
接着 证 明 : 








一 十 一 十 二 一世 1+ 一 二 十 一 一 二 2 
al a2 a ! 2" | < 2” 1 © 
事实 上 ， 
1 (3 1 
1 二 一 十 … 十 一 [一 十 一 十 十 一 
nl1 al a2 2 | 
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下 
&1 一 ] a2—2 C， — 2” 
-一 一- 一 一 一 一 十， 





.。 十 本 ， 
| 2a2 2” Qn 
1 & 
一 一 
令 人， 二 1 df 一 Ci 一 2 ,了 一 > ,di 
2 i; i=] 














于 是 我 们 有 . 
1 1 1 1 1 
i 
二 Dy 
:i 二} 
= CiDi+ Ca(D; ~ D1) + + Ci(D, -Di 
= (Cl — CDy + (C2 — C3)D2 + + (C1 一 CD 1 + 
CD 
之 0， 
故 多 式 得 证 . 
注意 到 , 当 S = {1,2,22,…,2" 1 时 , 题 设 条 件 成 立 .此 时 有 
工 + 工 + + 工 =1+ 二 + 十 -一 
Q1 a2 Qn 2 221 277! 
因此 所 求 的 最 大 值 是 2 - 一 





F771 ” 

2，108 某 班 共有 30 名 学 生 ,每 一 名 学 生 在 班 内 都 有 同样 多 的 
朋友 .试问 ; 比 目 己 的 大 多 数 朋友 的 成 绩 都 要 好 的 学 生 最 多 可 能 有 多 少 
名 (假定 对 该 班 任意 两 个 学 生 的 成 绩 ,都 可 以 比 出 谁 好 谁 差 )? 

(第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 答案 :25 名 . 

事实 上 ,将 比 自己 的 大 多 数 班 内 朋友 的 成 绩 都 要 好 的 学 生 称 为 “好 
学 生 ”. 设 该 班 共有 x 名 好 学 生 , 每 个 学 生 在 班 内 都 有 个 朋友 . 

显然 , 班 上 成 绩 最 好 的 学 生 在 个 “朋友 对 ”中 都 是 成 绩 好 的 ;又 由 


已 知 , 其 余 每 个 “好 学 生 ” 至 少 在 | 过 | i> > ! 个 “朋友 对 ”中 都 是 
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9 此 六 


成 绩 好 的 .因此 ,“ 好 学 生 ” 们 至 少 在 
k+l1 


ttz 


个 “朋友 对 ”中 是 成 绩 好 的 .但 班 内 所 有 “朋友 对 ” 的 总 数 为 一 < = 15k， 


所 以 
k+l 
2 
k 
TT 三 28。 pe 十 1. OQ) 
注意 到 比 班 内 最 差 的 “好 学 生 ” 成 绩 还 差 的 学 生 至 多 30 - zx 个 , 因 





kt+(x—1) 二 15k,， 


此 
k+l 





二 30 一 Xz， 


kA59—27. © 
由 中 和 人 @ 可 得 
59 一 2 工 
7 三 28。: 60 2 +] 
即 xz2 ~ S59r+856 衬 0 四 
注意 到 z 委 30, 于 是 可 知 满足 @ 式 的 最 大 整数 rz = 25. 即 “好 学 生 ” 的 
总 数 不 超过 25. 

另 一 方面 ,可 将 全 班 学 生 按 成 绩 从 
好 到 差 编 为 1 至 30 号 ,并 将 1 至 30 号 列 
成 一 个 6x 5 的 数 表 (如 图 ). 如果 班 内 两 
个 学 生 是 朋友 当 且 仅 当 他 们 的 号 码 在 表 
中 属于 以 下 三 种 情况 之 一 : 

(1) 处 于 相 邻 的 行 不 同 的 列 中 ; 


(2) 处 于 同一 列 且 其 中 一 位 在 该 列 最 下 端 ; 

(3) 同 在 最 上 面 一 行 . 

这 时 , 班 内 每 人 各 有 9 个 朋友 .而 1 至 25 号 中 的 每 个 人 都 比 他 的 5 
个 朋友 的 成 绩 好 .此 时 ,“ 好 学 生 ” 的 总 数 为 25 人 . 

综 上 所 述 , 比 自己 的 大 多 数 朋 友 的 成 绩 都 要 好 的 学 生 最 多 是 25 
名 . 
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2.109 设 S=14= (oss G8) 1a; = 0 或 1,i = 1,2,…,8|. 
对 于 S 中 的 两 个 元 素 A = (a1,. ,ag) 和 8B 一 (6b1,…,b8), 记 


d(A,B) = > 1 ai 一 


并 称 其 为 A 和 有 8 之 间 的 蝶 离 问 S 中 最 多 能 取出 多 少 元 素 ， 它们 之 中 任 
何 两 个 的 距离 之 5? 
(中 国 国家 队 选 拔 赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] S 是 S 的 子 集 ,并且 S 中 的 任何 两 个 元 素 之 间 的 距离 之 
5. 设 A= (al,…,ag) 和 B= (5b1,…,bg) 是 S 中 的 两 个 元 素 , 记 


w(A) = 2 ai, olB) = Db. 
显然 a(A),w(B) 分 别 表示 A,B 中 的 1 的 个 数 . 
如 果 wow(A) + w(B) 三 12， 
那么 A 和 B 中 至 少 有 4 个 工 的 位 置 相 同 ,从 而 
d(4,B) 委 8-4= 4， 
与 S 的 定义 矛盾 .因此 必 有 
w(4A) + w(B) 委 1 
从 上 式 可 知 ,在 集合 S 的 元 素 中 ,最 多 只 有 一 个 元 素 里 的 1 的 个 数 之 
6. 

不 妨 设 (0,0,0,0,0,0,0,0) E S (因为 可 以 将 S 内 的 每 一 个 元 
素 的 第 i 个 分 量 同时 由 1 变 0 或 由 0 变 1, 不 改变 S 的 性 质 ) 

这 样 ,S 中 的 其 他 元 素 中 1 的 个 数 都 宇 5. 如果 S 中 有 两 个 1 的 个 
数 等 于 5 的 元 素 ,那么 由 5S+S$- 8 = 2 可 知 ,这 两 个 元 素 至 少 有 两 个 相 
同 的 分 量 位 置 上 都 是 1. 又 因为 这 两 个 元 素 的 距离 守 5, 所 以 这 两 个 元 
素 至 多 有 两 个 相同 的 分 量 位 置 上 都 是 1. 综 上 所 述 ,S 中 任意 两 个 1 的 


个 数 等 于 5 的 元 素 恰 在 两 个 相同 的 分 量 位 置 上 都 是 二. 因此 ,S- 中 至 多 


有 两 个 1 的 个 数 等 于 5 的 元 素 . 

由 上 面 的 讨论 可 知 , S 中 至 多 有 4 个 元 素 .其 中 一 个 为 全 为 零 的 元 
素 ,一 个 是 1 的 个 数 6 的 元 素 ,2 个 是 1 的 个 数 = 5 的 元 素 . 

另 一 方面 ,S 可 以 由 以 下 4 个 元 素 构 成 ; 

(0,0,0,0,0,0,0,0), 

(1,1,1,0,0,1,1,1), 
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综 水 访 


(1,1,1,1,1,0,0,0), 

(0,0,0,1,1,1,1,1). 

故 在 S 中 最 多 能 取出 4 个 元 素 ,它们 之 中 任何 两 个 的 距离 之 5. 
2. 110 ” 设 正 实数 的 数列 xo, x1，… ,x1995 满足 以 下 两 个 条 件 : 


(1)xo = x1995; 
2 1 
(2) x; + = 2X: + ,i = 1,2,.…,1995. 
一 1 人 人; 


求 所 有 满足 上 述 条 件 的 数列 中 ,wxo 的 最 大 值 . 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 


[ 解 ] 由 条 件 (2) 可 知 








2 _ 12 1 1 
i | 2 - jt 2 一 
Xf 了 工 - 
i 2 本 | 0， 
_ Tl I 
i 1 
把 = -1 变 为 x, = ”的 变换 称 为 第 一 类 变换 ,把 x 1 变 为 = 


的 变换 称 为 第 一 类 变换 如 果 从 xo 开始, 共 历 经 上 - :次 第 一 类 变换 和 
t 次 第 二 类 变换 得 到 zx; .注意 到 ,如 果 两 个 第 一 类 变换 之 间 相 隔 奇 数 次 
第 二 类 变换 ,那么 这 两 个 第 一 类 变换 的 作用 彼此 抵消 了 .因此 


a 
zx, = 2sr0( 1) 


其 中 $S 二 上 一 +(mod 2). 
当 = 1995 时 ,如 果 上 是 偶数 , 则 
To = X1995 = 2 * To, 
S 和 1995(mod 2). 
| 2 = 工 ， 

S 是 奇数 . 

这 显然 是 不 可 能 的 .所 以 上 是 奇数 .从 而 有 
1 


Z0 三 27 +， 
之 0 





忆 
Xo = 22. 
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因为 S 是 偶数 ,所 以 
S| s | 1994, 
Xn < 22 . 


另 一 方面 ， 我 们 有 数列 XO 1 1905, 其 中 Xo 二 29” x， 二 


il1,. 


(i = 1,2,.…,1994) 


1 1 
07 
1995 997 一 2 池 0 
并 1994 2 
21994 


综 上 所 述 , zo 的 最 大 值 为 2…. 

2. 111 是 一 个 正 整数 ,A 是 集合 和 ,2,… ,ni 的 子 集 的 一 个 集 
合 , 使 得 A 内 无 元 素 包 含 A 的 其 他 元 素 , 求 A 的 全 部 元 素 的 个 数 的 最 
大 值 . 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 考虑 个 元 素 1,2,…,n 的 全 排列 .显然 ,这 个 全 排列 的 种 
数 是 n 1! 个 . 

设 A 中 有 肥 个 & 元 子 集 作为 元 素 ,这 里 hh(k = 1,2,…,n) 是 非 负 
整数 .用 | A | 表示 A 的 元 素 个 数 , 则 


[AI Dp 
当 有 > 0 时 ,对 于 有 fh 个 & 元 子 集中 的 任何 一 个 子 集 和 aj,a;,,…， 
axi ,在 1,2,…,n 的 全 排列 中 , 取出 前 上 & 个 元 素 恰 组 成 子 集 |a,，， 
a2，,"… ,ar1 的 全 排列 ,共有 &1(n 一 )! 个 . 
由 于 A 中 任意 两 个 元 素 互 不 包含 ,因此 对 于 A 内 的 所 有 元 素 ,用 
上 上述 方法 取出 的 全 排列 必然 两 两 不 同 . 于 是 ,我 们 有 
六 Or nl 


注意 到 , 若 正 整 数 n 固定 , 则 当 & = 时， 达到 最 大 值 , 我 们 有 
1 4 = > hh< ce 
= Cr21， fkl(n—k)! 


| < 
nl! k=!1 
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宁 注 


本 11 梁 





去 CP21. 
当 么 取 11.2 ,| 中 全 部 | 二 | 元 子 集 组 成 的 集合 时 , 恰 达 到 


纹 站 六 


| A 1= Ci2l. 
综 上 所 述 ,A 的 元 素 个 数 的 最 大 值 为 C 咏 1( 其 中 加 | 表示 不 超过 


: 也 的 最 大 整数 ) 
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第 三 章 等 式 


3 .1 试 化 简 : 


4n-4\ -3 m2n2 5 
ce | (SA) | 
这 里 m .n 和 a 都 是 正 数 ,a 天 上 
《中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 


四 474 -3 2n2 Ns 
(Wm] ce (i) (ar) 
二 log, [Cm nn  )™ 二 (7 3723)>] 
= log, (zz n= m1 nl) 
= log。 
= 0. 
3.2 求 1,.11+2.21+3 .31+ 十 (人 一 上 (一 1 二 有 
的 和 ,这 里 7! = n(n 一 1)(n 一 2)…2.:1. 
(第 1 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 因为 有 .AL = (+1)1 一 AL k= 1,2,3,… 
所 以 
.1I+2.21+3.31+…+( 人 (一 1 一 1 + 11 
= (21-10)+(31-21)+…+[a-(a 一 I++ 1 一 
21 
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= (n+1)f—1. 


+ 
3 .3 化 简 分 式 ” 汪 一 一 < 一 < 一 ,并 计算 它 在 
TT 十 x 十 “十 7 十 1] 
数 ”一 0.02 时 分 式 的 值 . 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 








rl1 zz -1 
[ 解 ] 原 式 = 三 
x+1 
r+l 
= Tr +r -r+l. 


当 x 二 一 0.02 时 ， 


312499999 
原 式 = 306250000 


8 6 2 4 4 2 6 8 
十 并 十 位 十 站 + y 
3.4 化 简 分 式 > > > 


,并 ti = 
rit ryt ry t+y 并 计算 x 
0.01,y = 0.02 时 分 式 的 值 . 


《基辅 数学 与 林 匹 克 ,1936 年 ) 


x 一 2 
xX-y Xx-y 

+ 

T+y 


一 - 了 4 _ XY y+ xy 一 Xxy + yt. 


当 弃 = 0.01,y = 0.02 时 ， 


(0.01)5 + (0.02)5 
原 式 = 0.01 + 0.02 
11 


”100 
= 11 x 10-8. 
3 .5 ”化 简 分 式 ata?+a?+ +a” 


oO] 十 a 十 Qa 了 + 让 十 a 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[ 解 ] 原 式 = a™ .a(l+at+a’:+*…+a”!) 


a”™(a! 十 CQ-2 二 a 了 十 . a ”) 
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a™wti(1+at+a :++a”"!) 
2Pm-] 十 一 十 才 2 十 wa 十 


~ am+l . 





"ThE+1l 
(第 6 届 朝 鲜 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 


3.6 计算 : 1- 1)*Ct ! 
k=0 


[ 解 ] 用 二 项 式 展开 

















1 
— 1)*C 
和 ) "k+l 
a nl! 
一 1 
2 ) (n -mk)i(k+1)! 
ntl | 
_ -1 
他 1) (nt+l-k)ik! 
1 i + 1)! 
一 。 (一 De Ct! 
nt+l 各 (nt+1— Ek)ik! 
二 1 SA kl 
= 2 1) Cin 
_ 一 | SC -1 
n+1 | n+1l 
1 
二 





3.7 若 0 < < 1, 化 简 : 
V1l+r .| 1—x a 1 L 
Vil+xr- vl-x Vi- xi+x-l 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
Vv1+xy+vir VIl-x:-l 
VV 
_ (MI+x)- (VI-7x) Vl- -1 
(VIltx-vVi-xr) x 
2x V1i-x-l 
2-2VI-x z 


= 一 1. 
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3.8 (1) 化 简 :1ai=-2a+i-a1i 
(2) 求 出 图 中 画 线 部 分 点 的 坐 
标 范 围 (包括 阴影 边界 ) ,用 不 等 
式 表示 出 来 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 
[ 解 ] (1) 当 a 人 0 时 ， 


六 次 





lal-2a+|l-a|l=a~2a+a= 0, 
当 ac<0 时 ， 
lal—-2a+|l-a|l=~-a~-2a-4a 
二 一 4a. 
(2) 1 过 工 世 3， 
-2 二 yy 3. 


3.9 已 知 数 a 和 8 满足 如 下 二 等 式 : 
oa-3ac+tSga=1 有 -38+5S8=S, 试 求 e + 有 . 
(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 f(x)= x? -3r +5x 
= (rr-1)+2(rx—-1)+3. 
则 已 知 二 等 式 的 左 端 分 别 为 f(a) 和 f(8), 令 
g(y) = y +2y, 
则 g(a—-1)= f(a)—~-3=—2, 
是 sg(B-1)= f/f(B-3=2. 
又 由 于 g(y) 是 奇 函 数 , 又 是 增 函 数 ,因此 我 们 有 
ax 一 1 = 一 人 (8 一 二 
亦 即 a+pB= 2. 
3，10” 求 使 (n - 1)! 不 能 被 六 整除 的 一 切 奇 自然 数 六 
(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 如 果 nn 能 表示 为 n = ab, 其 中 a 守 3,6 汪 3,a 关 65, 那么 a、 
2a 及 0 .20 是 乘积 1:2.…. (nn 一 1) 的 因子 ,所 以 (nn -1)1 能 被 
ap = n* 整除 . 
如 果 nn = a?,a 实 3, 那 么 a? -1 宇 4a 时 ,a,2a,3a 和 4a 是 乘积 
(a 一 1)1=1.2.3.…(a? 一 1) 中 的 因子 ,因此 (a? -1)! 能 被 o4 = 7 
整除 ( 当 a 衬 5 时 ,不 等 式 a? -4a -1 之 0 成 立 ). 
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因 ”= 1 显然 不 满足 本 题 要 求 ,所 以 只 剩 两 种 可 能 :nn 为 素数 以 及 


n= 9. 
容易 验证 ,在 这 两 种 情况 下 ,(n 1)! 都 不 能 被 n* 整除 .因此 本 题 


的 解 为 ”是 素数 或 9. 


3 .。 11 化 简 :二 工友 ， 
2|xr1I+x 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 


[ 解 ] 分 子 = (1 一 x)-x2(1~x)= (1- xz)(l+x). 
1-2r7+x = (1-x)，( 当 xz0 时 ) 
分 导 = 1+2z+z = (1+y7  ( 当 <0 时 ) 


_ 2 
有 


(1—- x) 
故 原 式 = 
(1-z) (+x) 人 一 了 7 
(1+x) ] + (4 < 0 时 ) 
3. 12 试 求 和 ; 
S= m+ iD m+ tl 
1! 21 nl! 


: (中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 ] S = mt Dl mt mt 
1! 21 : n! 
= 1 + , 


| (m+n)(m+n-— Am + 2)(m 十 =| 





= mi{(Co, + Cnt Chrz + + Cy,), 
利用 组 合 恒等式 Ci!+ CI = Ci， 
即 C= CH -CT 
于 是 有 C2, = C0 1 ， 
Ch 一 Cr2 一 Ce ， 
C%,+2 一 C2 ;3 一 Cr2, 


当当 三 


一 一 
(+ 一 (C++i (人 
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Ean 


将 各 式 相 加 即 得 
一 Cirntl 9 


故 


2 
C%0 十 Ch 十 Cni+2 十 "十 (+ 一 
(m+n+t+1)! 
S= mC | =、 
"ttl (m+1)-.n! 


试 证 :如 果 x,y,z 是 不 同 的 整数 ,而 n 是 非 负 的 整数 , 则 


3. 13 

TY + 二 

(x ~ y)(x ~ 2) ' (y ~ x)(y— z) + (= — x)(z— y) 是 整数 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 


[证 ] 将 原 式 通 分 后 变 成 
XT (y— zZ)+ yz— Xr)+ r(xr—y) 
(xz -yr ~- 2)(y— z) / W 
当 ”nn = 0,1 时 ,Q 式 的 分 子 为 0. 
当 ”之 2 时 ,9 式 的 分 子 可 以 变 成 
(x — (yz)+ (yy — 2)(z— 7) 
一 ( 工 一 z)(y 一 >)(z ll+ xr et + Xe + 
一 _.,。，_ ye"? 2 1) 
= (x yr- zy- zr tr y+ + yy +e 
(x 3 V3) + + 2 2]. 


因为 x ,y,z 是 整数 ,所 以 上 式 方 括 弧 中 的 数 是 整数 ,从 而 式 的 分 子 


能 被 分 母 整除 , 且 所 得 商 仍 为 整 系数 多 项 式 , 故 命题 得 证 . 
1 


3。14 ”如果 + 填 = a,a 是 已 知 数 , 求 :3 + 一. 
机 全 














(波兰 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 因为 
(+ (rw 二 h (er i ) 
zr M+ Tm 
所 以 
Xt+” 十 一 已 + )(* + 过 上 (ze 十 1 ) OD 
x" 4 Ae Zh 一 n 


特别 地 , 当 ”= 1 时 ,中 式 变 为 


7 十 上 1 _ 
+ mtl ni 
让 


当 = m 时 ,Q@ 式 变 为 
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1 2 
人 3 
rr re 
由 二 式 可 得 
2 1 1 2 
古人 + 一 -2 二 a —2. 
Tx 人 
4 1 2 1 2 2 4 2 
X 十 -二 十 -2= (a -2)-2=a 一 4a 十 2， 
z 
由 @ 式 可 得 
EE CE Ce 
x 站 
= 0 一 3a 
所 以 ， 
1 
e+ 一 
并 区 
1 2 
3 i 
(z + 一 了 2 
= (as -3a) 一 2 
= aua6--6a4+9a<- 一 2. 
由 OD 式 可 得 





1 1 1 i 
7+ 一 = + 上 (+ 
一 x (z r4 并 3 ” 并 
二 (at+ ~ 4a2*+2)(a? ~ 3a)-a 
= a’—-7a +14a -7a. 





所 以 ， 
1 1 1 1 
3 _ 7 — 6 二 
r! + (x 1)( + 二- (z+ 加 
= (ao -7as+1403 -Ta)(as -6at+9a 一 2) 一 a 
= a3 -13al+65$a?-156a7+ 182a5 -91a + 13a. 
3 . 15 化 简 :一 一 -一 一 一 一 . 
V1+cetg a V1 — sina 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
CSCa COSQ 
[ 解 ] 原 式 = | csca | 四 | cosa | 


此 界 数学 类 林 匹 克 解 题 大 辞典 265 





: 1 
0, 当 2hr < a < (24+ 方 jx 时 ; 


2, 当 (24 十 二 jzr< a < (2k + 1)x 时 ; 


nd 


0, 当 (2k + 1 )x <a< (2 + 广 jz 时 ; 


一 2, 当 (24 + jz< 2 之 (2 二 2 时 . 
(其 中 有 =0, 土 上 + 2,……) 


3.16 求 值 (1) cs + oon EE tet eon se 

(2) sin < + sin te tin EF, 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 

[ 解 ] 记 i= VvV-1, 
由 棣 美 弗 定理 有 : 

( 2 4 2(n — 1)x 

cos SE + eos 4) + ee + eos | 

nl nl 7 


f/f. 2x 47x 2{(n — 1)x 
十 711sin 一 十 Sn 一 十 二 Sn™ 
nn | 7 
2x .2x 4x .. 4x 
= [cos— isin— + lcos + ism jt ""* 
好 71 7 nl 
2(7 — I)x 2(n — 1)x 
十 CS 十 1931 一 ~ 
nn n 


2x .2x 2r .2x ? 
= [cos— +isin™ J+ lc +ismnT | + 
71 71 7 71 


2x .2x "1 
二 1cos 一 十 1S 一 
1 nn 


2x .2x 27 2x 
cos 一 十 iSnN 一 J 一 lcos 一 十 1Sn 
1 .7 n 


27 2x 
1 一 Teos -一 十 SIn 一 
nn 1 
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(oo 22 十 isin 入 )- (cos2r + isin2x) 
7 1 
上 ( 2x sin 2 ) : 
1 一 1eos -一 + isinC— 
n 71 
2(n — 1)x 
O05 一 一 一 一 一 二 一 


十 一 十 c 
天 nn 


2(n ~ 1)x 
Nn 
71 


,2X 4 
Sn 十 Sn 十 十 SI 
11 


4x 


2 

所 以 cs 一 十 cos 
? 

= 0., 


1—a” 
3.17 (D) 人 EM 


(2) 当 zr=0.44 时 , 求 值 v1- 之 一 站 + 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 


(1+a)(l—a) 

[ 解 ] 《1) 原 式 = (1 +ar+a+7r)(l+ar-a— zx) 
(1+a)(l~ a) 
(+a)(l+x)(l- a)(1- x) 

1 
(T+ x) x) 


(2) Vi-xr-x + = V(r) x (lx) 
= V1- x) rx)= V(x) (1l+rx) 
=|1~-~x|lvl+xrx=|11-0.4| vl1l+0.44 





= 0.56x1.2 
= 0.672. 
3，18 ” 当 x 为 何 值 时 ,VN lg~N lg ~ lg~Y lg Vlg vilgx 才 有 意义 . 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
M] ~ leleVeVie Ve Ai >0, 
IgVig Vig Vig Viez > 1, 
V ig Vlg Vig Vigz > 10; 
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lg V lg Vlg vilgr 之 10, 
Vilg Vlg Vigr > 10"; 
lg Vig Vigr > 10°" ， 
Vi VE > 100"， 


2 
2:10° 


lg vigr 之 102 0 
2.10* 
Vigz 100 
302710 


lgr 守 10°°1 ， 


a 


1 
1 


其 中 m 入 是 互 质 的 自然 数 ,而 等 式 左 边 含 有 1988 条 分 数 线 , 试 计算 
m7 十 27 一 71 的 值 . 


(第 14 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 上 述 含 有 条 分 数 线 的 繁 分 数 的 值 为 一 (xm 、 为 互 质 
, np 


的 自然 数 ), 则 
p+ 1 nk 
NR+I DID 和 mp 十 ne | 
1 + 一 
np 
、、 7 1 1 
注意 到 一 = 一 ,7 三 nl 二 |; 
?21 1 
ni nl 1 
二 mn; 三 1,n» = 2; 
112? M+ nl 2 ”2 " 
P13 712 2 2 


268 | 志 界 数学 灿 林 匹克 解 题 大 醉 典 





m3 二 2,713 = 3; 





所 以 “一 = 一 一 一 = 


np mp tnt Fr 
其 中 FF 是 斐 波 那 契 数列 的 第 & 项 , 即 Fi!=1, F,= 1, Firz = Fer! + 
F, (k= 1,2,.…) 
于 是 m2 +mn~-n’ 

= Fiogg + Flogsg F1989 — Fiog9 

Ffogg + Fiogs( Fio88 + 下 l987) — FIog7 
— 2Flo88 F1987 一 F198g8 
=— [Fiys7 + Flgg7 F1988 — Ftogg] 


_ 2 2 
= 下 1o86 + Fog6 F1987 一 和 上 1o87 


jl 


= F3+ FEF- F3 
=1+1x2-2 
= 一 1. 
3. 20 设 [zj] 表示 不 超过 zx 的 最 大 整数 . 试 对 任意 正 整 数 n, 计 


n+ 2* 
算 和 > | 7 | 
(第 10 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 :对 一 切实 数 x ,有 等 式 


+ 了 |= zl-tzl © 
事实 上 , 设 x+= [rlj+a, 则 0 过 a<1， 
于 是 [+= Err 
二 [xj+ a+ | 


2 
[2x7]—-[xl= [2[xj+2al~[ilxj+al 


= [zx]+[2a] [Lal 





从 而 四 式 等 价 于 
+ 了 | = [2a]- [a) © 
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nt 


其 中 0 过 a< 之 1. 
当 0 之 a < 才 时 ,此 式 左右 两 端 均 为 0, 而 当 了 之 a < 1 时 ,此 


式 左右 两 端 均 为 1. 因 此 @ 式 成 立 , 从 而 DD 式 也 成 立 . 
由 中式 可 知 


1 + 2* 7 1 
| k+l = bs + 2 | 
n n 
一 2 i |- ba 
和 7 
= [站 区 


AT 十 | 
于 是 >| H+1 


= (全 ]) (人 [全 [各 ])*([ 各 [动产 
因为 对 固定 的 自然 数 ”, 当 适当 大 之 后 ,就 有 na<24,| 苹 |=0， 
所 以 上 式 为 























3，21 x 取 什 么 实数 值 时 ,等 式 

(a) Vr+ Vir-1+Vr- Vir- i= 2, 

(b) Vr+ Vir 1+ Vr- Vr-1l=1, 

(Cc) Vr+ Vir-1+ Vr Vir-1=2. 
都 成 立 (这 里 平方 根 取 非 负数 )? 


(第 1 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[ 解 ] 构造 辅助 函数 


f(r = Vxr+ v2r-l+vVr- v2r-l1, 


则 f(z) 的 定义 域 为 |zlz 之 本 上 
注意 到 (v2zr-1+1) =2(r+ V2r—-1) 


及 (V2r-1-1)=2(r- vir -1), 
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所 以 有 Vx+ Vir-1 = YETT+ 1) 


及 Vz Vii 1 Vi 
于 是 函数 f(x) 为 
fn) = FTIt1t! V2 1 1) 
又 因为 当 V2x-1-1>0, 即 x >1 时 ， 
| V2x “1-1I= V2r-1-1 
当 v2zr=-1=-1 委 0 时 , 即 广 达 x 志 1 时 ， 


| V2x7-1-1I1=1~ v2x-1 
下 面 分 两 种 情况 讨论 f(x)， 


(1) 当 地 和 x 过 1 时 ， 
fz) = BVI Ittl- V27zr 一 1) 
- 
f(z) = (Itt V2rx—-1-1) 
= V2. V2r-1>%2. 
对 于 方程 (a) ,由 (1), 它 的 解 为 
1 
7 之 rrI 记 1. 


对 于 方程 (5), 由 (1)(2), 在 定义 域内 
f(x) 宇 02. 
从 而 (5) f(x) = 1 无 解 . 
对 于 方程 (c) ,我 们 解 方程 





(2. v2r-1=2 
3 
不 二 7 > 上. 
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所 以 它 的 解 为 x = 广 ， 
代 3.22 令 p(z) 是 十 进 制 数 x 各 位 数字 之 积 , 试 求 出 所 有 的 能 使 
数 p(x) = x?* 一 10x 一 22 成立 的 正 数 ~， 
和 (第 10 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[ 解 ] 设 z 为 2 位 数 , 则 

p(x)9", x 守 10"!1. zx. 
将 n> 2, 则 
p(x) = zx: -10r -22 守 7x(10"!— 10)- 22 
> 10" 1 .90-22=9.10"-22 


> 9” ,矛盾 . 
.， 12. 
若 n=1, 则 
x -10r-22= x(x -10)-22<0, 
7 二 2. 


设 x = 10a+5, 则 
ab = (1l0a + 8)* ~ 10(10a + 6b) — 22 
= (1l0a + 6b)(1l0a + 6 ~ 10) — 22, 
若 a>1, 则 
ab > (l0a + 5)(10+ 5) — 22 
> l0ab + 100a — 22 
> 10ab, 逆 盾 . 
. a=1,6= (10+65).5 一 22, 得 5 = 2. 
故 本 题 所 求 的 正 数 z 为 12. 
3，23 已 知 数 1,2,2*,…,2”-! 对 于 它们 的 任 一 排列 o = (xi， 
X22 ,Tn)， 定义 Si(o) = x1,S2(o)= 工 ] 十 T2553(0) = Zi + x2 十 
X39Si(o) 二 x+ + …+y， 并 令 Q(o) = Si(o) : 
1 


S2(o)…S,(o), 试 求 >， 2 (和 式 取 遍 所 有 的 排列 )， 


(第 21 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 我 们 证 明和 更 一 般 的 结论 : 


对 任意 ”个 正 数 al ,az，…，,av, 按 题 述 方法 所 求 的 和 之 ， 
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1 


人 1 人 2 "Uy “ 





SCaly,az，…，an) 一 


对 nn 进行 归纳 . 
1 1 、 
当 nn = 1 时 ,S(al) = 》) O07 = 元 ,因此 n = 1 时 结论 成 立 . 


假设 x = 上 时 ,结论 成 立 .我 们 来 证 明 hn = & + 1 时 结论 成 立 . 

事实 上 ,kk + 工 个 数 a1,a2,…,ar,axrl 的 (& + 1)! 个 排列 可 分 为 
+1 类 ,每 类 中 的 &! 个 排列 以 同一 元 素 a; 为 末 数 .这 种 排列 的 Q(o) 最 
后 一 个 因子 为 Sir1(o) 二 a1+a2+"*+a:+t at+1 .六 k 个 因子 恰 是 由 
为 外 此 个 元 素 的 所 有 可 能 排列 所 给 出 . 


由 归纳 假设 ,这 4 个 排列 的 之 和 为 





CQ 
CI1G2 和 GUEST ) 


对 i 求 和 如 得 
1 
2 Q(c) 一 SCaiyc2，…Gk+1) 


i 天 十 | 








一 一 一 — 本 人 
QsQ2 "ARH St1(0) 全 


1 
QA1Q2° QUQREHT 
根据 数学 归纳 原理 ,要 证 的 一 般 结 论 成 立 . 
于 是 本 题 的 结果 为 
1 1 _ nn-L) 
之 Q(o) 1.2.222o 1 
3，24 求 数字 a,b,c ,使 对 任何 自然 数 n 有 等 式 
Ma BB+tl= (Gr+t1) 
a 个 2 个 











(波兰 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 








、 10"—1 - 
[ 解 ] 设 Pn = 11…1, 则 pr = Q ,或 者 10” = 9p, + 1. 数 
n 个 
ca …b 及 (cc…c + 1)* 可 以 用 p, 表示 为 : 
7 个 7 个 n 个 
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党 


aa Wb = aa :10"+ wb 
n 个 n 个 7 个 个 
= apn * 10” + bp = apn(9pn + 1) + bp,, 
(ccc +1) = (cp, + 1)* = cg 十 2cp +1. 





n 个 
因此 题 设 条 件 中 的 等 式 可 写成 
9 .aps + (a+b)p, t+1= cps+2cp, +1, 
或 者 9ap, + (a + 6) = cp + 2c. Q 
Q 式 对 任意 的 =” 均 成 立 . 据 多 项 式 恒 等 的 充 要 条 件 得 知 
9a = cr,at+b = 2c. © 


由 9a = 必 知 31c, 所 以 c 可取 0,3,6,9, 从 而 求 出 对 应 的 a,5b 值 ， 
得 到 方程 组 @ 的 下 列 解 : 
a=0,0=0,c = 0; 
a= 1,bp= 5,c = 3; 
a=4,0=8,c= 06; 
a=9,6=9,c=9. 
3. 25 ”对 每 个 正 整数 ”, 令 


了 


1 1 
二 1 二 一 十 一 十 … 十 一 
> 2 3 7? 


人 了 = SI+S;+ S33+*+S 


| 上 1 
了 本 2 1 
试 求 整数 0 < a,5,c,d < 1000000, 使 

了 1988 = aSrgg9 一 0， 


Ulggg = cS1989 一 4 . 


ns 





U, = 1,. 


并 证 明 你 的 结果 . 
(第 18 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 
T, 一 Si1+ S232+ S33+ + 5S, 
三 上 十 (+ (1+ 了 + 地)+ + (1+ 广 + 二 + 
+ 一 | 
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Hl 


n+ D+ D+ ti 


[es 


ll 


nS,— [(n—1)-(S,— 1)] 
= (n+1)S,—n 
一 (2 +1)S ~ (n+t+1) 
“. T= (n+1)S,—-n= (7 + 1)S,.,1 ~ (n+ 1). 
令 n = 1988, 则 得 
Tiegg = 1989S1989 一 1989. 
因此 ,a = 1989,b = 1989. 


n+ 


一 2) 0S 一 i) 一 > (5S; 一 1 ) 
上 二 2 i=2 


= 之 (Si -1 = Tri-(a+l) 
= (n+2)S,1 (n+1)- (n+l1) 
= (n+2)S,+ — 2(n + 1), 
U = (n+2)S,11 -2(n + 1). 
令 n = 1988, 得 
Uiosg = 1990S1%80 — 3978， 
因此 ,c = 1990,4d = 3978. 
3。26 若 实数 a,5,x,y 满 足 ar + by = 3,ar? + by? =7azr + 
by’ = 16,az4+ by = 42, 求 az5 + by” 的 值 . 
(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 ar*+by =7 


得 (azrz+ by)(x+y)= 7(x+y), 
az3+ by + xy(ar + by) = T(x + y), 
所 以 16+ 3xy = 7(x+y) QD 
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ee 方 


由 ar 十 By 一 16 得 (az + by )(x+y) = 16(x + y), 
art+ by + ry(ar: + by’) = 16(x + y), 


所 以 42+ Trxy = 16(x + y) 2 
中 x7- 加 xx3 得 r+y=—14, 所 KM xy =— 38. 
由 az“ + by 二 42 得 (az + by ) (rx + y) = 42(x + y), 


az5 + by + zy(ar’ 十 pb) = 42(x + y), 
因此 ar5+8b = 42x(-14)-(-38)x16 
= 20. 

3，27 ” 当 自 然 数 nn 2 为 最 小 时 , 求 整数 al ,a,,… ,a ,使 下 列 

等 式 al1+az+…+a = al az "an = 1990 得 以 成 立 . 
(第 16 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 先 证 明 ”的 最 小 值 为 $. 数 1990 只 能 被 2 而 不 能 被 4 整除 ， 
所 以 在 CI CI 中 内 一 个 偶数 ,于 是 在 和 dl + a2+t 二 an 
= 1990 中 ,一 定 有 偶数 个 奇 加 数 , 这 就 说 明 n 为 奇数 . 

若 ai + az+ai = alaaas = 1990 ,不 妨 设 ci 衬 az 之 a3, 于 是 a 


之 一 , 才 al 为 1990 或 995. 


如 果 al = 1990, 则 | a,1=1a31= 1 且 a 与 a3 应 为 同 号 ,显然 
al + ay + 43 天 1990. 
如 果 al = 99$, 则 | as | 委 2,， 1a31 和 过 2, 帮 aj + az+ a3 << 1990， 
这 就 说 明了 nn 不 能 为 3. 
令 al = 二 1990,a; = ai = 1,a4 = as=— 1, 则 有 
al+ar+t+a3+a4t+as = ala2aaadaas = 1990. 
因此 n 的 最 小 值 是 5. 所 求 的 整数 为 {1990,1,1, 一 1, 一 1}. 
、 2 (— 1) Cr (n) ，， 
3 :28 试 把 > 5 0200 2 写成 (2) 的 形式 ,此 处 的 
p(n) 和 gq(n) 是 两 个 整 系数 多 项 式 . 
(第 29 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 分 解 因 式 得 
k’ + 9k* +26k + 24 = (k+2)(k +3)(k + 4). 
记 
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Ss ) -六 -DG 
nT p+ 9k? + 26k +24 


则 
Dn 
S(n)= 2) rr 1(k+2)(k + 3)(k+4) 
(— 1)*(n+4)! 
-| | 
(n+ 1)(n+2)(n+3)(n+4) 
令 T(n) = (n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4)， S(n). 


则 TOD = D1 4 (k+1)] 
当 n > | 时 ,因为 (1 一 1)”= 0, 所 以 
> -Do -0. D 

并 且 DC Di i 
re 
> DG on 

-1)! 

-21 有 € - (nC— 2)! 
= nz (DC 


= nD DCH 
令 ) = i -1, 则 由 上 式 及 四 得 , 当 n 之 2 时 
SDC DDG =0 © 


i=0 1=0 





因此 
T(n) = >- 1)*Cth(k + 1)] 
_ HE DOHACk + 1)] 
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六 


= > 1)**4C hkR+1)—[-3+2(n+4) 一 Cd 
以 ;二 名 + 4 代入 上 武 ， 


TO) = SG 3) [2n + 5- tt | 
1= 


= = 2- 1)iCi,4j - 32- 1)iCi4 + 3 + 3n+2) 
由 信和 人 名 知 ， 计 式 右 端 前 两 项 都 为 0， 所 以 
T(xn) = (rn + 3 十 2) 


(n+ 1)(n 十 2)， 


T(n) 
(nt+1)(n+2)(n+ 3)(n +4) 
1 
2(n +3)(n 十 4) 
(— 1)*C 1 

Ed k++ Ok +26R +24 2(n+3)(n+4). 
3.29 自然数 宇 3. 平 面 上 给 定 一 条 直线 1 ,在 上 依次 有 nn 个 
互 不 相同 的 点 Pi; 户 ;,…, 记 ,. 记 点 pi 到 其 余 nn 一 1 个 点 的 距离 的 乘积 
为 di(i = 1,2,…,n). 平 面 上 还 有 一 点 Q@ 不 在 :上 ,点 Q 到 点 bp; 的 距 
离 记 为 CG(i = 1,2,…,n). 求 以 下 和 式 的 值 : 


nn C2 
S, 一 > (一 1 2 一 了 了 
i=1] i 


1 
2 
S(n) = 


即 


(中 国 国家 队 选 氢 赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 这 2 个 点 在 实 轴 上 ,有 坐标 p;(x;,0)(i = 1,2,…， 
12)7z<dz < …< TOQ 点 有 坐标 (ce ,8). 于 是 
(一 1)" dd = (Xx; 一 Tr1)"* (Zz; ~ Xi-1) (Xi 一 Ti ~ TX) 
C2 = (a— zxi) +p = a + fH -2ar, + 7x?, 
2 a +P -2ar;+ x 


令 
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1 x 
| I 





人 
人 
其 中 = 0,1,2. 
设 部 分 分 式 
2 ca A 
(xr~- rr rr rr) ra © 
这 里 天 < n,Al,As,…,A, 为 常数 . 
用 zr -zi 乘 式 @@ 两 端 ,再 令 rz = xz;, 可 得 
区 
(x; 一 1 一 iT 一 Tt1) "(x 一 X,) 
= Aj(j = 1,2,%,n) 出 
代入 四 ,得 五 = >\A， 
j=1 
用 z 乘 式 @ 两 端 ,得 
tl 一 AX 
(zx~ rz- x (一 Th) i 
令 工 一 + co, 则 
1, &+lTI= 关 时 ， 
上 上 式 正 站 R+1L 所 时， 
1 
,< |0, k<n~-1l 时 ， 
所 以 ,和 ,4 ' k=n-1 时 . 
代入 名 ,得 
_ 工 ， nn 二 3 时 ， 
0 fs 0,712= 1 n >3 时 . 
代入 中 ,得 
1,n = 二 3 时， 
S = (a + PB)To -2aT1+ T= T= 0 4 3 时 | 





3 . 30 (1) 设 是 一 个 大 于 3 的 素数 . 求 { 1 + 2cos < | 
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a 


下 的 值 


(I+ 2008 TE ) (1+2008 Ee). ， (1+ 2008 
(2) 设 n 是 大 于 3 的 自然 数 , 求 


(1+ 200sT )(1+ 2 I ) (+200s < ) i 
ni 


名 一 5 ) 的 值 


(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] (1)i 记 w= ce 和. 显然 ww 一 1,w 2 =—1,w+w «= 2c0s 
TE 


(1 + 200s 








| 
S 





| 
= (-1 .3. 
CD 


因为 n 是 大 于 3 的 素数 ,所 以 (- 1) 天: = 工 ,并 且 
3x1,3x2,..…,3(n 一 1) (modn ) 
取 遍 所 有 的 n 的 剩余 类 ,从 而 有 


la 一 w*) = Ha 一 wk) 
因此 


(2) 由 于 zx“ 一 1= 0 的 2n 个 根 是 +1 和 ~ = et (k= 12， 
n 一 1), 因 此 


"ol kr kr 
z2*—1= (zl1)|[(z-en)(z-e») 
k= 二} 


n—1 
= (六 一 JH (2+ 1 -2zo0s 2 
k=1 nn 
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取 % = 。 罕 . 则 福 +1=- >, 于 是 我 们 有 
n-l kx 
2 一 1 = (z? -DC "(2 5 | ， 


2 一 1 


+ Ao 2)= (x -De Zz)"! 


k=1! 








2xi 


当 二 3k 时 ,zx = zo (e3 )*=1, 因而 此 时 
n—l] ja 
1 (1+20 人 YE)=0 


上 = 1 


当 n = 3k+1 时 , z*” = z+2 二 ,因而 此 时 
n-1 ~2—1 
I (1 + ze TD)" 


I (z2 — 1)(— z)* 


一 (— 1)"!. 

当 )， 二 3k+2 时 ,z2*” = z6"14 = =, 因 而 此 时 
H+2 , 乞 )= zl 
DC 

一 工 
7 1Y3A+l 。 4 
= (z*—1).x 


~—1 > 
3k+1 个 3k+E 
一 (— 1) 十 3 一 ( 1) | — < 


b 


一 (一 1 区 = (— 1)”. 








1 , 0,n = 3k 时 ， 
Tt 十 2008  ) = | 1 =38+1 时 ,RE AN， 
(—1)",n = 3k+2 时 . 
3 . 31 给 定 实数 a ,b,c. 已 知 复数 z1, x,,z3 满足 : 
| zi/ l=|1 xz21=|z31= 1, 
> 十 二 十 二 - 1 . 
Z2 2X3 Xl 
求 | azl + bz2 + cz3 | 的 值 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 记 e = cos9 + isin9. 设 
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2 3 
代 之 
数 则 一 = ei(99) 
夫 
由 题 设 可 得 
e+ er+e 9 一 工 
两 边 取 虚 部 ,有 


sinO + sing — sin(0 + 9) = 0, 


2sin oe? 一 2sin Poe SY = 0， 


.0+9.. 0. 9 
Sin 7 sin 5 SIn 7 0 . 


因此 得 
0 = 2kx 或 p = 2kx 或 9+ 9p = 2kr,k EE Z. 故 有 >i; = zx? 或 =， = 
<3 或 >3 = zl. 
如 果 >; = 2, 代 和 人 已 知 等 式 得 
3 


之 ] 
1+ 一 二 一 = 有 
| | 


于 是 ,我 们 有 

lazit+ bz2+ cz3|=izil'lat+b+t+cl|= V (a+b) +e?. 
类 似 地 ,如 果 z， = xz;, 则 

| zl + pz + cx3 | 一 wa2+(5 Tc)2i 


如 果 z3 = zi, 则 
| Cz1l + xz + cx3 | 三 V(at+c)y+b. 
所 求 的 值 为 V(a + 6 了 + 或 Va?+(5+c)? 或 V(c +a) + 
3。32 ”求证 :Y2 -1 的 每 个 正 整数 旺 都 具有 Vm 一 Vm -1 的 形 


式 ,这 里 mx 是 某 个 正 整数 . 
(第 26 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
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[证 ] 我们 来 证 明 一 个 更 强 的 命题 : 当 ”是 奇数 时 ,存在 正 整数 


a,b, 使 
(V2~1)*= V2ai— Vb,H2a-1= 60; 
当 nn 是 偶数 时 ,存在 正 整数 a,b ,使 
(Af2~1)"= Va — vV2b2, 且 oa 一 1 = 26. 
用 数学 归纳 法 ， 
当 = 1 时 ,显然 有 
“2-1= V2.1 -VE, 
因此 ,强化 命题 当 n = 1 时 成 立 . 
设 当 nn = 2k -1 时 ,强化 命题 成 立 , 即 有 


(人 12 1 = Va Vb ,HBH2al -l= babEN. 


于 是 ， 
(V2 — DD)* = (2 -1)*-1.(Y2 -1) 
= (av2 - 5)(Y2 -1) 
~ 2a+b- (a+b)v2 
= V(2a+6) ~ V2(a + 6), 
并 且 


(2a + 06) -2(a+6) = 2o2 一 人 = 
因此 , 当 ，”= 2k 时 ,强化 命题 也 成 立 . 
设 当 nn = 2k 时 ,强化 命题 成 立 , 即 有 
(V2 — 1)2 = Va? 一 V25, 且 a -1=2b,a,bEN. 
于 是 ， 
(V2 — 1)*tt = (V2 — 1)*(Y2 1) 
= (a — bY2)(Y2 -1) 
=—-a—-2b+(a+6b) 2 


V2.:(a+6)— V (a + 26), 


)] 


并 且 
2(a+b) 一 (aa+2p) = a -26=1, 
因此 , 当 nn = 2k + 1 时 ,强化 命题 也 成 立 . 
根据 数学 归纳 法 原理 ,强化 命题 成 立 ,从 而 原 命题 得 证 . 
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等 
式 





二 1 入 





Nk )" 十 7 二 1 


3 ,33 求 和 (1 , 
他 。 


3 党 六 


[ 解 ] 由 于 
72 十 1 十 1 1 .n+l 
nl TaD 7 ! 


其 中 nw € N,0! = 1. 因 此 

1994 2 

>,(— 1)” . 和 
nn 1, 


-Dr 人 (站 + 




















1 ,1994+1 
(1—-1)! 1994! 
1 1995 
本 19941 
第 二 节 ”证明 
3 .34 二 下 1+ 2/ + 有 - 冯 广 = 1, 这 里 的 两 个 
三 次 根 都 取 实 数值 . 


和 


[证 ] 及 /了 + /二 = 二, 则 


3 
3 

=1+ 亏 全 +3 (+ 一 

过 
2 广 2 5 

x 1+ 二 /一 {1- 二 /一 ! 二 一 
民 2 3 3 3N3 
3 
28 
一 2 二 3 1 ~ 77 


1] 


2 一 工 . 
于 是 T+x-2=0 
这 个 方程 的 惟一 实 根 为 x = 工 , 故 命题 得 证 . 
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3. 35 ” 试 证 : 
(1+ x)(E + zo) (4 x (+ xz8) (1 +t x? ) 
lxta r Tl 中 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1941 年 ) 
[证 ] (用 数学 归纳 法 ) 当 = 1 时 ， 显然 入 成立 ， 若 等 式 对 上 之 
1 时 成 立 , 即 有 @ 式 , 则 在 式 两 边 同 乘 以 1 + zz ,得 
(1 + x)(I + x + rl + zs) (1 +x? )(1+x7) 
= (+r I)(l+r) 
= 
k + 1 时 也 有 等 式 成 立 .因此 等 式 中 对 所 有 的 自然 数 & 都 成 立 . 
3.36 设 zx+y+x=0, 试 证 : 
(te ) (tt) (S++ ), 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 


[证 ] . T+y+z=0,z=—-(r+y) 











左 喘 = 了 了 [x? + y+ (t+ y)?] [s+ ys (x+y)] 


有 





1 1 
F327 + y+ xy)] sil- 5S(x y+2ry +27y + 


zy )]| 
=— (x* t+ xy+ y)ryl(r+ y) x(x + y)] 


=— xy(x + 已)( 十 xy 十 y) 


右 端 = [2 ty —(x+y)| 
1 2 
二 一 了 [77 y +21z y + 357r4y? + 357r yt+ 21x* y+ 7xy®] 
=— xy (r+ yw) + Izy ty) + Sry (r+ y)] 
=— xy(rty) lr- rytry -+ y try(r -ry 
+ y) + Sry] 
=— zxy(x + y)(xr + 2x y+ 3r y+ 27ry’ + 妇 ) 


=— zy(r + yr + ry+ y)? 
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jam 


所 以 左 端 = 右 端 , 即 等 式 成 立 . 
3，37 证明 当 ?2,& 都 是 给 定 的 正 整数 , 且 ， > 2,k >2 时 ,n(n 
- 1) 可 以 写成 个 连续 偶数 的 和 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 2 个 连续 偶数 为 2a ,2a + 2,2a +4,…,2a 二 2(n 一 1). 
若 nn 一 1)*!=2a+(2a+2)+* + [2a + 2(n -1)), 
则 
n(n —1)!l= [2a+(n-1)j.n, 
2a+ (nl1)= (nC 1)*1, 
a = 7 —1)[(nx — 1) —11. 
当 n,k 为 大 于 2 的 整数 时 ,上 式 计 算得 到 的 a 是 正 整数 ,所 以 n(n - 
1) “可 以 写成 从 
(nC—1)[(n -1)* 一] 
开始 的 ”个 连续 偶数 的 和 . 
3，38 证明: 对 任何 自然 数 ， ,下 式 成 立 : 


V2+V2+…+V2+ 且 =?2.uos- 一 
OOOO 


Fntl 
7 个 根 号 
(第 14 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 当 n = 1 时 ,结论 成 立 . 
设 n = 上 时 ,结论 成 立 , 于 是 利用 恒等式 cosa = 2 . cos? 
归纳 假设 ,得 


YV2+V2+…+V2+W2 
OO 


类 + 个 根 号 


/ A 
= “cos 了 
J 2 区 
= , /2+ 2. 2co8 tr2 2 


A 
二 2， COS R12 


”因此 , 当 ww = 有 +1 时 ,结论 也 成 立 . 


a 
> -1 和 
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根据 数学 归纳 原理 , 当 ”E N 时 结论 都 成 立 . 
3，39 十 名 运动 员 参加 乒乓 球 循 环 赛 ,其 中 每 两 人 彼此 恰好 比 
赛 一 场 .在 比赛 的 过 程 中 ,第 一 名 选手 胜 ri 场 , 败 w 场 , 第 二 名 选手 胜 
省 场 , 败 V2 场 ,等 等 .证 明 : 
xi1+ x3+ trio= y+ y+ + yi. 
(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 因为 每 名 选手 共 赛 9 场 ,所 以 
TItY = T+ y= = rt yi0 = %, 
又 因为 每 赛 1 场 , 恰 有 一 胜 一 负 , 所 以 


XI Xt 二 TI0 = Yt y+ + yy 


于 是 ,我 们 有 
z+ ast + rl- yw- -yi 
= rt rt + ri0~ Yi yo yi0) 
= 0. 
故 求证 的 等 式 成 立 . 


3 40 将 1,2,3,…,2xn 1,2n 分 成 两 组 ,每 组 个 数 , 设 a| < 
a2 < …< a, 是 按 递 增 顺 序 写 出 的 第 一 组 数 ;p > 5b, > … > b, 是 按 
递减 顺序 写 出 的 第 二 组 数 .证 明 ， 
lar~bri+}jas— bl++)j a,— b,|= 7. 
(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 每 一 项 | a 一 b|(k= 1,2,…,2) 恰 是 一 个 大 于 的 数 
与 一 个 不 超过 的 数 之 差 的 绝对 值 . 因此 
[aro lt +la,~— 6, | 
= (n+t+D)+(nt+2)+ +2n- (1+2+ +n) 





PP 


一 天 . 


3. 41 证 明 : 和 恒等式 











< 1 4 6 20 
zl xz-4 zx-9 xz2-100 


1 

(rz—-1)(rt+10) (x—-2)(r+9) (xz -10)(x+1)/) 
(第 2 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 

[证 ] 因为 ~ ll -一 一 ,(h = 1,2,…,10) 并 且 


x ~ k? 并 一 上 天 
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11 1 ] 
(~-1l+R)z+A) xr—-lli+k 六 十 天 





(k = 1,2,.…,10). 














全 10 24 10 1 10 1 
所 以 = 一 
本 之 本 [一 大 2 
着 10 ] 10 1 
-一 
tx-1il+k fxr+k 
10 1 
Ho GT 
, 、 ] 1 1 
3. 42 对 每 个 正 整数 74, 设 h(n) = 1+ 本 ++ + 三 :例如 
1 
h(1)= 1,4(2) = 1+ 地 ,h(3) 二 [+ + 二 对 1) 之 2, 证 明 : 


n+ hh)+hAC2)+ + h(n-1)= nh(n). 
(第 $ 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


[证 ] 因为 2+h(1) =2+41= 2 {1+ 二)= 2 有 (2), 所 以 n =2 


2 
时 ,命题 成 立 . 
假定 命题 对 某 个 n 宇 2 成 立 , 即 
n+h(l)+h2)+ + h(n-1)= nh(n), 
那么 两 边 各 加 1 + h(n), 得 
Rl+h(1)+hC2)+… + h(n -1)+h(n) 
= nh(n)+l1+h(n) 
= (n+1)h(n)+!1 





1 
二 CO+D|aarD- 一 + 
= (n+ h(n+1). 
即 命题 对 nn + 1 成 立 . 
根据 数学 归纳 原理 ,命题 得 证 . 
1 7 1 n+l 、 
3，43 ”如果 > = (+ 一 ,y 二 (1+ 二 ) 证明: 六 = 心 . 
(第 6 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
n+l (+ " 
0 


11 
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所 以 y =. 
3 .44 设 p,(k) 表 示 n1 人 1 个 元 素 中 有 个 不 动 的 所 有 排列 的 种 数 ， 
求证 : 
Dp,(h) = nl. 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 


1 


[证 ] 因为 p(k) = cp (0) = me ,(0), 所 以 有 


ni 


Dep) = Ok ren 1h 0) 
A (no—1)t 





一 天 


k=0 kl(n 一 下 一 1)1 Pr-1-#(0) 


nl 
一 天 > ， c_1p 1A(O) 
上 = 人 0 
n-l 
一 刀 > pilk). 
二 0 


因为 pn(k) = 0) = nl. 
1 i 1 cosl 
cos0” RS ~ cosl cos2° cos88 cos89” sin21” 
(第 21 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 为 了 书写 方便 ,我 们 约定 下 面 各 三 角 函 数 中 的 角 都 以 度 为 

单位 , 即 snl 是 sin1' ,sin(x + 1) 是 指 sin(x + 1)" .于 是 

cosl ctgl tg89 

sin:l sinl sinl 











3.45 证 明 : 


sinl 
cosxrcos(x + 1) 
sin(Xx + 1)cosr — cos(x + 1)sinx 


cosxcos(x+1) 
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绊 栖 交 





= tg(x + {)— tgr. 
二 1 


故 sinl 。 > ， 


全 0 coszcos( 十 1) 
a 

> ,(tg(z+1) 一 tgz) 

fr 二 眉 

tg89 — tg0 = tg89. 


所 以 , 原 式 左边 = 》) 一 一 一 一 - 对 2 - 右边 


4 coszrcos( x + 1) sinl 


Hl 


I 


二 


3.46 证 明知 


y+z+t x+tr+Tr 二 工 十 3 
六 十 十 z+tt t+ 
一 一 一 , 则 “一 一 + 一 + 一 一 + 一 一 为 整数 ， 
T+ y+ 之 之 二 t+x 十 yy yi 


( 鲫 牙 利 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 若 x++y+z+t 关 0, 则 








7 -1 -7+y+x+t 1 
y+z+t Xt+tytz 3(r+yt+z+t+t) 3 
从 而 过 = y= = 1 
TY 
-之 1 y+ 之 
奇 r+y+z+t 二 0, 则 
ZHy_ .tt 
+f | y+t+z | 
所 以 王 士 了， 十 工 下 
之 十 上 VY 二 
3. 47 证 明 : 若 ad - be = |, 则 分 数 生 二 全 包 (a,6，csd 均 为 
数 ) 不 可 约 . 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[证 ] 利用 恒等式 
(ac + bd)* + (ad — be) = (a + 6)(c + qd), 
假设 (a + 上) 与 (ac + 54) 被 自然 数 mr(m 关 1) 整除 . 则 
(a +b (ce +d)- (actbd)= (ad-b)=1 


也 能 被 m 整除 ,但 这 是 
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1 1 
人 十 万 十 蕊 二 rt , 则 对 任意 奇数 ”， 
1 
A BF CGC A+P+C 
试 证 之 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1947 年 ) 
[ 解 】 把 原来 的 等 式 变形 为 : 
1 ll 1 
A 8B 


C A+B+i+C 
__ (A+B)(B+C)(C+A) 


ABC(AT+B+1C) = 
于 是 ,A ,B,C 至 少 应 满足 下 列 三 个 等 式 中 的 一 
A=-B,B=-C,C=-Ah 
又 2 为 任意 奇数 , 故 所 证 等 式 成 立 
3 。 49 正 数 Ul U2s 





9 Un 组 成 算术 级 数 ,证 明 : 
,二 -一 一 l :i - 十 十 l 
| Vault V az Vu2+ Vu Vat + Mun 
n—1 
VA Va 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1935 年 ) 
[证 ] 设 a uk 一 -1 为 算术 级 数 的 公差 , 则 
A Vn Van 
U7 — Hl U3 一 U2 
_ Vu VU 


Hn Hn-l 
py 四 





_ Ui 于 ! 
d(Vunt+ Vui) 
_ (n— 1)a 
d(Vun + V zl) 
nC—1 


Vart Vu 
3，50 试 证 : 





拱 界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 291 





1 
1x2 3x4 5x6 (27 — 1) x 2n 














代 -1 十 十 1 
数 nt+l n+2 7+3 2n 
郑 (匈牙利 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[证 ] 易 知 
1 1 1 1 
ix2 1 2 1 ” 
1 
x4 3 4 2° 


[| 





(27 一 1)27 27 一 2n i 
将 以 上 ?2 个 式 子 两 边 相 加 即 得 所 证 . 


3.51 nur 为 非 负 整 数 ,符号 [ " ) 表示 同时 从 ， 个 物体 中 选 出 ， 


个 的 组 人 台数, 约定) 1 且 当 <， 时 ,人 (= 0 
证 明 ;对 于 所 有 的 整数 b,x,1 过 7 过 均 有 等 式 


17 一 +1lVAr 一 1 2 
> | d 中 
(第 6 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] 对照 下 式 两 端 


(1+) = (1+ rx)" "Ti(l+ x)"! 


[人 [到 人 
xf 的 系数 ,得 
(= 人 人 
-人 


3 .52 证明 或 说 明 不 正确 :存在 素数 a,b,c,d, 且 a<b<e< 
d ,满足 : 
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(新 加 坡 中 学 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 假定 结论 正确 , 则 


1 1 1 1 1 1 1 1 

一 + 一 二 > 一 

a 04) 
= ab(d - c)， 


故 5 整除 cd (2 - a). 
另 一 方面 ,因为 6,c,d 是 互 不 相等 的 素数 , 故 不 能 整除 cd ,又 不 
能 整除 ” -~ a, 从 而 5b 不 能 整除 cd (45 - 4a), 这 就 导致 矛盾 . 故 结论 不 正 
确 . z 
3.53 已 知 a 是 正 整数 ,> = wa +1+ Ya, 试 证 对 于 每 个 正 整 
数 n, 必 有 一 个 正 整 数 a, ,满足 
(1) rr 和 2 十 广 -22 一 4a, + 2; 
(2) "= Va,t+lt+ Qn . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[证 ] 先 证 (2) 式 
rr" 二 (Va+t+l 十 Va)” 
=(vVat+1)"”+Ci(vVat+1)" lVa+C(Vat+1)" ?a 





VE， 0 
oo 
vae+t+vVa 1 
- (Vari Vay z 
= (Vat 1)”" ~ Ci(Va 十 1)” iVYa+C(Va + 1)"* ?a 
tt (D(a)’”, @ 


用 己 表 示 中 式 右边 第 奇数 项 之 和 , Q 表示 人 式 右边 第 偶数 项 之 和 , 则 
由 O.、@ 两 式 可 知 
,二 Pi+iQ,r"”"= PQ. 
因此 ”pp*- Q* = 1, 易 知 p?、Q? 都 是 正 整 数 . 
令 Q =a 则 QQ@= Vas,P = Vas +1, 于 是 
”= Vastl+ Va,, 
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e 峡 六 


(2) 式 得 证 . 
再 由 "= was t+1+ Va, 和 xr "= was+ 工 - Va 二 式 各 自 
乘 再 相 加 ,得 
r22+r "= 2(a,+1)+2a, = 4a +2 


于 是 (1) 式 也 得 证 . 
3 . 54 ” 试 证 对 任 一 自然 数 4( 关 0) 和 任 一 实数 z 关 了 ( -0, 
1,2,…,n;N 是 任 一 整数 ), 有 











1 十 1 十 一 et 一 ctg2 人 
sin2x Sin4> sin2azr “8 | 
(第 8 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
、 1 
Ee is 
1 2 
一 eri (2oos 2*r 一 1) 
aos2A+1 7 
sin2*+!zx 
= ctg2*+tz, 


取 & = 0,1,2,…,n 一 + 二, 相 加 即 得 . 
3 . 55 已 知 ; + 一 - 2cosa , 试 证: mr "+ = 200sna. 
(中 国 北京 市 数学 移 赛 1962 年 ) 
[证 ] xz + 一 = 2cosa, 可 以 化 成 


zx-~2cosa.z+l=0 
解 得 T= cosa + isina 
所 以 7X" 十 一 = (cosa + isina)” + (cosa + isina) ” 
A 
= cosnea + 1sinna + cosna 4 isinne 
= Jcosza . 
3. 56 ” 试 证 下 述 定理 : 设 一 个 三 角形 的 边 长 为 a、bc ,其 相应 的 

角 为 a、B8、Y, 晶 满足 条 件 


a+b= g 7 (atga + btgp). 
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那么 该 三 角形 是 等 腰 的 . 
(第 8 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 


[证 ] a+6b= tg 7 (atga + btgB), 


十 
(a 十 b)tg < 5 b = atga + btgp, 

















即 a sh -tga)= ogg 一 下 <， 
a sin( Fa) bsin(B- EF) 
e+ CoOSa - eT cospB 











因此 得 —— = 2 或 sin (人 )=0， 
cosa cosp 
由 前 者 得 tga = tgB, 故 a = Bb. 
由 后 者 同样 得 a = 8. 
所 以 该 三 角形 是 等 腰 的 . 
3 .57 ” 试 证 cs 了 -co 人 +coe 池 一 
(第 5 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 


[证 1] 2sin (cos -os +o) 


| 一 


了 7 7 7 
27x | 3z ， ， 开 4x ,2x 
二 — — sin 一 - — ~ 一 一 ~- 一 
SIN 7 nh 7 SI 7 S11 7 SiNn 7 
二 Sin 一 
rz 2x ， 3r_ 工 
“7 ”7 7 2 


[证 2] 作 和 MON = 了 了 
顺 次 地 ,在 OM 上 取 OA = 1,， 

在 ON 上 取 B, 使 AB = 1(B 关 0)， 
在 OM 上 取 C, 使 BC = 1(C 关 A)， 
在 ON 上 取 D, 使 CD = 1(D 交 B)， 
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9 梁 访 





3 
LCBD = LCDB = LACD = 洒 ， 
OC = OD. 
27X 
但 OC = OA+AC= 1 + 2c0s —， 
OD = OB + BD 


3 
一 2cos 7 + 2c08 7 ， 
TT 2 3 _- 工 
cos 了 了 cos -了 cos 了 了 = 了 





. 0) 证明 .tg 全 < 2—3 
3.58 ( ) 证 明 :tg 本 7 
(b) 任 给 13 个 不 同 实数 ,证 明 至 少 存在 两 个 不 妨 设 x 和 yy 


0<>=—> [2=3 
~ 1rxy ~ 2 + 3 
(新 加 坡 中 学 生 数 学 竞赛 ,1989 年 ) 


、 、 x 1 
[证 ] (人 


满足 不 等 式 


即 2tgl _ 1 


1-tg0 vy3 
解 此 关于 tg69 的 方程 得 tg9 = 2 - V3， 
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/12 — 3 
即 0 = . 
2 + 3 


(8) 设 13 个 不 同 的 数 是 a1,4a2,…,al3. 由 于 tgz 将 ( - 三 ,了 ) 相 


gui = ai(L<i 的 13). 现 将 (- 到, 于) 分 成 12 等 份 ,应 用 抽 居 原 
理 ,在 这 12 个 区 间 中 至 少 有 一 个 子 区 间 含有 两 w ,不 妨 设 w 和 wu, 设 


tgu; = X,tgus = y > y, 于 是 0 < tg(u; — ui) < tg 17: 妈 


XX—y A /2 — 3 

0< Ty B12 7 1 3 
3，59 设 A.B.C 为 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 ,x 满足 

cos(x + A).cos(x+ B).:cos(r+ C)+cosvr = 0. 
(1) 证 明 :tgx = ctgA + ctgB + ctgC. 
(2) 证 明 ;secx = cse*A + cse:B + cseC 

(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 

[证 ] 将 已 知 等 式 两 端 同 除 以 cos x: sinA :sinB: sinC ,得 





了 
(tgx ~ ctgA)(tgr — ctgB)(tgr — ctgC)— SABC 0. 
z OD 
我 们 令 S = ctgA + ctgB + ctgC， 
1 + cosAcosBcosC 

下 ?= sinAsinBsinC © 
并 注意 到 , 当 A+B+C=Xx 时 

ctgA .ctgB + ctg 有 .ctgC + ctgC ctgA=1 3 
则 展开 Q 可 得 

tBr~- Stgr+tgr-S=0 由 
即 (tgr — S)(tgrt+1)=0 
所 以 tgx = $= ctgA+ctgB + ctgC. 
于 是 (1) 得 证 . 


再 将 上 式 两 边 平方 并 加 1 得 (利用 @) 
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狂人 各 








| 


sec2r = ctgA+t+ctgB+ctgC+2+1 
= cser: A + cse2B + cse’ C. 
于 是 (2) 得 证 . 
、 .和 
着 3* 60 证 明 .sin "sn 和 sn 二 痛 : 
(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 设 要 证 等 式 的 左边 为 x, 于 是 我 们 有 


rz .8.cos 二 =2， (2 sin sin 3 )sin 
14 14 14 14 
= 2 (cos ~ cos 2 )sin 
14 14 14 
x 
— St 14 
TT 
14 
两 边 同 除 以 8， cos141 ,得 一 下 
即 原 等 式 成 立 . 


3 .61 任 给 三 个 角 A,B,C 满 足 cosA + cosB + cosC = sinA + 
sinB + sinC = 0. 证 明 :cos24 + cosB + cos2C 等 于 常数 ,并 求 出 这 个 党 
数 . 
(新 加 坡 中 学 生 数 学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 得 (cosA + cosB + cosC) = 0， 
即 cos A + cosB+cosC+2(cosAcosB + cosBeosC + cosAcosC) 
= 0. OQ 
而 2(cosAcosB + cosBeosC + cosCcosA ) 
= cos( A+B)+cos(A— B)+cos(B+ C)+ oos(B- C) 
+ cos(C+ A)+cos(C- A) OO) 
令 A+B+C=D 得 
cos(A+B)+cos(B+C)+cos(C+A) 
= cos(D— C)+ cos(D— A)+ cos(D-— B) 
= cosD(cosC + cosA + cosB) + sinD(sinC + sinA + sinB) 


= 0， 四 
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又 (sinA +sinB) = (- snC) = sin2C ， 
(cosA + cosB) = (~ cosC) = cog:C, 
两 式 相 加 ,得 
2+2cos(A—B)=1, 


即 cos(A-B)=- 卫 ， 
同 理 cs(B- C) = cs(C- 4) =-, 
由 此 再 利用 人 @.@ 和 人 即 得 

cosA + cos B+ cosC = > 


3.62 设 a,5b 为 直角 三 角形 的 直角 边 ,c 为 斜 边 .证 明 : 
logo+ ea + log.-,a 一 2log.+6 a ” log.- sa. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1935 年 ) 
， 上 1 
log (< -6) 


ogg 


2 
log * log 
= 2logers * log. 
= 右边 . 


(c+p) 《ec 一 六 
a a 





证 毕 . 
3 . 63 zy 是 两 两 不 相等 的 整数 ,证 明 :(z-y)+(y 一 =) 十 
< -2z 六 能 被 S(y- =)(z -xx)(xz -yy) 整 除 . 
(第 2 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 设 x+ 一 y=u,y--= wv, 那么 z 一 x = 一 (u+v) 
利用 牛顿 二 项 式 公式 ,得 
(ut v= + Sutv+ 10u3v + 10u2v3 + Suvt + v5 
即 (ut+ wv) =u + vy + Suvu tt vu + uv + ve) 
ut+ ot[m (ut v=- Suvu+v)(uw + ut+ vw) 
故 。 (zy) +(y~z) +(z- 7x) 
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= 5S(r-y(y—-z)(z— rx)(r + y+ -ry yo— zr) 
于 是 命题 得 证 . 

3.64 (1) 在 任意 三 角形 ABC 内 , 如 三 边 长 为 .bc 试 证 
a = +c -2bccosA( 图 I). 

(2) 设 P 忆 为 单位 圆周 上 任意 一 点 ;Al, A2,…… , A; 为 圆 的 内 接 正 
n 边 形 的 顶点 , 试 证 

PAI* + PA 十 + PA2 是 常数 (图 正 )， 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 ] (1) 当 人 A < 90 时， 


六 


C 


BA 





图 I 
2 p+c*—2cP 
P 
二 b> 十 c 20c 7 了 
= b* +c — 2bccosA,; 


当 人 人 A = 90° 时 ， 


RQ 
i 


a 一 Be 十 c2 An 4 
= b*+ cc — 2bccosA, rn pf 
当 A > 90° 时， 
a = b+c?+2cP 图 工 
一 p+e+26t 


b 
= b* +c +2bccos(180° — A) 
= b+ cc? —2bccosA. 
所 以 ,在 任意 三 角形 内 , 均 有 a* = 6 + c? 2bccosA. 
(2) 由 以 上 证 (1 ,在 全 PAIOI 内 , 令 了 POA =a,PO = AIO = 
R = 1, 则 PAf = Po“+AIO -2PO . A,OcosPOAI 
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1 二 1— 2cosa 


= 2 一 2cosa. 
27x 
在 个 PA,O 内 ,POA， = a 
2 
则 ”PA3? = 2 - 2cos( e+ 2), 
4 
同 理 , PA = 2 - 2cos( 。 + 区 |， 


-1)2 
PA? = 2 - 2cosPOA, -2 2008| a + 尖 二 全 了 “| 
1 


所 以 PA? 十 PAS 十 十 PA 


2 区 4 区 
nn 


cs| 。 1 《7 一 D2 | 


n 


2n 一 29. 
2 4 
其 中 S — COSAQ + cos(o 十 拭 )+ cos (a 十 -+ 十 
nn 7 
| | 
COS| a 十 一 |， 


天 





， 天 ， A . pi 
因为 2cosa' sin 一 二 sinla+ 一 J-snla 一 一 |]， 
n nn 7 


= sn| + De |- sin| 0 + 2 | 
等 式 两 边 各 自 相 加 ,得 





. 天 KK 了 元 
2sin ” 一 2s1n -一 coOsaw 十 cosl Q 十 一 十 ""* 十 
nn 1 1 
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将 广 


= sin| 6 + (2n — Dn DV | -sn(a 一 亚 】 


nH 
二 2o0s| 。 
= 0. 
所 以 S = 0. 
故 PA? + PAS +…+ PA? = 2n. 
3 . 65 ”如 图 ,发 动机 连 杆 AP = 8 ,曲柄 OA = a, 和 AOP = a， 
APO = 8. 





(1) 试 证 a .sina = .smnpi; 
(2) 求 出 sin8 的 最 大 值 ; 
(3) 若 BQ = 5,PQ = -， 
试 证 zx = a(1 一 cosa) + b(1 一 cosp). 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 
[ 解 ] (1) 作 AC | OB,C 为 垂 足 
因 AC = OA ' sina = a ' sina, 
又 AC = AP .sin = b . sing, 
故 aa sina = b * sinp. 


(2) 因 sin8 = sina( 由 (1)) 
所 以 当 a = 了 时 ,sin8 有 最 大 值 为 
(3) PQ = OQ - OP = (OB + BQ) — (OC + CP) 


= (OB - OC) + (BQ - CP) 
= a(l — cosa) + b(1 ~— cosp)， 
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即 r= a(ll- cosa) + 6b(1 — cosp). 
3。，66 zz(>3) 为 整数 ,ev,al…,o 是 满足 1 委 aog<ai < …< 
必 妇 2 一 3 的 整数 ,求证 :存在 不 同 的 整数 i ,j,k,/,m ,使 得 
Qi;+a= akt a = an: 
(日 本 数学 奥林匹克 代表 队 选 拔 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 我 们 证 明 更 强 的 结论 :在 满足 1 委 ao< ou 区 …<ow 委 27 
-3 的 整数 中 , 必 存 在 i,j, 尺 ,!, 且 均 不 为 n ,使 得 


Qi 十 Qi 一 di+a = a,. 
用 反 证 法 . 设 不 存在 i,j,&,/ 满足 上 式 , 并 记 
A= jaoyal sant). 


当 a = 2p + 1( 为 奇数 ) 时 ,考虑 p 组 数 (1+ ;i,2p 一 i),i = 0,1， 
2,…, 户 - 1. 因为 每 组 数 之 和 为 2p + 1 = a, ,所 以 ,两 数 同属 于 A 的 组 
不 多 于 一 个 .由 于 这 上 pp 组 2p 个 数 恰 包含 了 从 工 到 22 的 全 部 整数 ,因此 
集合 A 的 元 素 均 出 现在 这 p 组 数 中 .从 而 集合 A 的 元 素 个 数 

npt+l, 
2n 夺 2p+2= a,+1 之 (2n 一 3) + 1, 亨 盾 . 

当 a = 2p( 为 偶数 ) 时 ,考虑 p -1 组 数 (1 + i,2p -1 下)， 
i 二 0,1,…, 记 一 2. 因为 每 组 数 之 和 为 2p = a ,所 以 两 数 同 属于 A 的 
组 不 多 于 一 个 .由 于 这 pp 一 1 组 2p - 2 个 数 中 , 恰 包 含 了 从 1 到 2p -1 
中 除 p 以 外 的 全 部 整数 ,因此 集合 A 中 除 可 能 为 p 之 外 的 所 有 元 素 均 
出 现在 这 p 一 1 组 中 ,从 而 集合 A 的 元 素 个 数 


np+l, 
2n 2p+2= ai+2 往 (22 一 3) + 2, 刻 盾 . 
故 原 命题 得 证 . 
3 .67 考察 由 恒等式 
avpt arrt+ ar +t + qr "(r+2r + + ne) 


， 过 1 
确定 的 多 项 式 ,证 明 ， >》) ， Qjp 二 F477 + 1)(Sn* + 5 + 2). 
k=nt+l1 


(第 7 届 巴 尔 干 地 区 数学 竞赛 试题 ,1990 年 ) 
[证 ] 显然 ,au = al = 0,a;= 1. 
当 3 过 上 过 nn 时 ， 
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ar = 1 (Rk-1)+2.(k-2)+.+(k-1).1 
= Ek(l+2+.+k-1)-[1 +2+.+(k-1)] 


代 1 ， 1 
教 = -一 上 (k—1)~——(k— 1)k(Q2k-1) 
2 6 
= (DE(R+1) 


-Ci 
于 是 Da 一 Dc 
由 组 合 数 性 质 C%， = Cr + Cw-! 可 得 
Yc- ot 
所 以 Da = C4,,. 


设 f(x) 一 CQ0 十 Ri 十 CD 区 十 "十 CD 并 2 
=.(x+2x + + nr ), 


2 刀 
则 2 a= f(D) - Da 
起 = n+1 二 二 站 


2 
= Ee + 1)，: | -0n +2)(n + 1)n(n— 1) 





1 
= 34707 + 1)(Sn* + 5n 十 2). 


3 68 给 定 自 然 数 ri 、z;、…、xz， 以 及 yi 、yz、…、y, ,两 个 入 | + 
2 十 十 Tn 以及 十 十 二 彼此 相等 旦 小 于 mm. 证 朋 : 在 等 式 
TI I yy 中 可 以 删 去 一 部 分 加 数 ,使 剩 
下 的 部 分 仍然 是 等 式 . z 

(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[证 ] 对 m+ 进行 归纳 . 

当 m+ n= 4 时 ,m = 2,n = 2. 我 们 记 S = x 二 zy 十 … 十 2 
= y1I+ 和 + 十 因 由 Sm, 得 S 关 2 又 由 S< nm, 得 S < 4, 故 
2 二 S 全 3, 容易 验证 ,S = 2 或 S = 3 时 ,命题 成 立 . 

设 m+n= 时 ,命题 成 立 , 则 当 m+n=kt+1 时 ,我 们 不 妨 设 
2 年 工 1,x2,… ,zx 中 的 最 大 值 ,yj 是 y1 ,ys，…,y, 中 的 最 大 值 . 
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若 ri = y1; 则 命 题 显然 成 立 . 
若 Xi > yi; 则 令 x = = Ti 一 yl， 
= (X17 Yt Tt tr yt + Yn 
从 而 有 l 


i yy 
由 于 n> 这， 因此 


S = S- YL < 9 一 


= n(m—1). 
根据 归纳 假设 ,等 式 
a 二 XI 十， 二 广 y 一 Y2 十 四 十 Ji 
中 可 以 删 去 部 分 项 ,重新 得 到 正确 的 等 式 , 于 是 等 式 
TI X27 Yt yt Ym 
中 必 可 删 去 部 分 项 ,重新 得 到 正确 的 等 式 . 

若 zi < y1; 同 理 可 证 . 

这 就 是 说 , + n = + 时 ,命题 也 成 立 . 

根据 数学 归纳 原理 , 原 命题 成 立 . 

3 .69 & 个 正 数 alyaz,…,es 的 几何 平均 G. M 定 义 为 它们 的 乘 
积 的 & 次 方 根 .例如 ,3,4,18 的 G. M 是 6. 证 明 :* 个 正 数 的 集合 S 的 
G. M 等 于 S 所 有 非 空子 集 的 诸 G. M 的 G. M. 

(第 15 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 

[证 ] ”考虑 集合 S = ial,a2,…,an| 的 任 一 确定 元 素 ai , 设 & = 
1,2,…,n,S 的 & 元 子 集 有 及 个 ,其 中 全 有 ce; 的 子 集 只 有 (以 二 个 .而 每 


人 和 的 G . M 都 含有 因子 ax ,所 以 上 元 子 集 的 GM 的 乘积 中 


一 | 
ai 的 指数 是 一 一 Cr .S 的 非 空子 集 的 总 个 数 是 
ce +0C = (1+1)"-1=2*—1, 
所 有 这 些 子 集 的 G. M 的 乘积 中 a 的 指数 是 
C1 Cli Cl 
十 十 二 一 一 
1 2 71 


Ss jj 一 下 )7 一 
nm 


= 一 区 四 
1? 
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pa 








( Ci , Cl 2 ) 1 
二 711 * 一 一 一 Pr # 全 
2 nn 


2 一 


所 以 在 S 所 有 非 空 子 集 的 诸 G: M 的 G. M 中 ,ai 的 指数 是 





而 wava 的 G.M 中 心 的 指数 也 等 于 一 ,因此 原 合 题 得 证 


3. 70 对 每 一 正 整数 x ,证 明 : 
[vnt+ Vnt+1]=[V4n+1]= [V4n+2] 
= [V4n +3]. z 
这 里 [Lx] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 
(第 19 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 设 z 为 正 整数 ,有 日 x*> 4n+1. 
各 >z 为 偶数 , 则 
一 47 > 4nt+1, 
因而 j 之 1 十 |， 
X= 4m 守 4n+4>4n+t+3. 
车 x 为 奇数 , 则 
x7*= 4m+1>4n+l1, 
因而 1 之 1 十 二 ， 
zx 之 47 十 S， 
同样 有 7 > 4n+3. 
特别 地 ,了 到 xz = [V4n+1]+1, 则 有 
[VAnt+1ll+1> V4n +3> v42+1 三 TV4r+T]， 

从 而 [V4n+1]=[V4n+2] = [V4n+3]. 

为 一 方面 

(Yn+ Vnt+1)=2nt+1+2 Vn(n+1) 
>2n+1i+2n 
一 47 + 1， 


(V7 十 vVP+l) <22+1+2(02 十 了 
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= 47 十 3， 
所 以 [V4an+1]}<[Evnt Vn+1][V4n+3]. 
于 是 有 
[Vi 4 VR] = [ Van rl) 
-Tv 古寺 
-Tv 机 3] 
3 .71 (1) 证 明 : 当 且 仅 当 一 ! 


十 
at+pbp bie c+a 
282 = a + ec’. 
上 1 


1 . 
一 -一 一 十 -一 一 十 十 一 一 一， 
2VJI+V 3v2+2V3 100 V99 + 99 V100 

(3) 设 a,b,p,q,r,s 为 正 整 数 ,满足 gr - ps = 1 < 
证 明 :2 之 9 十 3， 











(2) 化 简 
< 一 . 


(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
1 1 2 

















[证 】 (1) 从 于 
1 1 ] 
pi+c ct+a c+ta at+b 
a—b bp—e 





ora) (ralatb) 
它 又 等 价 于 (ae -pb)(a+p)= (b+c)(b -ce), 
即 202 = a2 + ce. 

1 


2) 由 于 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
(k+1)VYE+k Vk+i 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 307 





nt 





_p 
(3) 由 于 上 < 全 ,所 以 0< 太 -全 = 和 2 -bp 是 一 正 


整数 ,因而 - 定之 十 ,同样 ,二 -上 < 
b q 9 


Wn 
二 5 





一 





所 以 二 之 于 9 
$9 baqs 
即 bp 之 q+s. 
3 .72 ”对 所 有 正 整 数 ,证明 
11(27 一 1)1 一 21027 — 2)! + — (2n -2)121+(22 一 1)111 
(2n)! 


nt+l 





(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[证 ] 本题 相 当 于 证 明 

















1 1 D 
C3 C5, Cy ? Ci n+l 
1 2n—-ktly k+l 
因为 和 下 史 CS (2 + 1)0, (2n + 1)CS， 
2n+ 2 1 
2n+1 GC%, 
所 以 台式 左边 为 

















271 二 1] 1 1 1 
| 1 th -le 3 二 
271 二 2LVC2+L C3nrl CT Contl 
(Bi i) (Gr Br) 
S71 Coril Cr} CS 
2 1 1 
一 十 
2n +2 C91 Cori 
1 
7 十 荆 
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例子 的 启发 ,叙述 一 般 规 律 ,并 加 以 证 明 . 对 任何 大 于 上 的 
整数 ,证 明 存 在 整数 ; 和 1 ,使 得 
1 1 1 1 
nD GHDGF2) GGt3) TD 
(第 $5 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 由 所 给 的 例子 猜想 一般 规律 


J 

















1 1 1 -一 和 本 本 
本 由 
1 1 n+t+l 1 
因为 n+1 natl) natl) n 
所 以 ,中 式 是 成 立 的 . 
把 四 式 写成 等 价 形式 
1 1 
n(nt+ 1) n n+ 1'” 二 
于 是 ,我 们 有 
1 1 


iGrD Grr2) G+) 


全 
一 -一 一 ”一 十 -一 十 *…** 十 -- -一 -一 
1 i+1 二 1 i+2 了 二 1 














J 
1 1 
2 
、 1 
i 一 = 一- -一 一 ， 
nn 1 7 了 十 1 © 


于 是 我 们 只 需 证 明 存 在 正 整 数 i 和 ; 使 @ 式 成 立 . 
将 a 式 中 的 改 为 n - 1, 得 
1 1 1 





n nl (xn Dn 
因此 , 当 i=n-1,j+1= (n 一 1)n 时,@ 式 成 立 . 故 原 命题 得 证 . 
3.，74 设 1 这 r+ 达 n，, 考虑 集合 11,2,…,nl 的 所 有 含 r 个 元 素 的 


子 集 及 每 个 这 样子 集中 的 最 小 元 素 .用 F(n,r) 表示 所 有 这 样 的 最 小 
数 的 算术 平均 值 .求证 : 
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Fln,r)= (n+1)/(r+1). 
(第 22 届 国 际 数学 奥 林 匹 元 ,1981 年 ) 
[证 ] 集合 和 1,2,…,ni 的 rr 元 子 集 共 有 CGC 个 .如 果 一 个 r 元 子 集 
中 的 最 小 元 为 j, 则 其 余 x 一 1 个 元素 必 都 取 自 和 j++1… ,ni .所 以 最 小 
元 为 j 的 r 元 子 集 共 有 CJ 个 .于 是 有 


和 CC @ 
利用 @ 式 ,可 以 算出 所 有 ” 元 子 集 最 小 数 的 和 为 
n-rti 7 一 十 | 
S= PC}= C+ > (7- DC 
j=] j=2 


i 


oy 、 A 
(人 十 (1 十 > ， (Qj 和 2) Ci-} 
j=3 


= 2 C= CA. 
;=0 
由 此 即 得 
Fln,r) = CC = (+H)AMr+1). 

3，75 设 数列 zol 的 定义 如 下 : 
3 
7 ， 
tr = Wut 一 2) 一 xi 一 12,… 


、 、 2 一 (一 1 
试 证 [wx ] = 2 3 ,7 一 王 ,2 


这 里 Lz] 表示 不 大 于 x 的 最 大 整数 . 
(第 18 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 首先 用 数学 归纳 法 证 明 ; 当 > 0 时 ， 





2"—(-1)” 27-1) 
3 二 2 3 , 











u,, = 2 
事实 上 ,由 
5 2 -(-1) 2 (1) 
ul= 一 =2i+21=2 ~ i 
2 
5 2 2 
U2 二 7 = 2 3 2 3 ， 


可 知 命 题 对 n = 1,2 为 真 . 
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设 命题 对 nn =k 一 1,k 成 立 ,我 们 来 证 明 命题 对 n 二 上 上 +1 成 立 . 


设 fl(n) = 2 
由 数列 递 推 关系 得 


usr = (2A(&) 十 2- AAA) TU2AA LU +2-AkD72 一 2] 一 > 


一 FR) TAR 1) + pe 十 F(R)-2f( RL) 十 2 -LAR) 218 1)] 





_2 
> 
2*— (1 k 2k-! (一 1)*! 
因为 f(k)+2f(k -1)= 2 
2k+1 ff 1 k+l 
i = f(k + 1), 
DD 
f(g) -2f(k—1)= 3 2 3 
一 (一 1)**!, 
所 以 ww) = 270 十 D- FA+1) + D(-DA yD"! 3 
因为 2CD + D-(-D 2 
2 
一 2(-D 十 20-0 一 > 一 0,， 
所 以 ME+1 二 Hf(k+1) 十 Ff(k+1) 


=2 3 +2 3 
这 就 证 明了 命题 对 n = 上 +1 成 立 . 
其 次 证 明 Fn) = 一 二 是 整数 
因为 当 为 偶数 时 ， 
2* 二 1(mod3) 上 生 (- 1)" 三 1(mod3); 
当 ?2 为 奇数 时 ， 
2 =2(mod3) 上 且 (- 1)” 志 2(mod3) 
所 以 2 (1)"* 二 0 (mod3). 


因此 ff(n) = 2 
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是 整数 ,从 而 2 X ”是 真 分 数 .由 此 可 知 


2" -071)" 
[uj=2 3 . 


3.76 设 nn 为 自然 数 , 试 证 恒等式 
条 nk 
DCC 3 = Ch 
三 人 0 


(第 9 届 中 国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 考虑 母 函数 (x + 1)*”11, 它 的 x” 的 系数 为 C3,41. 
男 一 方面 ,(x +1) 二 (r+2r+1)"(r+1) 


= (x*+2rx+ 1)"r+ (x + 2x + 1)", 





E 深 访 


且 (x +27r+1)" 


一 Yn 2) 
名， jk ) (27)) 


n! .2 








一 oO 
一 -一 x 
故 “(zx +1)*'! 的 zx 的 系数 为 
it 77)! st 一 下) 
_ 1 n 1277 1-2: 7 ! 。 IPT2i 





. + A 
vt-til(n 一 1 一 22)1(03 + 1)1! OQ Ie il(n — 27)171 


i 


刀 一 下 


\ 7 k! 2 A 
- 
2tk 2 。 2 。 2? 下 








1 1 


k 
(n— k)!Ik! 辐 12 





大 
k=1 k=0 
nn 中 
-4 友 
= Do. cl 
大 二 站 


-GCC 
k=0 
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nl 一 上 
所 以 De | = C3nrl. 
k=0 


3 .77 已 知 一 个 由 0,1 组 成 的 数列 rl ,7x2,… ,x ,A 为 等 于 (0， 
1,0) 或 (1,0,1) 的 三 元 数组 (zz < < 的 个 数 , 对 工 委 : 委 
n, 令 d; 为 满足 < i, 并 且 x; = zx; 或者; > i, 并 且 zx; 关 z; 的 j 的 个 
数 . 

(1) 试 证 明 :A = Cr 一 Ca 一 Co 一 人 Ca 

(2) 给 定 奇数 ,A 的 最 大 值 是 多 少 ? 

(第 16 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[ 解 ] (1) 由 zx,z 组 成 的 三 元 数组 共有 C03 个 . 

对 每 个 数 x; ,由 题 设 ,在 它 前 面 与 它 相 等 的 数 及 在 它 后面 与 它 不 
等 的 数 共 ad, 个 . 

而 从 这 a; 个 数 中 任 取 两 个 数 与 x; 组 成 三 元 数组 ,在 不 改变 原来 下 
标 顺 序 的 情况 下 ,所 组 成 的 三 元 数组 都 不 会 等 于 (0,1,0) 或 (1,0,1). 
这 是 因为 , 帮 x; 取 0, 则 在 它 前 面 取 两 个 数 时 ,只 能 取 与 它 相等 的 数 , 即 
0,0, 组 成 (0,0,0), 在 它 后 面 取 两 个 数 时 ,只 能 取 与 它 不 等 的 数 , 即 1， 
1, 组 成 (0,1,1), 如 果 在 它 前 面 取 一 个 (只 能 是 0), 在 它 后 面 取 一 个 (只 
能 是 1), 邵 组 成 (0,0,1), 若 x; 取 1, 则 可 能 组 成 的 数组 为 (1,1,1),(1， 
0,0) 和 (1,1,0). 因 此 不 会 出 现 (0,1,0) 和 (1,0,1) 数组 . 

因此 所 求 (0,1,0) 和 (1,0,1) 数组 的 个 数 A ,必须 从 C3 中 把 所 有 
的 Ca 减 去 . 


同时 这 样 得 到 的 >》) C3 个 数组 没有 重复 . 事实 上 , 如果 (zi sz ， 


怒 ) 是 作为 从 二 后面 取 两 个 与 它 不 同 的 数 得 到 的 , 则 有 x; 关 二 尖 壕 4， 
如 果 ( zx;, xj; ,xk ) 是 作为 从 小 得 到 的 , 则 有 7T; 一 天 zi 如果 (zzi， 
xs) 是 作为 从 x 得 到 的 , 则 有 x; = x; = 飞 , 所 以 都 不 重复 . 

为 一 方面 ,不 等 于 (0,1,0) 或 (1,0,1) 的 数组 有 (0,0,0),(0,0,1)， 


(0 ,00,0),(1,10),(1,1,1). 这 六 组 数 中 每 组 都 在 > C3 个 数 


组 中 出 现 , 于 是 有 
4=C3- Ca -Ca 一 CC 
(2) 设 n = 2k + 1 为 给 定 的 奇数 . 
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又 设 ziyzz，… 28+1 中 有 ss 个 0,: 个 1, 其 中 s+t= x. 
若 x; = 1, 设 这 个 1 是 第 7 个 1, 则 在 它 前 面 有 7 -1 工 个 1 一 7 个 
0, 后 面 有 zz -7 个 1,s- (4 会 - 门 个 0, 于 是 
d;=(7-1)+[s-(i-7)j]=s-i+2;)j-1. 
同样 , 若 x; = 0, 设 这 个 0 是 第 7 个 0, 则 在 它 前 面 有 7 - 1 个 0, 在 
它 后 面 有 1 一 (i 一 j) 个 1, 于 是 
d;= (7-1)+[t-(i-7)]=t-i+2;-1. 
所 以 


>a, = Ddi+t Dd 
7 一 三 ] +,=0 


=2st— Dits(st+1)+it(t+1)-n 
i 二 1 


| 


(S++ st) -antl) 


1 
mtn- Fnntl)-n 


n(n — 1). 


- a d;(d; — 1) 
2 2 
| ,aa n 
一 7 (od 24;). 


:=1 


由 柯 西 - 施 瓦 兹 不 等 式 得 


所 以 有 


Ki 
V 


~ 


| 


n(n— D3 一 1) 一 1 


| 


n(n— 1)(n — 3). 
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因为 nn = 2k+1, 所 以 n 一 1 = 2k,n 一 3 二 2k 一 2, 则 


Ea 


> > Ln(n — 1)(n 一 3) 
i=] ‘ 


因此 ,我 们 有 
A < Ci — nce, 
并 且 当 且 仅 当 所 有 的 d; = 一 (n - 1) = 时 ,等 号 成 立 . 
这 就 是 说 ,对 每 个 x;,d; 都 相同 . 
若 zx 二 1, 则 4; = ,从 而 s = 上,t = 上 有 +1, 设 xz; 是 第 j 个 1, 则 
k=d=s-i+2;7-1=k-i+2;1, 即 
i=2j-1. 
于 是 所 有 的 奇数 位 都 是 1 ,得 到 数列 1,0,1,0,…,0,1. 
车 x; = 0, 同 样 得 到 0,1,0,1,…,0,1,0. 
此 时 ,A 有 最 大 值 C3,,1 一 22C2 . 
、 22 十 1 、 
3.78 设 c，= /i 二 1,2,3,…,b, = alaz…a 证明 
b, Vn:+l 1 b n 1 
-二 一 二 = 一 .并 证 明 : < 站- 一 页 
A Vr ty A i 
正 整 数 ”成 立 . 











(第 4 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 








， Lap bn Vn:+l 
[证 ] 先 证 明王 = J = 1,2,.… 
当 nn = 工时 ,等 式 显然 成 立 . 
设 n 一 1 时 ,等 式 成 立 , 即 
A 
2 Vn-1)+2(n-1)+2 
bn bn-l V(a -Hz+1 
于 是 = 





7 2 VDz+207 1)+2 
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尝 立方 








8 一 28 十 2 
74 二 412 十 4 一 4 


n+2—2n /TFT 
= /一 ~- + 1 
(722 +2) — (2n) " 





2 十 1 
V n+2n 12 
故 等 式 对 任意 自然 数 ”都 成 立 . 
、 bn 2 1 
再 证 明 5 nri< 3 
号 * bn ni 1 
事实 上 , ri 


os Vn*+1 < nti+n+l 
Vnir+2nt+2 n(ntl) 
On + [nn + < (n+2n+2)(ntt n+1) 
On + nn +2nt+1) < (n+2n+2)(ns + 2n3 十 274 十 
n+2n+1) 
On+2n +2ns +2n + ne nt2n t+2ns+2n’ +6ne 
+8n”5 + Snt+4n3+7n:+6n+2. 
GO < Sn +8n +5nr+4n +7n’+6n+2. 
因为 最 后 一 个 不 等 式 成 立 ,所 以 原 不 等 式 也 成 立 . 
最 后 , 同 理 可 证 
1 bn 32 
ODS ntl 
综 上 所 述 , 原 命题 得 证 . 
3.79 设 4A+B+C= x,sinA -sinB = sinB -sinC, 试 证 : 
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A C 
ctg 了 ctg > = 3. 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 











+ A+C 
[证 ] 由 A+B+C= i 得 2sin 人 cos 全 于“ = 2sin 一 cos 一 
2 2 2 2 
= sinB, 
1 
又 由 已 知 得 sinB = 了 sinA + sinC ) 
.A+C A-LC 
= sin 7 cos 2 ， 
A+C A--C 
故 2cos 7 = cos Ty ， 
C . A.C 
即 2cos 7 cos 了 — 2sin 7 sin 7 
一 人 4 C 
= cos cos 7 sin 7 sin 了， 
， A CC_ .A.C 
所 以 cos C08 7 = 3sin > sin 7 ， 


即 cg 人 ctg 5 = 3. 
3.80 设 A+B+ C= 180, 试 证 : 
sin2A + sin B+ sinC - 2cosAcosBcosC = 2. 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[证 ] ”因为 cos:A + cos: B + cos’C 
_ l+cos2A ,1+cos2B 1+ cowl 





2 2 2 
3 i 、 
一 7 十 了 (cos2A 二 cos2B 十 cos2C) 
一 3 十 Le 4cosAcosBceosC — 1) 
2 2 
= 1 - 2cosAcosBcosC, 
所 以 sin A + sinB + sin’C 


= 3— (cos2A + cos B+ cosC) 
= 3— (1 -2cosAcosBcosC ) 
= 2 +2cosAcosBcos 忆 . 
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Ean 


移 项 即 得 
sin2A+sinB+Ssn2C -2cosAcosBreosC = 2. 
3, 81 试 证 恒等式 
( ; ) 
SLA 二 + 一 jr 
1 2 
DH terTtcorrt to 


2sin 区 


(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 


E] n(n )e n(n )e 2m 
[证 ] sin( n+ 7 J sin[ 7 7 T = 28in > zcosnz, 
(2 Le sin(n 2) and ze 1D) 
sin[ nn 7 J sin\n > 7 = 2sin xeos(n 并 ， 


本 和 


3 1 7 
sm 一 一 Sn 一 二 2sin 一 cosr， 


2 2 2 
.J 1 1 
sin > 二 2 (sin x) (二) 4 
把 上 面 所 有 的 等 式 的 两 边 分 别 相 加 , 则 得 


1 
sin( x + 了 jz = 2sin 了 x( 请 十 COSXT 十 COS2XT 十， + cosnz ). 


] sin(n + 3 )z 
所 以 7 + cos + cos2X + e+ CO8NT = 一 
2sin x 


2 
3，82 试 证 : 


(cg - ws )( + wotg 5 )= 2csch. 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
Eee 人 -人 (ao 


2 2 
9 0 
1-tg 2tg” 
2 2 
1 
7 | le 
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-wg 1+ 二 本 3 
0 0 0 
tg 7 1- tg tg 
_ ] 2 
0 0 sing 
sin cos -7 
= 2cscg 


3，83 试 证 : 若 %8B,y 是 直角 三 角形 的 内 角 , 则 
sinasinBsin(a — B) + sinBsinyYsin(B ~ 7Y) + sinysinasin(7Y 一 a) 十 
sin(a — B)sin(B — Y)sin(Y ~ ch) = 0. 
| (匈牙利 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 a = 90" = B+ Y, 则 有 
sina = 1,sin(a — 8B) = siry, 
sin(y — a) =— sin(a ~ 7) = — sing. 
因此 
sinasinBsin(a — B) = sinBsiny, 
sinBsinyYsin(B — 7Y) = sinBsinysin(B ~ 7)， 
sinyYsinagsin( 7 一 a) = — sinysinpg, 
sin(a — B)sin(B — Y)sin(y ~ a) =— sinysin(B — 7)sing. 
将 4 个 式 子 相 加 即 得 证 . 
3 .84 试 证 :如 果 nn 是 大 于 1 的 自然 数 ,那么 


27 帮工 6x 2nr 
COS 一 十 COS 一 十 coS 一 十 :十 cos 一 一 二 0Q. 
ni n nn ?1 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[证 ] ”在 平面 上 确立 直角 坐标 系 zoy, 并 考察 ”个 单位 矢量 OA ， 
OA ,…, OA ,OA ,它们 与 oz 轴 夹 角 分 别 为 2x A/n,4x/n,…(2n 一 
2)x/n,2nx/n( 如 图 ) 设 克 是 这 些 矢 量 的 和 : 
一 和 一 一 一 一 一 一 一 pm 一 一 pe 
V = OAI+ 04)+ + OA,_1+ OA 


沿 平行 于 Or 和 Oy 轴 的 方向 将 每 个 矢量 OA; (i = 1,2,…,n) 分解 
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等 
式 





二 1 梁 





an 


(投影 ). 矢量 Oh; 的 两 个 分 量 分 别 是 
cos(2ixr/n),sin(2ix/n)(i 一 1 ， 


2,…,7). 矢量 六 的 分 量 记 作 久 和 YY. 那 


N 





将 个 矢量 OA. 绕 点 O 旋转 角度 2x/n( 因 n > 1, 所 以 转角 小 于 
27). 于 是 它们 的 和 矢量 ,也 即 VV 也 旋转 了 2x/n. 旋 转 后 所 得 的 矢量 组 
与 原来 的 矢量 组 没有 任何 差别 , 因为 矢量 OA 变 成 了 矢量 OA,, 矢量 
OA, 变 成 了 矢量 OA;, 等 等 ,最 后 矢量 OA”, 变 成 了 矢量 OX, ,矢量 
OA4, 变 成 了 矢量 OX 1. 但 若 旋 转 后 的 矢量 组 与 旋转 前 的 矢量 组 重合 , 则 


旋转 前 后 的 和 矢量 应 当 一 样 ,也 就 是 矢量 六 .因此 ,矢量 V 在 绕 O 点 族 
转 比 2r 小 的 角 2xAn 时 是 不 变 的 . 只 有 零 撩 量 才 具有 这 种 性 质 . 零 矢 
量 的 两 个 分 量 乡 等于零, 因此 X = 0. 于 是 本 题 得 证 . 

3. 85 设 有 71 写 2,aj,a2 ,Ga 都 是 下 整数 ,有 征 a 之 k(1 过 上 过 
2 ) . 试 证 明 , 当 且 仅 当 al + az + …+ ay 为 偶数 时 ,可 以 适当 选取 “+” 号 
与 “- ”号 ,使 得 al 上 az 士 …+a, = 0. 

(第 5 届 中 国 数学 奥林匹克 选拔 试题 ,1990 年 ) 

[证 ] 必要 性 ;由 于 加 \ 减 号 的 选择 不 改变 al + az 土 … 廿 an 的 奇 
偶 性 ,因此 仅 当 ai + az + …+ a 是 偶数 时 , 才 可 能 通过 选择 加 减 号 使 
2al1 土 Qz 土 … 土 三 0. 


充分 性 ;nn = 2 时 ,ai = 1. 由 ai + a2 古 偶数 , 且 cz 过 2 得 o; = 1],， 
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从 而 有 as - et = 0. 因 此 ,”= 2 时 ,命题 的 充分 性 成 立 . 

设 n 三 上 时 ,命题 的 充分 性 成 江 . 

当 nn = 上 +1 时 , 若 awwl 关 aw;y 则 1 过 | axij 一 Qx | 二 上 上 , 故 a1,a2， 
… ,Qk_1，| Qt+1 一 Qk | 符合 归纳 假设 条 件 , 由 归纳 假设 知 ,可 通过 加 减 
号 的 选择 使 

Ql 二 a2 二 "十 apltlarr-a:1l= 0, 
从 而 可 使 
Ql 圭 42 十 "十 ap 1 二 Qh 寺 apti 二 0. 

在 atl = Gi; 则 上 一 1 关 1( 否 则 的 话 , 就 有 ap_1 = al = 1, 从 而 a 
a+ aptl = 二 Ql 二 ap + srl 二 1+2ai 为 奇数 ,与 题 设 予 盾 .). 由 
归纳 假设 ,可 通过 加 减 号 的 选择 使 

QI1 土 az 土 … 土 ak ll 三 人 ， 
从 而 可 使 
QAI 十 ay 二 十 ax-lt+a- a = 0. 
因此 当 nn = 有 +1 时 ,命题 的 充分 性 仍 成 立 . 故 命题 充分 性 得 证 . 

3.86 单位 圆 被 点 Ao,Ai,A;,A3,A4 分 成 五 个 等 弧 . 试 证 蓄 
AoAil 和 AoA; 之 长 满足 等 式 (AoA! : AoAs)* = 5. 

( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1899 年 ) 

[证 ] ”由 于 单位 图 的 弦 长 等 于 它 所 对 的 圆心 角 的 一 半 的 正弦 的 
两 倍 ,因此 (如 下 图 ) 

AlAl = 2sin36 = 4sin18 cos18 ， 
404，= 2sin72 = 2cos18 ， 
从 而 得 4A04i .404，= 8sin18"cos 18". 





角 18 的 正弦 的 两 倍 等 于 内 接 于 单位 圆 的 正 十 边 形 的 边 长 ,这 个 
边 长 等 于 
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2 
代 -1 
数 因此 snl8' = S71 
卷 
6—2Y5 5+y5 YS5+1 
及 cos218" = 1 — sin218"” = 1 ~ 2 - 3 ~ VS 8 


于 是 8sin18"cos:18" 一 V5 > = VS， 
所 以 (404 .4042) = (Y5) = 5. 
3. 87 证明: 如 果 | 
(z+ Vritl)(yt Vy+1)= ] ， 


则 x+y=0. 
(第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1994 年 ) 


[证 ] 在 所 给 等 式 两 端 同 乘 + - Vr” + 1 ,得 


~- (y+ Vt1I)= xr- Vet+l 由 
在 所 给 等 式 两 端 同 乘 > - VY y + 1, 得 

- (r+ vrit+1l)=y- vy+iI 他 
+ 多 得 

y= TX+y, 

T+y=0. 
3. 88 证 明 恒 等 式 : 
dl U2 CD 


az(al + a2) a3(a2 + a3) “arla, t+ a1l) 
4d2 U3 Ql 
ai(al + a;) a2(a2 + a3) 机 an(an 二 al) 
(第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1994 年 ) 
[证 ] 我 们 有 


Al 2 Uy 





一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 昌 本 生 十 “一 一 
az(a1 + a2) a3(a2 +.a3) a1(an + el) 
| ] 1 ) ( 1 1 ) ( l 1 
Pe 一 十 一 -一 一- 十 P| 十 -一 一 ”一 
CQ2 4 十 42 a3 402 十 03 Q1 | 
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1 (2 .1 ) 1 ) 
一 十 | 一 一 十 … 和 十 1 一 一 一 人 
ul + 二 U2 a2 十 U3 Uy Cy 十 Ul 


C2 U3 ul 


| 
A 
SI- 


= 一 一 一 一 一 + 一 一 一 一 十 二 一 一 一 . 
ai( a 十 a2) a2( ay 十 a3) a, (a,, 十 al) 

3.89 整数 a ,65,c 使 得 

a b C .La C 


一 十 一 十 - 梧 十 十 一 一 
pb C a C pb a 


均 为 整数 ,证 明 ; 1a1=121=1c1. 
(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 


[证 ] 如 果 (a,b,c)=a 关 1, 那 么 可 以 转 而 讨论 ,也 ,5 
此 不 妨 设 (a,b,c) = 1. 

如 果 结 论 不 真 ,那么 1a 1, 1651, 1c | 中 至 少 有 一 个 不 等 于 1. 不 妨 
设 la 1 天 工 

设 己 是 a 的 一 个 质 因数 . 则 

a pb 

abe (全 + 
可 被 p 整除 .因此 cb 可 被 p 整除 ,从 而 c 或 6 可 被 p 整除. 不妨 设 5 可 
被 p 整除 .于 是 c 不 能 被 p 整除 . 

设 是 可 整除 a 的 p 的 最 高 方 竹 ,p' 是 可 整除 5 的 p 的 最 高 方 短 . 
不 妨 设 r 忒 .于 是 





因 


和 
式 


C 
+£)= a*c+ bat+ cb 
a 





a (++)- az + cat+ bc 
C b a 
可 被 p"* :整除 .注意 到 a*65 和 6?c 都 可 被 p"*'’ 整除, 因此 c?a 也 可 被 户 ”… 
整除 ,从 而 a. 可 被 p'’ 整除 ,矛盾 . 
故 结论 成 立 , 且 1a1=151=1lcl=1. 
3* 90 ”对 于 一 个 人 ABC: 
(1) 求证 :cos*A + cos B+ cos2C = 1- 2cos4hcosBcosC 


cosB cosC 


;和 A 
(2) 如 果 一 7 = 一 -一 求 sinA ,sinB,sinC 三 数值 之 比 . 


(韩国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] (1) cossA +cosB+ cosC 
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1 


次 





ll 


了 (1 + cos2 4 ) 十 二 (1 + cos2B) + cos:C 


| 


1 十 (cos2A + cos2B) + cos2C 


= {+cos(A + B)cos(A ~ B)+ cos: 
= 1 ~cosClcos(A ~ B)+ cos(A + B)] 
= 1 ~ 2cosAcosBceosC. 

(2) 令 


coSsA cosB cosC 1 


39 33 25 x 
由 于 A,B,C 不 可 能 都 是 钝 角 , 因 此 x > 0, 从 而 4,B,C 都 是 锐角 . 
于 是 ,我 们 有 


cosh = 2， cosB = 一 ，cosC = 一 ， Q) 
7 a X 
利用 在 (1) 中 所 证 的 公式 ,得 
2 


本 村 


化 简 , 有 





x? — 3235x — 990.65 
分 解 因 式 ,得 

(x -65)(x*+65x +990) = 0， 
因为 x > 0, 所 以 只 有 一 解 : 


| 
十 


= 和 9 
代入 中 ,得 
3 33 S 
cosA = 5 ， cosB = 65， cosC = 13， 
注意 到 A , B,C 都 是 锐角 ,我 们 有 
4 .»_506 .~ _l 
sinA = 5 ， sinB = 55， sinC = 13， 


故 
13 14 415: 
3.91 xy 是 正 整数 ,y > 3, 且 
x + y=2[(r—-6)+(y+t+1)], 
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求证 :z2 + 只 = 1994. 
(爱尔兰 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 将 已 知 等 式 展开 , 移 项 ,得 

x+y -2(x -12r+36)-2(y +2y+1)=0, 


化 简 上 式 , 有 
(六 —1)*— (x—-12) = 4y — 69, 
即 (y -r+t+1ll)(y+x -13)= 4y-69. 人 


如 果 4y > 69, 那 么 由 于 > 是 正 整 数 ,因此 可 得 ”yy 之 18. 
由 于 x 是正 整数 ,因此 
(y+x—13)—- (4y- 69) 
>y -4y+56= (y-2)+52>52. ©@ 
由 4y > 69 可 知 
vy 十 之 一 13 > 32， 

再 由 中 式 , 有 交 -z+1l1 
仍 由 中式, 得 4y 一 的 之 天 +-13 
此 与 多 式 矛 盾 . 

所 以 ,4y 志 69. 

由 于 y 是 正 整数 ,根据 题 设 和 上 和 式 可 知 

4 过 yy 近 17 

根据 给 定 方程 可 知 ,x+ y! 是 偶数 ,从 而 x 和 y 的 奇偶 性 相同 ,zx -6 与 
> 一 的 奇偶 性 不 同 ,(z -6 + (y+1)? 是 奇数 ,所 以 2[(x -6)2+(y 
+ 1)”] 不 是 4 的 倍数 . 如果 r,y 都 是 偶数 ,那么 zz+ yt 是 4 的 倍数 , 矛 
盾 . 因 此 ,x,y 都 是 奇数 .于 是 ,我 们 有 y 宇 5， 
注意 到 工 守 1, 可 得 y+x-13>12 
由 ,69~-4y 宇 y+x-13>vy -13, 
因此 y+4y<< 82 
由 y 实 5 得 y < 62， 
所 以 yy 世 7. 
于 是 ,奇数 y 只 可 能 取 5 和 7 两 个 值 . 

若 y = 7, 则 中式 化 为 

(60 — x)(x + 36) =— 41, 

即 (一 60)(r+36) = 41. (3) 
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因为 z 是 正 整 数 ,所 以 由 上 式 可 知 
二 之 6l， 
于 是 有 x + 36 之 97. 
这 显然 与 @ 式 矛 盾 . 
所 以 ,y 必然 等 于 5. 
把 y= 5 代入 人 中式, 有 
(36 - x)(x + 12) = 一 49， 
即 (x — 36)(x + 12) = 49， 
这 个 方程 有 两 个 解 
Xx = 二 37,7 二 一 13( 舍 去 ). 
因此 , 原 方程 只 有 一 组 正 整数 解 
之 一 37， 
y= 5. 
所 以 XT*+ y= 37+51 = 1994. 


3 攻关 


3.92 1x | n € NI 是 一 个 实数 列 ,对 于 每 个 正 整 数 n 宇 2, 有 


过 1] 一 Cx2 十 Ci 一 "十 (一 1) "Cx +l = 0. 
求证 :对 每 个 正 整 数 kn,l kn 1, 都 有 
> (De .Hh =0. 
(罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 取 等 差 数 列 1a, | n € N|i, 其 中 


al = X102 = X2) 公 差 d = x 一 Xl. 
> (- 1 ) ?Chaprs 一 > (~ fCP( a) 十 pa) 
p=0 p=0 


z = ar >) (~ DC? + d (~ 1)2pC 
p=0 p=0 “ 
注意 到 


HL (7 一 1)1 
pn -ph (PT 一 户 )1 





por=p = nCe-!, 
以 及 


= (1-D" = (1Docy， 
p=0 
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n-1 
0= 1- "t= DD = > 人 ( -1DA1C 
中 二 从 p=0 


我 们 有 
DY Cta = d D1)onCe 
P=0 p=1 
= dn > (~ TAIC2 = 0. 
p=1 


由 已 知 TI dl?2 一 42. 
设 已 证 得 TT 二 dR2 429 KR 一 ai ,其 中 上 为 不 小 于 2 的 某 个 


数 . 
在 已 知 等 式 中 令 n = 上 ,得 
x1— Chrzt+ Chrs— + (— 1 OF r+ (— 1)*Ctxeri = 0， 
QD 
在 我 们 证 得 的 等 式 
2 (~ ?Ch = 0 
p=0 . 
中 , 令 n = 上 ,得 
Qi — Chaz+ Chas 一 .… 十 (一 1)* iC a 二 (一 1 )*Cta,,) = 0， 
© 





QD 下, 并 归纳 假设 ,得 
(一 1 ) CE (x41 一 Qap+1) = 0,， 
所 以 RAT = CR+T， 
根据 数学 归纳 法 原理 知 ,r, = a,,n EN. 
换 句 话说 ,题目 给 出 的 数列 jz, 1 n € NI 是 一 个 等 差 数 列 . 
直面 证 明 一 个 强化 命题 : 若 |z， | n € N| 是 等 差 数 列 , 则 


D1 1)2Cexk,y = 0， 
p=0 
其 中 RE N,n 之 k+l1. 
显然 , 由 上 面 的 讨论 可 知 , 强化 命题 在 有 = 1 时 对 所 有 的 


n 宇 上 + 1 都 成 立 . 
设 对 某 个 正 整 数 &, 已 证 得 
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2(- 1) ?Crh 一 0. 
p= 


对 所 有 的 n 宇 有 + 1 都 成 立 . 
于 是 ,对 于 nn 之 (k++1)++ 1 我 们 有 


3 UAC9zkel = 2- 1)2C8 « hi * rorl 
p= 


3 葵 读 


= DS- ?Crh «(xi + pa) 
p=0 
= zx1 D2- DCet i td D-DD)? pO rh 
p=-0 p=0 
nd 2 (- 1)?Ch abt 


p=! 


nl 
=~ nd >.(- 1)%C .1% 
y=0 


让 


( 令 q= 2p- 1], yo+1 = Xp+1) 
因为 1z, | n € Ni 是 等 差 数 列 ,所 以 | 1 n € N| 也 是 等 差 数 列 .于 是 
由 归纳 假设 可 得 
2- D0 qt+l 一 0， 
从 而 有 
> 1 )AC2zr 一 
根据 数学 归纳 法 原理 ， 强化 命题 得 证 ,从 而 原 命题 得 证 . 


3. 93 ”对 非 负 整 数 n 和 ,定义 Q(n,k) 为 (1+x+x + x )" 展 
开 式 中 x* 的 系数 .证 明 : 


Qi) = 3) (2 
a 1 5 , 当 a 宇 5 之 0 时 ， ( )- rr , 其 他 情况 下 ， 


(第 53 届 普 特 南 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[证 ] > Qnk) r= (trtr tar) 


kD 
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= (1+ x)"(l+ x )” 


-wD 


0 Ai JE0O “J 
的 
20 10 J 


- 站 


比较 x 的 系数 ,得 
Q(n,k) = 站 ( 


7 了 20 
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第 革 节 ”一 元 二 次 方程 


4.1 如 果 p,gl 和 gs 是 实数 ,而 p = qi + 9 +1, 那 么 两 个 方 
程 
x+yx+ol=0x+pr+og=0 
中 至 少 有 一 个 方程 , 它 有 了 两 个 不 同 的 实 根 . 
(第 2 届 友 谊 杯 国际 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[证 ] 车 x*+x+ gi = 0 没有 两 个 不 同 的 实 根 ， 
则 A1=1-4gq 志 0, 即 g1 之 地 ， 


在 这 种 情况 下 ,方程 x+ pr + gs = 0 的 判别 式 
As= pp -4gq = (q+ q+1)- 4g 
= gf +2(g1 + 1)g; + (qr + 1)* ~ 4g; 
= gs +2(g1 -1)gr+ (1 + qi1)”. 
而 上 述 关 于 gq; 的 二 次 三 项 式 的 判别 式 
A;3 = 4(gi1—1) -4(1+g1) 
= 4(— 4g91) =— 16qg1. 


1 _ ) 
因为 qt 之 了 :所 以 A3<<0, 从 而 A >0, 即 方程 x? + pr + q;=0 


有 两 个 不 同 的 实 根 . 故 命题 得 证 . 
4. 2 求 使 得 方程 ocxz + ar+1-7a2=0 有 两 整数 根 的 所 有 正 
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值 a. 
(第 16 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 若 原 方程 有 两 整数 根 , 则 由 韦 达 定理 知 - 一 为 整数 ,因此 
a 为 形 如 一 (7 EN) 的 数 . 令 a = 一 ,将 原 方程 变形 为 


zz2+5Mr+7 一 7=0， 
于 是 A=n:-4n +28=-3n +28 守 0, 
从 而 n: 9,n 过 3. 
1 1 
a = 1 7 ,或 本 
经 验证 a = 1, 广 , 方 时 ,方程 均 有 两 个 整数 根 . 
4.3 已 知 方程 2x?: -9z+8= 0, 求 作 一 个 二 次 方程 ,使 它 的 
一 个 根 为 原 方 程 两 根 和 的 倒数 , 另 一 根 为 原 方程 两 根 差 的 平方 . 
” 《中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 设 x1 ,x 为 方程 2x? -9x +8= 0 的 两 个 根 .由 韦 达 定理 ， 


， 9 
x 二 ， 
1 2 2 
T1222 一 4. 


设 所 求 方 程 为 Xx” + pr+i+gq= 0, 它 的 两 根 为 zz2. 由 题 意 知 


刘国梁 


襄 局 


得 





, 1 2 
区 一 二 一 ， 
! 1 十 2 9 
, 81 
T2272 = (xr x) = (r+ x2) -4x172 = 下 -16= 过 
故 p =- (xt) =— 
i 


因此 ,所 求 方程 为 36x? - 161z+34 = 0. 
4.4 设 x| 和 x, 是 方程 
zi—-(atd)rtad—-b=0 
的 根 . 试 证 ;xj? 和 x» 是 方程 
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给 次 六 


y—- (ad+t+d3+3abc+3bd)yt+ (ad -pi =0 


的 根 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1899 年 ) 
[证 ] ”对 方程 
xXx*—(atd)r+(ad~bc)=0 OD 
应 用 韦 达 定 理 得 


at+d= rit+7rad 一 pc = rry. 
因此 a3+ qd”?+3abc +3bcd = a +d’+3(a+d)bc 
= (a+d)—3(a+d)(ad - bc) 
= (xi+ x2)” — 3x1 + rx2) rr = Xi + 73, 
且 (ad — bc) = 了 ixz3. 
所 以 zj 和 x3 是 方程 
y-(ad+t+di+3ab +3bd)y+ (ad- b=0 


的 根 . 
4.5 设 p 和 g 是 两 个 奇 整数 , 试 证 :方程 
xXx*+2pr+2g=0 z 中 
不 可 能 有 有 理 根 . 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1908 年 ) 
[证 ] (1) 方程 四 的 根 不 可 能 是 奇数 .事实 上 , 若 z 为 奇数 , 则 x? 
为 奇数 ,而 2px + 29 是 偶数 ,因此 x? + 2px + 29 取 奇 数值 ,不 可 能 是 . 
(2) 方程 中 的 根 不 可 能 是 偶数 .事实 上 , 若 z 是 偶数 , 则 x+2pr 
能 被 4 整除 ,而 这 时 常数 项 29 被 4 除 时 余 2, 因 此 x? + 2pr+29 关 0. 
(3) 方程 Q 的 根 不 可 能 是 分 数 .事实 上 ,车 x 是 分 数 , 则 z+p 也 
是 分 数 ,而 方程 中 可 变 成 
(x + p)” = p -29g, 
等 号 右 端 是 一 个 整数 p? - 29 , 左 端 是 一 个 分 数 ,这 是 一 个 矛盾 . 
4 6 试 证 :如 果 整 系数 二 次 方程 
ar*+br+c=0 (a 天 0) 
有 有 理 根 , 那 么 数 ec,p,c 至 少 有 一 个 是 偶数 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[证 ] 在 方程 
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ar* tbri+c=0 (QD 
中 , 令 zx = wa, 然后 两 边 癌 乘 以 a ,得 整 系数 方程 
y+by+ac=0 QO) 
如 果 z 是 有 理 数 , 那 么 数 y = az 也 是 有 理 数 .因此 ,方程 @ 与 方 
程 一 样 ,也 有 有 理 根 .我 们 知道 ,最 高 项 系数 为 1 的 整 系数 方程 如 果 
有 有 理 根 ,那么 这 个 有 理 根 必 是 整数 .因此 ,方程 @ 有 整数 根 y. 于 是 
方程 多 的 另 一 个 根 - 5 - yi 也 是 整数 .因为 
31 十 32 三 一 Do32 = ac， 
所 以 
abc =— yiy2(y1 + y2). 
数 y1,y2,《y1+ y2) 中 至 少 有 一 个 是 偶数 ,所 以 乘积 abc 是 偶数 .由 
此 可 知 ,a,b,c 中 至 少 有 一 个 是 偶数 . 
4 7 如果 方程 x*+ar+65=0 与 x*+ pr +g 二 0 有 一 个 非 
老公 共 根 , 求 以 它们 的 相 异 根 为 根 的 二 次 方程 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 令 公 共 根 为 a, 由 韦 达 定理 知 , 相 异 根 为 一 与 
2 
因 a 是 公共 根 ,有 1"， 
、 a +pat+gqg=0. 


方程 两 边 相 减 ,得 w = 2 一 











于 是 ,两 相 异 根 为 <。 一 2 与 2 一 2 
qg—b yg—b 
故 所 求 方程 为 
2 (b+aq(a-p) | bala- p) 
gq-b (g — 6)° 


4.8 上 是 什么 实数 时 ,方程 4x* -2 一 上 k)r+ 上 -5 = 0 的 两 个 
根 都 是 负数 ? 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 】 设 方程 的 两 根 为 a ,BB, 由 题 设 必须 满足 : 
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说 党 


姓 下 汕 





并 六 


a+B=° <0, 由 
op =“ > 0， © 
(k -2)2— 16(k -5) 之 0. z 3) 


由 人 2-&<0, 即 &> 2. 
由 @@ -SS>0, 即 & > 5. 
由 @ kk 一 20k+84 = (k- 14)(k -6) 守 0, 
即 & 宇 14 或 k 声 6. 
综 上 所 述 , 当 上 实 14 时 或 5 之 上 过 6 时 ,方程 的 两 根 都 是 负数 . 


4 .9 已 知 某 二 次 三 项 式 当 x = 过 时 取得 极 值 25; 这 个 二 次 三 


项 式 的 两 根 的 立方 和 等 于 19. 试 求 这 个 二 次 三 项 式 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 由 第 一 个 已 知 条 件 得 知 ,这 个 二 次 三 项 式 的 首 项 系数 不 等 
于 0, 而 且 可 以 写作 


1 2 
o( + 23， 


Bp sr ar + Tat25 d) 
于 是 ,由 韦 达 定理 得 


1 25 
XI1I+X2 = 1,7rx1xz2 = 一 十 一 . 
4 a 
所 以 zx 十 3 一 (zl 二 zx2)[ (x1+ za) 一 3x17x2 | 
1 _ af 全 ) 
= 1 3 二 + 
_1_7 
4 a 
一 人 , 1 75 


所 以 a 二 一 4. 
代入 中 式 , 得 ”一 4x* + 4x + 24. 
经 检验 ,二 次 三 项 式 - 4x* + 47x + 24 即 为 所 求 . 
4，10 已 知 方程 x* -2x+lg(2a? 一 a) = 0 有 一 个 正 根 和 一 个 
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负 根 , 试 求实 数 a 的 值 的 范围 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 知 lg(2a* - ea) < 0. 
所 以 0<2a-a<l1, 
解 之 即 得 a 应 在 范围 为 


1 1 
-<4a<0 或 <a<l. 


4 11 当 a.5c 为 实数 时 , 试 证 :方程 
Tz- (at+b)ri(ab—-c)=0 
有 两 个 实数 根 ,并 求 出 这 两 个 根 相 等 的 条 件 . 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 所 给 方程 的 判别 式 为 
A=(at+6) -4(ab -cc)= (a- 6b) +4c, 
因为 cc 均 为 实数 , 故 A 宇 0, 所 以 方程 有 两 个 实数 根 .这 两 个 根 相 
等 的 条 件 是 | 
(a — 6b)*:+4c* = 0, 
即 a= b,c=0. 
4. 12 当 mx 是 什么 实数 时 ,方程 
zi+(m+2)r+(m+5)=0 


的 两 个 根 都 是 正 数 ? 


好 豆 注 


绍 沁 


(中 国 北京 市 数学 竟 赛 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 要 使 方程 的 两 个 根 都 是 正 数 , 当 生 仅 当 xm 满足 下 列 不 等 式 


(m+2) -4(m +5S) 之 0， 中 
CE 四 
m+5>0. 二 
由 得 | m | 之 4; 由 加 得 mm 之 -2; 由 加 得 m >-5. 
所 以 -S$S< 7M 所 一 4. 


4. 13 设 方程 六 -和 x+9g = 0 的 两 根 为 和 s, 且 它们 都 不 等 隆 
堆 . 试 求 以 + 二 入 + 二 为 根 的 方程 (不 必 解 出 原 方程) 


(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 所 求 方程 应 为 
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0 
即 i P+2+ 23)-0 (D 
5 


但 是 r+.s 是 x* 一 pr+gq = 0 的 两 根 ， 由 根 与 系数 的 关系 知道 : 
.r+s= pp,rs = 0 所 以 


给 省 六 


(2s 十 1)(r + s<) 


1 上 
王 十 和 二 五 二 本 = 2 2 
r 5 rs 


_ (q+ 1)(p” ~ 29) 


2 
2242+4 -gt2+t = (+a) ， 
把 这 些 结果 代入 中 式 , 即 得 
2 2 2 
(4 |] = 0. 


十 一 一 
9 q 


4.14 试 求 x 一 2zsin > + 1 = 0 的 所 有 实 根 . 


(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 因 x 为 实数 , 故 所 给 二 次 方程 之 判别 式 应 大 于 或 等 于 零 . 


2 2 
(2sin 至 ) 一 4 之 0, 即 (sn 至) 之 1. 


但 同时 又 有 (sn 至 ) <1l, |， 


所 以 (sn 时) = 1 


从 而 sin =+1. 
故 这 一 土 1, 士 3, 土 3，… 
代入 原 式 , 只 有 x = 土 1 满足 ,所 以 ,所 求实 根 为 zx = 圭 1. 
4.15 已 知 tgea 及 tep 为 z+ px + gq = 0 的 两 根 , 试 求 
sin* (a + PB) + psin(a + B)cos(a + B)+ qcos (a + B) 之 
什 . 


(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
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[ 解 ] 由 根 与 系数 关系 得 
tga + tgB =— pp 和 tgatgp = 9， 
所 以 tg(a + 8) = Th 
故 所 求 之 值 为 
sin2k a 十 B) + psin(a + B)cos(a + B) + gcos (a 十 B) 
= cos(a+ BpB)[tg (a+B)+ ptg(a+ PB)+q] 


1 
1+tg(at Bee +B)+ ptgla + B)+ ql 


[| 
四 2 一 + ga 

p (1—-g) 1l1-a 
1 + PP 。 

(1— 9) 
二 过 . 
1988x* + br + 8891 = 0 和 8891xr*+ br + 1988=0 

有 一 个 公共 的 根 . 








(第 20 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 】 设 给 定 的 两 个 方程 有 一 公共 根 x, 则 
1988z + br + 8891 = 8891z + bx + 1988, 
化 简 后 解 得 ”x = 十 1. 再 代 人 给 定 方程 得 
b = + 10879. 
4.17 若 a,b,c 为 一 三 角形 的 三 条 边 ， 则 方程 
六 -a)rte=0 
的 根 是 复 共 罗 的 , 试 证 之 . 
z (基辅 数学 奥林匹克 ， 1939 年 ) 
[证 ] A= (82+c2 一 a2)2 40 


= (aip+c+ec-al-c -aoa) 


由 于 ec ,6,c 为 三 角形 三 边 .所 以 
atbt+c>0,b+t+c-a>0,b-c-a<0, 
bp-ct+ta>0, 

因此 | 

A<<O0. 
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庙堂 


好 看 第 





a 


即 方程 没有 实数 根 .从 而 原 命 题 得 证 . 
4.18 方程 zt+ar+p+l=0 的 根 是 自然 数 ,证 明 :a2z+z2 是 
合 数 . 
(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 zf 和 zx? 是 原 方程 的 两 个 根 .由 韦 达 定理 ,得 
ZI 十 YY2 三 一 @， 
Xiz> 二 已 二 |. 
因此 
a + 6 = (ri + x2)* + (zlz2 一 1) 
= Xi+ 7x3+ xirs+l1 
= (zt + 1)(zx3 + 1), 
故 a” + 5* 是 合 数 . 
4. 19 已 知 二 次 三 项 式 f(x) = axr*+ bx+ c 使 方程 f(x)= > 
没有 实 根 .证 明 : 方 程 f( f(x)) = x 也 没有 实 根 . 
(第 7 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 由 已 知 f(z) = 工 没 有 实 根 . 
因此 当 a > 0 时 ,对 所 有 实数 x 都 有 f(z) > x, 于 是 我 们 有 
ff(x)) > f(x) > 1 
即 CAz)) > rz， 
故 a > 0 时 方程 f( f(x)) = x 没有 实 根 . 
同 理 , 当 a < 0 时 ,可 得 f(zx) < zx, 从 而 有 
ff(r)) < f(xr)< >， 
故 a < 0 时 方程 f( 了 (x)) = x 也 没有 实数 根 . 
由 已 知 ;f(x) 是 二 次 三 项 式 , 即 a 关 0, 故 命题 证 毕 . 
4.20 这 


b 为 a、e 的 等 差 中 项 ,tg 为 到 ‘gS 的 等 比 中 项 , 试 作 以 ‘全 ,tg 


所 为 根 的 二 次 方程 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[ 解 ] 由 题 意 有 A + B+ C = 180", 个 
2 一 & +C， © 
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BY A C 
(a2) -285 
由 名 及 正弦 定理 2sinB = sinA + sinC， 
由 2sin(A + C) = sinA + sinC, 
即 2(sinAcosC + cosAsinC) = sinA + sinC 


2tg > 
又 因为 sinx = 一 一 一 一 -， 
i+ tp 
1 一 加 与 
及 COSXT 二 ,(X 二 有 A 或 C) 
1+ tp 
代入 四 并 整理 得 


全 + < -3 全 1 (tg +t > )， 
2 
A C 1 
2 了 


A C 180°— (A+C 
由 他) ctg > “cB = | ce | 





Le 
一 名 7 ， 
A 2 
妈 1 到 2 2 
game 1- tg 人 .tg 
gt g7 “5 
、 , A CY 4 
将 回 代 人 上 式 得 (tg 今 + 志 上 = 本， 
A C 
[天 二 — 
A C 2V3 
故 tg +g =a 


由 韦 达 定理 ,所 求 方 程 为 


2V3 1 
2 — 一 二 
X 3 并 十 3 0U， 
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贸 再 加 





即 3x2 -2v3zr+1l= 0. 

4.21 在 黑板 上 写 着 方程 

23+22+ 和 zz+…=0, 两 人 做 游戏 :第 一 个 人 把 异 于 0 的 整数 
( 正 整 数 或 负 整 数 ) 填 到 其 中 的 任 一 个 空 上 ,接着 第 二 个 人 把 整数 填 到 
其 余 的 一 个 空 上 ,最 后 第 一 个 人 把 一 个 整数 填 到 最 后 的 空 上 . 

证 明 :不 管 第 二 个 人 填 什 么 数 , 第 一 个 人 总 能 使 所 得 方程 的 三 个 根 
都 是 整数 . 


给 深 六 


(第 3 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] ”如果 第 一 个 游戏 者 把 - 1 放 在 z 之 前 ,而 且 他 在 第 二 次 填 
数 时 ,把 与 第 二 个 人 所 填 数 的 符号 相反 的 数 填 到 最 后 一 个 空 上 ,那么 就 
得 到 了 形 如 x 一 ar 一 ++a = 二 (x? 一 1)(x 一 a) 的 多 项 式 , 这 个 多 项 
式 的 根 为 ~ 1,1,a .它们 都 是 整数 . 

4，' 22 在 黑板 上 写 有 方程 式 

T+ Xx+ x+ = 0， 
两 个 人 按 如 下 法 则 进行 游戏 : 甲 先 任意 说 一 个 数 , 乙 则 将 该 数 十 入 3 个 
空 日 处 的 任意 一 处 ;然后 甲 再 说 任 一 数 , 乙 再 填 在 刹 卜 的 两 个 空白 处 的 
任意 一 处 ;最 后 , 甲 再 在 剩 下 的 一 个 空白 处 上 任意 写 上 一 数 ,如 果 所 得 
的 方程 具有 3 个 不 同 的 整数 根 , 则 甲 获 胜 .试问 , 甲 是 否 一 定 能 获胜 ? 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 答案 是 肯定 的 . 

事实 上 , 甲 可 采用 如 下 策略 :他 先 说 0. 如 果 乙 将 0 置 于 最 后 一 个 位 
置 , 则 方程 的 左 端 变 为 多 项 式 x? + az + pr( 系 数 a 和 2 暂 未 确定 ). 甲 
绸 次 说 2 和 -3, 于 是 根据 乙 对 2 的 两 种 不 同 的 填写 位 置 , 可 将 多 项 式 分 
解 成 

X(T-1)(r+3) 或 zx(xr -1)(r -2). 
此 时 , 甲 即 获胜 . 

如 果 乙 一 开始 将 0 填 在 第 一 个 位 置 上 , 则 形成 了 多 项 式 zx3 + br + 
c, 此 时 甲 再 说 数 - (3 :4.5)*, 并 根据 乙 的 行动 , 甲 再 置 。 = 0 或 置 6 = 
3 .4 一 3 .5 一 人 4. 5, 于 是 可 分 别 得 到 分 解 式 xz(x +3. 4.5) 
(x 一 3.4.5) 或 (x 十 3)(x +4)(x 一 学 ), 甲 亦 获 胜 . 

如 有 果 一 开始 形成 了 多 项 式 x》 + ar + C, 则 甲 说 数 62 .73, 然 后 再 
置 a = 一 49 或 置 C = - 68.7, 于 是 可 分 别 得 到 分 解 式 
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(z+2.7)(z 一 3.7)(x 一 6.'7) 或 
(xz -2:6 7)(x+3.6 .7)(x+6.6 .7 ), 于 是 围 亦 可 获胜 . 
4. 23 试 证 不 论 n 是 什么 整数 ,方程 
x — 1l6nr+7=0 QD 
没有 整数 解 ,方程 中 的 是 任何 正 的 奇数 . 


(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[证 ] 设 中 式 的 两 根 为 x1,x2, 则 有 
Xl1+ 72 = 16n, OO) 
ZI72 三 了. 3) 
若 @ 式 有 一 根 是 整数 , 则 由 四 , 另 一 根 也 是 整数 . 因 7 是 素数 ， 由 


@ 知 ,zi\zz 可 以 写成 如 下 形式 7 
Xl 二 十 74,x> 二 土 74. 全 入 

上 面 两 式 同时 取 正 号 或 负 号 ,+ = ;. 把 @ 式 代入 加 得 和 
7T* +7 =+16n. 全 


因为 &+ 下 = 3s 为 奇数 ,所 以 不 妨 设 & > 天 ,并 且 

k—-h=k+h-2hn8=S~-2h 
仍 为 奇数 ,由 名 得 

TT +T1)= 土 167， (0) 
当 M 为 奇数 时 ,由 恒等式 

itl= (rt) ar) 中 
得 Teh 8. (074 -Th Ti 十 1) ® 
曲 式 的 右边 括号 中 的 每 一 项 都 是 奇数 ,并且 项 数 & -hh 也 是 奇数 , 故 其 
代数 和 为 奇数 ,将 它 记 为 产 , 则 由 @@ 式 得 

7* .8m =+ 16n, 
即 Tim =+ 2n. 
上 式 左边 为 奇数 的 积 , 仍 为 奇数 ,而 右边 是 偶数 ,显然 是 不 可 能 的 .这 个 
乞 盾 证 明了 GO 式 无 整数 解 . 


4.24 已 知 z2cosA -2z+cosA = 0 的 两 个 根 的 平方 差 为 , 试 


求 A 的 值 (0 < A < x). 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
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[ 解 ] 设 cosA 关 0(cosA = 0 不 符合 题 意 ). 


代 

数 理 及 题 设 有 

郑 2 
“+ cosA 
aB = 1, 
2 p23 


由 @p = 一 , 代 人 加 
得 呈 - 二 = 二 ,如 gw 302 -8=0, 
oa2 = 3+ V9+256), 因 a > 0， 
故 得 oa2 = (V265 + 3)， 
代入 @ pF 


2 ~ 一 
a” 一 8 一 je(Y 265 — 3)， 





@ 式 两 端 平 方 得 a?*+2a8+ B= 


cos: A, 
将 加 ,图 ,加 代入 加 得 “2 -一 
Cos 有 


所 以 ”co8 = (V265 ~ 16), 


sin2A =1- cosA = (521 - 32 v 265). 
因 0<A<x, 故 sinA >0， 
所 以 sina = 方 (V265 - 16) 二 村 (16.27882 - 16) 
= 0.09294. 
A 二 520 或 4 二 174"40 
4.25 (1) 求 二 次 方程 


x*+pirt+gr=0, 





xz2+ pr+ gs = 0. 
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将 原 方程 改写 为 : x? - r+tl = 0, 设 其 两 根 为 a、8, 由 韦 达 定 


OOO 





有 公共 根 的 充 要 条 件 . 
(2) 斌 证: 如果 二 次 方程 从 有 公共 根 ,但 两 个 方程 并 不 互相 重合 ， 
并 且 pi, gi,p2,92 都 是 有 理 数 ,那么 这 两 个 方程 的 根 都 是 有 理 数 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[ 解 ] (1) 设 某 数 x 满足 两 个 方程 : 
2 _ 
A QD 
x + prt+ gqg2= 0. 
由 这 两 个 方程 消去 x , 即 可 求 出 题 中 所 说 的 充 要 条 件 . 例 如 ,用 下 列 方 
法 进行 . 
大 pi 关 思 , 那 么 由 加 可 解 出 xz 及: 
427 ai 2 P192 Paql 四 


ps- pr p2 ~ pi 
因此 ， 下 列 关系 应 当成 和 ， 四 
生生 二 人 2 _ (2). 四 程 
Pi! 已 2 
经 不 复杂 的 计算 人 可 以 化 为 
(pi ~ p2)(pig2 ~ p2g1) + (g1 ~ 92) = 0. 4 


者 pi = 六 ,那么 将 人 中 两 个 方程 相 减 可 得 gl - g, = 0. 在 这 种 情 
况 下 ,二 式 也 成 立 ,于 是 关系 式 由 是 方程 O 有 公共 根 的 必要 条 件 . 
条 件 @ 也 是 充分 的 .事实 上 , 若 pj 拓 户 ,那么 由 国 可 得 加 ,从 而 


G2 ~ a! 
zx =- 
p22 ~ pi 


是 方程 CD 的 公共 根 . 奋 p! = p;, 那 么 由 图 得 g| = gq,， 这 时 人 D 中 两 广 
程 完 全 一 样 . 

如 果 原 方程 中 的 系数 pi ,gq ,ps,g; 是 实 的 且 满 足 条 件 @, 那 么 当 
Pl 关 pz2 时 ,它们 由 关系 式 名 确定 的 公共 根 是 实 的 .因此 ,Q@ 中 方程 其 
余 的 根 也 是 实 的 . 当 pl = p, 时 ,Q@ 中 两 个 方程 有 相同 的 根 ,但 不 一 定 
是 实 的 . 

(2) 如 果 p1,g1, p,q 是 有 理 数 , 而 且 @ 中 的 方程 有 公共 根 ,但 两 
方程 个 相 重 合 ,那么 pi 关 p;, 并 且 方 程 的 公共 根 由 加 式 确定 ,因而 
是 有 理 数 .方程 QD 的 其 余 根 2 和 六 3 是 2 二 一 六 一 及 TXT3=— p> 
- xi, 因而 也 是 有 理 根 . 
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4. 26 试 证 : 若 实数 a ,b,c 满足 条 件 
a ~ bb _ 中 


C 
m+2 m+l 入 
这 里 mx 是 正 数 , 那 么 方程 


ar*+bric=0 (QO 


有 一 个 根 介 于 0 和 1 之 间 . 








Rant 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 ] 只 需 对 a 实 0 证 明 本 题 即 可 .因为 当 a <0 时 ,将 式 及 @ 
式 两 端 同 乘 - 1, 即 化 为 a > 0 的 情形 . 现 分 两 种 情形 证 明 . 
(1) 蔡 ca = 0. 
如 果 8 天 0, 则 方程 @ 有 根 








如 果 65 = 0, 则 由 等 式 @@ 知 c= 0. 这 时 任何 x 都 满足 名 ,自然 包 
括 0 和 1 之 间 的 数 . 

(2) 和 在 a > 0. 

用 f(x) 表示 方程 @ 的 左 端 .注意 到 


11 m 2 ( 1 ) 
/人 (2 a (= ) orl ‘ 


Or J. b < 
二 ?7 ~ |: 
(pt+1) m+l nm 























由 条 件 四 知 
几 二 = m (| 
_ . nm+2)- (p+1) 
(7 + 1)*(m + 2) 


一 am 
(m + 1)*(m + 2) 
其 次 ,(i) 大 c > 0, 则 
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< 0. (3 





A0) = c >0. 由 
由 不 等 式 加,@ 知 , 当 c > 0 时 ,方程 f(x) = 0 有 一 根 在 区 间 


( 0. 一 ) 中 ,而 这 个 区 间 包含 在 (0,1) 中 
(il ”车 c 过 0, 则 
a b 《 
AL =a+O+rc= (ards) 
利用 条 件 也 得 
. a b 人 
f{(1) = (m+ D| (- 二 二 一 


Q | 
p+2 7 二 7 



































a a C C 
~ (m+ D(- Tl +2 +1 5) 
a C 
一 十 fo oY 0 1) 
(m D) (二 t+ lm+2) mm(m+ 5 ) 


由 于 c 所 0, 故 得 
f(1)>0. () 

由 不 等 式 @,@@ 知 , 当 c 志 0 时 ,方程 f(x) = 0 有 一 根 在 区 间 
(一 各- ,1 中 ,而 这 个 区 间 包含 在 (0,1) 之 中 ,证 毕 ， 

4.27 已 知 a 为 自然 数 ,以 a 为 首 项 系数 的 整 系数 的 二 次 三 项 
式 有 两 个 小 于 1 的 不 等 的 正 根 . 求 a 的 最 小 值 . 

(第 3 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 设 f(x)= ar+ar+re 
一 QZ 一 XI1) (Xx 一 2 ) ， 

其 中 0< zi< 10< rz < 之 1,a,6b,c 为 整数 ,a > 0. 

由 已 知 可 得 f(0) 和 f(1) 都 是 正 整 数 ,因此 

f(0): ff(1) 宇 1， 

即 a2zl(1 — XI)r2(1l 7x) 宇 1. 


但 是 zj(l -x1) 世 一 ， 


| 一 | 


xr2ll -X22) 夺 
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诺言 梁 








并 且 由 于 zi 关 x2, 因 此 ,以 上 两 式 的 等 号 不 可 能 同时 成 立 .于 是 ,我 们 


有 
代 1 
教 rl zr- x2) < Tc， 
者 1 
故 az > il 一 ri)zro(i 一 2) 之 1， 
从 而 得 ”a* > 16， 
a 之 4， 
所 以 a 之 5. 


另 一 方面 , 当 a = 5 时 ,方程 
Sx*~S5r+1=0 

有 两 个 在 区 间 (0,1) 上 的 不 同 的 根 . 

故 所 求 的 a 的 最 小 值 是 5. 

4.28 a,b,c,A,B,C 是 6 个 正 实数 ,使 得 方程 
ar* -br+c=0 和 和 Ax -Br+C=0 有 实 根 . 求证 在 方程 wz2 - 一 Dx 
+ c = 0 的 两 实 根 之 间 的 任 一 实数 a 与 在 方程 Ax* - Bx + C = 0 的 两 
实 根 之 间 的 任 一 实数 v 有 下 述 不 等 式 : 


(au + aA) (+e)< (3). 


(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 由 题 设 
au ~ bu +cs 扫 0， 
Av*~ Bu+C0. 
由 于 a,5,c,A,B,C 都 是 正 实数 ,因此 
">0,v>0. 
由 ,@ 得 


0< ax+ 二 后 
u 


OO 


利 0< Av+E <B, 
将 以 上 两 个 不 等 式 相 加 ,得 


. C 
0<Zaxit+—+Av+ 之 b+B, 
Ht 2 
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( + 2). 
“29 a,b,c ER, 已 知 方程 
ar* +brtc=0 
有 两 个 实 根 ,如 果 
et-c)1>Il 六 一 ec 上 +1 ce -abj. 
求证 该 方程 在 区 间 (0,2) 内 至 少 有 一 个 根 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[证 ] 因为 给 定 方程 有 两 个 实 根 ,所 以 a 天 0. 

因为 用 一 a, 一 5, 一 c 来 代替 a,6,c 时 ,题目 所 有 的 条 件 都 不 改变 ， 
所 以 只 需 在 a > 0 的 情况 下 ,证 明 本 题 即 可 . 





由 于 

| (br ~ ac)— (ce -ab)| 吉 lb -aclt+|lc 一 op 
<la(b—c)| 

以 及 z 
br-ac—-(c ~ ab)= (b-c)(at+b+ce), 

因此 : 
io-cl:latb+cl<a*:jb—el. 

由 这 个 不 等 式 显 然 可 得 
0 天 cc， 

日 [la+b+ecl<a 

即 —~a<a+b+t+ec<a, 
-2a<b+ec<0. 

记 
fx) = axr + br+e, 

则 


Fo)+ F2) = 2(2a + b+ 0)>0. 
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如 果 5 < <, 则 


(b* ~ ac)+(c -ab) | bp -acl+lc—ab| 





代 <la(b -ce)| 
= a(c — 6b), 
于 是 有 
br + ce < 2ac， | 
又 由 于 f(x) = 0 有 两 个 实 根 , 因 此 判别 式 
bp* -4ac 守 0. 
故 得 
b* E44ac > 2(b* + c*), 
0 > 6 +2c’, . 
才 盾 .所 以 5 > c. 叉 因 上 面 已 经 证 得 5 二 cc 之 0, 所 以 cc < 之 0, 即 
f(0) < 0. 
再 利用 上 面 证 得 的 结果 
f(0) + f(2) > 0， 
可 得 


f(2) > 0. 
因此 ,在 (0,2) 内 至 少 有 方程 f(x) = 0 的 一 个 根 . 


第 2 节 代数 方程 


4.30 ” 求 方程 x* -8[xj] +7 = 0 的 全 部 解 .其 中 [x] 表示 不 大 

于 > 的 最 大 整数 . 
(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 zx 是 给 定 方 程 的 根 , 且 [zj] = nn, 由 原 方程 得 
xz2+7= 8n. 

这 表明 ”> 0, 利 用 过 x<n+1, 得 

nN +I +I<(nt+l)y+7= n+2n+8. 
用 8n 代 x* + 7, 得 关于 的 不 等 式 

n+7AA8n<n +2n+8, 

| > 0 


戎 ; 
n 一 8n+t+7 达 0. 
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解 得 1 之 nn 之 2 或 4 之 nn 过 7. 


所 以 


所 以 
lL 


所 以 


nn 二 1,5,60,7. 
n 二 1 得 x = 1， 
2 一 得 过 = V33， 


n 二 6 得 x = v41， 
二 7 得 x = 了 7. 
4 31 求 方 程 [x “~ 2x] = [x] 一 21x| 的 实数 解 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 y = x 一 1, 则 [y*] = [yJ. 
若 y 守 0, 则 y 宇 [y]*>y 一 1. 
[yj 二 y< VI+[ 


rE[nt+l,l+ VI+n), 对 于 任意 n€ NU {0i. 
若 y<0, 则 [y]* 宇 YY 宇 [y]， 
必须 y 为 整数 ,才能 有 [六] = 【2 即 为 负 束 数 或 0 
4. 32 ” 试 解 方 程 z+ + (x - 4)4 = 626. 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 作 代 换 y = x - 2, 则 原 方程 变 为 
(y+2)4+ (y— 2) = 626， 


即 y+24y — 297=0. 
所 以 ”y= 9, 一 33; 即 y=+3, 土 V33i,， 
故 原 方程 的 两 实 根 和 两 虚 根 为 : 


即 得 


即 得 


5, — 1;2+ V33i1,2 - V33i. 


4.33 求 满足 方程 1 z++31-jxz-11= x+1 的 一 切实 数 . 


(第 5 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 】 当 >z 委 -3 时 ,方程 化 为 
—- (r+3)-(]-x)=x+1, 
T+3-{1—-x)=x+t+l1, 
之 三 一 |. 


当 x >1 时 ,方程 化 为 
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璐 党 


证 加 小 





(T+3)- (x-1)=x+1l, 
即 得 工 三 3. 
因此 ,所 求 的 解 是 - 5,，- 1,3. 
4， 34  ” 试 求 适合 下 列 关系 中 ,x 的 实数 值 范围 
13zr 一 21+13zr+11= 3. 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] …” 13r--21+13z+11=12--3zr1i+l3zr+11 = 3, 
而 12-3r+3r+1|= 3, 
12 一 3zr1+l3z+1l11=1(2 一 3zrz)+(3z+1T) 1， 
2 或 有 一 为 0， 


综 新 六 








2-3zx 宕 0 2 
二 二 
车 3x+1>=0. -3 巡 > 3 
2 一 37r 扩 0 
右 0 
1 
原 式 中 z 实数 值 范围 为 : -二 之 zx 之 亏 . 


4。35 解 方程 :|z+ 1|+ 了 |2x 一 3|= Sz+2 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 首先 , 因 方 程 左 端 不 小 于 0, 故 右 端 亦 应 不 小 于 0, 即 5x +2 


之 人, 并 >- 二 
其 次 再 分 两 种 情况 讨论 ，; 
(1) 当 x 之 广 时 , 原 方程 为 : 


1 
十 1+ (27 ~ 3) = 5xr+2, 


ee 矛盾 ,无 解 . 


(2) 当 -< < 六 时 ， 原 方 程 为 : 
机 
5 1 
F571+2, 故 z+ = 
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所 以 原 方程 有 惟一 解 x = re 
4.36 ” 试 求 1 的 个 n 次 方 根 , 并 求 它们 7 次 具 的 和 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 ] x* =1, 即 x" = cos2kr + isin2kr.(k = 0,+1,+2,.…) 
故 由 棣 美 弗 定理 知 ”个 根 为 : 


2k 2k 
XL, = cos + isin < (有 = 0,1,2,.…,7 — 1) 
71 n 


又 因 x= 1.(k =0,1,2,.…,n -1) 
所 以 r+1l+…+1= xn. 
yy 
1 个 


4.37 试 指出 , 若 方程 


“rz tar+br+c=0 

有 三 个 成 等 差 数列 的 实 根 ,实数 a,65,c 应 满足 什么 样 的 充 要 条 件 ? 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 各 
[ 解 ] 设 实 系数 三 次 方程 

z tar t+brti+c=0 (WD 
的 三 个 实 根 xo - y,xo,xo + y 构成 等 差 数 列 .由 根 与 系数 的 关系 ,得 

(xo0~y)+xot+(xo+y)=-a, 
所 以 。 zo =- 方 a， 


将 方程 中 中 的 + 换 为 -二 a 得 


he 
”化 简 得 2c 一 9ap +27c = 0. 人 
反 过 来 , 关 a,b,c 满足 等 式 四 , 也 就 是 说 , 方程 D 有 根 


Z0 二 一 了 4 设 方程 的 另外 两 个 根 为 ri ,x,, 由 根 与 系数 的 关系 ,得 
TY0 十 TI 十 2 三 一 QZ0OZI 十 YIZ2 十 2Z0 = 0， 
而 xo = 一 了 4 ;于 是 


Yl1 十 TY -a,rir = — oa 


3 
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a 


因此 , rz ,zx ,zy 成 等 差 数 列 , 且 数 z) 与 x 满足 二 次 方程 


2 
tart (bs-3e)=0. 


显然 , 当 且 仅 当 入 = (Za) -4(4 -地 a?) 之 0 时 ,也 即 , 当 且 仅 当 


a*—35 宇 0 人 
时 ,zi 与 x 为 实数 . 

于 是 ,三 次 方程 了 具有 三 个 组 成 等 差 数 列 的 实 根 的 充 要 条 件 是 关 
系 式 多 和 (3 同时 成 立 . 

4. 38 ”为 使 方程 

z+ar +brtc=0 OQ 
有 三 个 组 成 等 比 数列 的 不 同 的 实 根 , 实 数 a ,5,c 应 满足 什么 条 件 ? 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 

[ 解 】 设 xzi,xr19,x1q 是 方程 @ 的 三 个 根 ,其 中 zi,qg 皆 为 实数 ， 
Xi 关 0,q 关 0, 土 1. 这 样 的 三 个 根 满足 题 中 的 要 求 .根据 与 系数 的 关 
系 , 有 

上 + X14 + X14” =~ 4, 
rig + x1g9* + x1q” = 0， © 
riq = 一 C. 
为 简便 计 , 用 m 表示 适合 m”= - ec 的 惟一 的 实数 ,于 是 @ 变 为 
| + gt+g)=~a, 


rtg(l +g+q)= 56, 3) 
X19 = Mm. 
这 个 方程 组 等 价 于 方程 组 
ri(l+ q+g)=-a, 
[2 + b= 0,， 由 
X19 = Wi. 
从 方程 组 @ 的 后 两 个 式 子 得 
b = am. @) 


于 是 我 们 得 到 了 原 方 程 中 的 系数 的 第 一 个 必要 条 件 . 如 果 这 个 条 
件 被 满足 ,@) 等 价 于 
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zi(1+9qg+g) = 一 a， 








©) 
T19 = m. 
于 的 第 一 式 中 ,用 m 代 x1g, 得 
XIt+ mg=~a—m, 
© 
X19 = m. 
© 与 等 价 . 
注意 到 zx1 ,9 的 特征 ,系数 a,b,c 应 满足 的 第 二 个 必要 条 件 是 
m0. | (8) 
自 @ 中 消去 zi, 得 方程 
mgq*+ (m+a)agt+m=0. QO) 
由 于 g 为 实数 ,因而 
(m+a)}—~-4m’ 守 0, 
也 邑 
x+2am - 37 之 10. 0 
因 gq 关 + 1, 故 由 方程 @ 得 系数 a ,b,c 应 满足 的 另外 两 个 必要 条 件 : 
a 天 一 377， € 
4& 天 了. (9 


注意 到 , 当 a =-37 或 a = m 时 ,三 项 式 a “+ 2am -3m" 的 值 
为 0. 这 就 使 我 们 可 以 把 条 件 O ,四 和 9 以 一 个 条 件 代 替 : 
a +2am -3x22 > 0. (D 
于 是 ,我 们 得 到 方程 @ 的 系数 a ,b,c 应 该 满足 的 三 个 必要 条 件 
Co ,8 ,0. 
条 件 也 是 充分 的 . 即 , 如 果 条 件 @, 加 ,@ 满足 , 必 存 在 满足 要 求 的 
X19. 
事实 上 ,由 条 件 @ 和 Q@ 可 得 ,方程 @ 有 两 个 实 根 . 设 v 是 其 中 的 
一 个 (于 是 男 一 根 是 1/9). 由 条 件 @,a 关 0; 由 条 件 ,gq 关 +1. 于 是 ， 
从 关系 式 组 @ 的 第 二 式 得 x1 = m /gq, 并 且 x 是 满足 关系 式 组 @ 的 第 
一 式 的 实数 .此 外 , 按 条 件 四 ,zl 关 0. 如 果 条 件 @@ 满 足 , 那 么 关系 式 组 
© 等 价 于 关系 式 组 四 .这 样 , 求 得 的 值 xy 和 g 满足 关系 式 , 从 而 说 明 
Xx1,X19,X19 是 的 根 . 
条 件 意味 着 m 介 于 a 与 ~ a 之 间 . 因 为 mm3 = -~ c, 所 以 条 件 
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四 ,四 , 国 可 以 改写 为 如 下 形式 : 
b= Q3c， 
+ 天 0， 
c 介 于 -a 和 /27 之 间 . 
此 即 所 求 的 条 件 . 
4，39 ” 斌 证 :车 两 个 整 系数 三 次 方程 有 一 个 公共 的 无 理 根 ,那么 
它们 还 有 男 一 个 公共 根 . 


a 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] 设 多 项 式 z 
P(x) = agry + alr :+ asxr + a3, 
Q(x) = boxy + br + bx + ba. 
有 公共 无 理 根 a, 其 中 系数 a;,6,(i = 0,1,2,3) 是 整数 ,ao 关 0,6b0 关 0. 
数 a 也 是 多 项 式 
R(x) = boP(x) ~ ao Q(x) 
= (atpo 一 aop0)z + (a2b0 ~ aob2) x + (aabo — a0bs) 
(© 
的 根 ,这 是 因为 R(a) = boP(a) - aoQ(a) = 0. 现 分 两 种 情况 讨论 、 
(1)aibo 一 a0b1 关 0. 于 是 R(x) 是 xz 的 整 系数 二 次 多 项 式 ,因此 它 
的 无 理 根 a 有 m 二 nyp 的 形式 ,这 里 m,n,p 是 有 理 数 ,pp 不 是 有 理 数 


由 


的 平方 , 目 nn 关 0. 
注意 到 
pm +t nvyp) = aomt+ n dp) +almt+ n Np)* + a m+ nn Vp) 十 
Q3 
=M+N wp, 
Plm— nyp) = aom— np +alm— np ta(m— nv)+ 
Q3 
=M-N yp, 
这 里 AM = aom? + 3a0mnsp + arm? + arnip + am + as, 


N = 3a0m*n + aon p+ 2armn + an. 


因为 数 p+ nyp 是 多 项 式 P(zx) 的 根 ,所 以 Mt+ N Yp = 0. 因 而 
N = 0. 因 阁 不 然 ,将 会 有 Vp = - MAN, 但 Vp 是 无 理 数 , M/AN 是 有 理 
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数 ,所 以 这 是 不 可 能 的 .于 是 也 有 M = 0. 从 而 M- Nyp =10. 这 表明 
m 一 nVp 也 是 多 项 式 P(z) 的 根 . 
类 似 地 可 以 证 明 px ~ nvYp 也 是 多 项 式 Q(x) 的 根 . 

总 之 , 多项式 P(x) 和 Q(zx) 有 与 根 m + n vp 不 同 的 公共 根 
m 一 nyp( 因 为 n 关 0,p 关 0). 

(2) C120 一 2a02C1 一 0. 这 时 R(x) 是 工 的 整 系数 一 次 多 项 式 ,但 当 
独立 变量 zx 取 无 理 值 时 ,这 个 多 项 式 为 零 , 因 此 它 必须 恒 等 于 零 , 亦 
即 对 一 切 x， 

boP(x) — aoQ(xz) = 0. 
因此 ,多 项 式 P(x) 和 Q(x) 的 值 成 比例 ,多 项 式 P(x) 的 每 个 根 也 是 
多 项 式 Q(x) 的 根 ,反之 亦 然 .三 次 多 项 式 P(x) 除 a 外 还 有 两 个 ( 实 的 


或 复 的 ) 根 ' 及 a”. 它们 中 至 少 有 一 个 异 于 a. 若 不 然 ,将 有 a = a” = 
a”. 于 是 从 a+a +a =- 外 推出 a = - 全 ,但 是 无 理 数 ,而 -人 | 方 间 
C0 3a0 3a0 程 


是 有 理 数 ,所 以 这 不 可 能 . 现 设 a 关 a, 那 么 a 就 是 多 项 式 P(x) 与 
Q(z) 的 为 一 个 公共 根 . 
1 1 1 


4，40 试 证 :方程 ”一 + 一 一 + 
XX YY 一 QQ +zp 


= 0( 其 中 a 和 6 是正 





数 ) 有 两 个 实数 根 ,而 且 一 个 根 在 和 学 之 间 , 另 一 个 根 在 - 尝 和 - 





全 之 间 ， 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1918 年 ) 
[证 ] 将 方程 
1 1 1 
z xa rib =0 山 
去 分 母后 ,得 
f(x) = 3x* -2(¢- br-ab= 10. 四 


因为 当 x =- 25,0,a 时 , f(x) 的 值 
ff(-6) = ba+6b) >0,f(0) =-ab<o, 
fla) = a(a + 6b)>0, 
它们 的 符号 交替 改变 ,所 以 方程 的 负 根 大 于 - 5 ,而 正 根 小 于 a. 
将 正 根 ri 代入 方程 全 ,得 
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主攻 六 








-一 ， (3) 


rr! Ti+t+b a— Xl 

它 左 右 两 边 所 有 的 项 都 是 正 的 ,由 于 
1 1 
:| | 


所 以 zt > 地 ,从 而 也 有 zl > 二 3 


又 因为 ri < zi + 六 所 以 一 .> 元 二 ,上 且 由 方程 @ 得 不 等 式 
2 1 
-一 > 一 
1 a Lt 


由 此 可 得 zj < ‘4. 
同 理 可 证 负 根 x 在 - 季 和 全 之 间 


4.41 解 方程 Srz+xv-z .VSz -1 一 2=0. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 将 原 方程 化 为 
(Sx2-1)-xz. Vz-1+(r-1)=0, 
分 解 因 式 得 
(Vszz-1-xzr+l)wszz-T-1l)=0. 


由 vsz -1T1-x+l=0, 解 得 Xl ,1 


2- 
由 V5r? 一 1 一 1 = 0, 解 得 0 


. 


了 ,ra = - 1 都 是 增 根 .所 以 原 方程 的 根 是 + 


4，42 ” 试 求 方程 x=N2+N2+ V2+ V2+ 的 正 根 ,并 


经 检验 知 之 1 一 


-证 明 只 有 一 个 正 根 . 


“(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1957 年 
[ 解 | (1) 如 xz = 2, 则 


NYN2+NYV2+V2+ V2+2=2. 
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2 是 方程 的 正 根 . 
(2) 如 >2, 令 =2+a(a >0)， 


则 … (2+a) =4+4a+a >4+a>4, 
， 72>2+7>4Tr> v2+7x>2. 
同 理 可 得 : 


vv/I+>V2+VvV2+Z 二 2， 
I+ VD3+7r>V2+V2+V2+ 工 >， 


和 人 和 


并 > VITX > V2+ V2+xX >N2+V2+ V2+7x 
~、~N2+V2+V2+V2+7 


即 当 x > 2 时 ,不 可 能 是 方程 的 根 . 
(3) 如 0 之 XxX 达 2, 令 T=2-a (2 > a > 0). 








出. (2—- a)?—=4-4at+a=4-a(4—a) 

且 4-a>l, 

: 4>4-a>4-a(4- a), 
4>2+x> 7x’, 

. ， 2 >> V2 二 > 工 

同 理 可 得 : 





2 > VI Vitr > vVITTY， 
2 Ss V24 V2+ V2+7x > V2+ v2+r7x, 


和 





2+V2+V2+ V2+7rI >N2+V2+ YVZ2 十 并 


> V2+ V2+7X > V2+y > 
即 当 0< 过 < 2 时 ,也 不 可 能 是 方程 的 根 ,因此 这 一 方程 只 有 惟一 
的 正 根 2. 
4 . 43 ”对 任意 的 实数 71, 用 [1] 表示 小 于 或 等 于 上 的 最 大 整数 . 例 
5 


如 [8] = 8,[x] = 3,| - > - _ 3. 试 证 方程 
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襄 


诈 至 浅 





MK 次 


[zj +[2zj+[4zxz]+[8x]+[16x]+[32x] = 12345 没 有 实 
数 解 . 
(第 13 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 记 f(x) = [x] + [2x]+ [4rzj+ [8zx] + [16x] + [32x] 
假设 方程 有 一 实数 解 x , 则 
f(x) = 12345, 
f(195) = 12285 < 12345, 
f(196) = 12348 > 12345. 
且 f(x) 是 递增 的 ,于 是 有 
195 < x < 196. 
记 y>= 工 -195, 则 0< yy< 1. 
f(y) = [x -195]+[2x -2x195]+:… +[32x — 32 x 195] 
= f(x)— f(195) 
= 12345 — 12285 
= 60. 
由 于 0 过 y < 1, 则 对 一 切 正 整 数 ,0 < pay < 1 
从 而 [ny] 过 nn 一 1, 从 而 又 有 
f(y)= [yj+ [2yl + [4y] +[8y] +[16y] + [32y] 
0Q+1li+3+7+15+31 


= 37 < 60. 
出 现下 证. 
因此 原 方程 没有 实数 解 . 
4，44 设 为 实数 , 解 zx 的 方程 
| x 11+|l x -41= mz. 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[ 解 】 由 于 方程 1 x 一 11i+i x 一 41= mz 0) 


的 左边 两 项 不 可 能 同时 为 0, 所 以 左边 恒 为 正 ,m 关 0. 
先 讨论 m > 0 的 情形 ,此 时 x > 0. 
奋 0<z 委 1, 则 由 全 得 1—- zx +4—x 二 mr, 
即 27*+mxr—-5=0. 


-m+vVm+40 -mm- Vm + 人 0 
从 而 上 
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>m?*+40RCm :+8m+16<—3Qm. 
若 1<z 近 2, 则 由 四 得 三 一 上 +4 一 天 = mr. 


从 而 1<<2 m3 
ni 
车工 > 2, 则 由 人 得 2x*-mr-5= 0. 





解 得 n+ Vm’+40 
一 4 9 
+ Vm +40 
从 而 > 2<>m2+40> (8- nm) 或 >>8 


>5>8--2mn 或 m > 8< 一 7 > 
对 于 mx <0 的 情形 , 易 知 xz < 0, 此 时 用 一 mm, -福来 代替,x， 
就 化 为 my > 0 的 情形 了 . 
因此 ,本 题 的 答案 是 
一 7272 十 Vm +40 


在 mr 宇 3 时 ,x = 了 
3 _- mi 十 Vm*+40 3 
了 二 六 <3 时 ,rr = 全， 
在 m 之 3 时 ,x 4 了 
-mtvVm’+40 
和 -一 4， 一 
在 和 3 时 ,~ a 
3 mm- Vm :+40 3 
-二 减 灵 >-3 时 ,rr = ~, 二， 
在 5 m > 一 3 时 ,x 4 亲 


在 m 为 其 他 值 时 ,方程 四 无 解 

4.4 fr)= 3+ 1 VE- 4 将 三 9 表示 
成 一 个 分 式 ,分 子 、 分 母 都 呈 wx V 的 形式 ,这 里 u,v 都 是 z 的 一 次 多 项 
式 ,说 出 对 什么 样 的 z, 你 的 等 式 成 立 . z 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 





[ 解 ] 者 xz 宇 2, 则 z 
f(x) -2 _ ri-3r-2+(r -1) Vr -4 
fz) +2 xz3—-3r+2+(x -1)vVzr i-4 
rt) (rr- D+(rti)(r-1) Vr -4 
(x -1) (r+2)+ (r+i)(r-1) Vr -4 
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识 


鳞 一 加 





MW 漂 六 


(z+1) Vr-2[(x+1) Vr-2+(r-1) Vr+2] 
(zr-1) Vzta(x-1) Vrti+(rt+1) Vr-2] 
(zx+1) Vr+-2 
| (zx—1) VI+27 
若 工 和 -- 2, 则 
f(x)—-2 
f(z)+2 
- (r+1)vV-xr+t+2[(r+1)vV-x+2-(r-1)vV-x-2] 
(zx 了 v 一 过 -2L-(x 一 1 “72 V—x+2] 
— (z+1) v 一 工 +2 
(z-1)vV-7z=2 
4，46 ” 设 方 程 
T+a Tr li+ +artao=0 
的 系数 都 是 实数 且 满 足 条 件 0< ao 志 a 过 过 awl 过 1. 已 知 4 为 
此 方程 的 复 根 且 1 4 | 之 1. 求证 :A"*! = 1. z 
(第 7 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 因 ) 为 方程 的 根 , 故 有 
iT+a ina ++alA+ao=0. 
将 上 式 两 端 同 飞 以 A - 1 ,得 到 
0= (A 1)(A"+ QIA 1 十 十 QI 二 Ca0) 
= A + at — DA + (an2 ~ An A + 


+ (ao— a)A— C0， 





由 此 可 得 
A = = (1 ~ a + (1 — An 2)Ar +，… 
+ (a1—~ ao)A+ao 中 
其 中 右 端 的 系数 都 是 非 负 数 .因此 有 
[Ati= | (a) + (Gg, — a 2)A" 1 + + 


(al — ao)A+ao | 
(1-a1) la"+ (a 一 ac) | AL + 
+ (ai1— ao)|lAl+ao © 
由 已 知 | 4 1 1, 故 由 @ 式 又 有 
JA a 1) 1 Al?” (a a 2) | 入 | 二， 
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(a1—ao) lAl"+aolAl”=1Al" 3) 
由 此 即 得 ”1 1 二 1, 从 而 得 到 |A1= 1. 这 样 一 来 ,不 等 式 @, 都 变 
为 等 式 . 因而 有 如 下 的 辐 角 关系 : 
arg(1 ~ a,_1)A” = arg(a, 一 ay)A 1 
= .= arg(al 一 a0)4 
= argao = 人， 
(1-a,1)A"* 守 0 
(ai 一 aa 0,7 = 1,2,…,n~1. 
由 则 和 包 式 得 知 


An+l 一 (1 _ Qa, 1 ) A” 十 (a _ Q 2M" ! 十 ，…。 十 
(al — ao)A+ ao 
之 0. 
从 而 有 AAA = 1 


4.47. 设 ac,5 是 实数 , 且 x4+ ar3+ bxr*+ar+1 = 0 至 少 有 一 
个 实 根 , 试 计算 a* + 5b* 能 取 的 最 小 值 . z 
(第 15 届 国际 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 首先 考虑 方程 
文 十 十 三 y， 
这 里 y 是 实数 ,此 方程 可 写成 x 的 二 次 方程 x* 一 yr + 1 = 0, 它 有 实 根 
的 充 要 条 件 是 其 判别 式 不 小 于 0, 即 
y -4 守 0 或 1 vy | 宇 2. OD 
原 方程 可 写成 





1 ,,, 
令 y=x+ 一 则 得 
y+ay+(b -2)=0, 


— a“< 一 一 
解 得 y= tv ; 4(6 2 四 


因为 原 方 程 至 少 有 一 个 实 根 ,由 @ 可 知 ,@ 中 至 少 有 一 个 根 的 绝 
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Ln 


对 值 宇 2, 所 以 

lal+ vaz-4(8 一 2) 之 4， 
即 Va ~ 4(b -2) 守 4-lal, 
去 根 号 ,得 81a |l 宇 8+4b, 
两 边 平方 ,得 4a* 守 b+ 4b5+4， 


则 4(a? + 6) 502+45+4, 
5 2\” 4 
“十 久之 | + ) + 

故 a b 4 b 5 5 


由 此 可 知 , 当 5 = - 挟 时 ,a? + 刀 取 最 小 值 < 
4.48 若 pi(z+)= x -2. 
户 (z) = pilpii(x)),i = 2,3,4,… 
求证 对 任何 自然 数 ,方程 p, (x) = xz 的 解 是 互 不 相同 的 实数 . 
(第 18 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
{证 ] 用 数学 归纳 法 不 难 证 明 : 当 1x1>2 了 时 , 必 有 p(xr)> 工 . 
因此 我 们 在 定义 域 [- 2,2] 上 讨论 p, (x), 并 作 代 换 
x = 2c0st,t € ff0,rj 
首先 用 数学 归纳 法 证 明 , 对 于 任何 自然 数 n 有 
pn(2c08t) = 2co0s2". 
事实 上 , 当 n=1 时 ,由 
pi(2c0st) = 2(2c08:t ~ 1) = 2c082t 
可 知 ,命题 正确 . 
设 命 题 对 n -1 工时 正确 , 即 
pu-1(2c08t) = 2c0s2” 11 
由 p, (x) 的 定义 可 知 ， 
Pn {2c0st) = pil p_i1(2co0st )| 
= pi(2cos2” 7 ) 
= 2(2cos:2" 4 — 1) = 2c0827”r. 
故 命 题 对 n 也 正确 . 
其 次 ,我 们 来 解 方程 p,, (2cost ) = 2cost， 
即 解 方 程 ”2cos2”t = 2cost ， 
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解 之 ,得 2 =+ + +2mr(m 为 整数 ). 





从 上 解 中 取出 下 列 2” 个 值 : 
1 一 hr .1,21 1 
27—1 
$= 27r ,7 = 1 .2 ,2"-1 
2"+1 


显然 ,这 两 组 值 满足 下 述 关系 
0 委 1< 王 < < < 
0< SI< SS 二 …< Sn1< rr 
由 于 余弦 函数 在 区 间 [0,r] 内 是 单调 递 降 的 , 故 知 
2cost (对 应 地 ,2coss' ) ， 
k = 0,1, ;22 一 (对 应 地 ,! = 1,2,…,2”!) 是 方程 的 不 同 
的 解 . 
再 来 证 明 ,z 天 yo(0 委 如 委 2" -11 委 10 委 2 ). 


2 
如 其 不 然 ,由 -< 


2"-1 2"+1 
2"+1 
= 上 o 十 ko 


, 2 
可 得 0 = hoi Fn 1 
因为 (2,2” -1) = 1, 邑 2 与 2" -1 互 质 , 并 且 lo 是 自然 数 , 所 以 应 有 
22 -1 整除 0, 但 是 0 志 &o 声 2”! -1, 故 必 有 ko = 0, 从 而 io = 0, 这 
与 1 委 l0 刻 盾 .. 
由 此 可 见 ,2costio 关 2cosSip(0 志 0 考 2"1-1,1 过 0 过 271), 也 
就 是 说 : 











Tk = 2cos (k= 0,1,.…,2”!—1) 
和 Xi = 2cosS， (7 = 1,2,…,2”1) 是 方程 p,(x) = x 的 2 个 
互 不 相同 的 实数 解 .并 且 由 户 (z) 的 定义 可 知 ,这 个 方程 是 一 个 2” 次 
代数 方程 .由 代数 的 基本 定理 可 知 ,方程 再 也 没有 其 他 的 解 . 


4. 49 ” 解 方程 xz? + (二 ) =3 


(第 24 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 因为 习 -2. -+(-) = (< ) 


二 1 +l 工 十 1] 
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油污 


好 豆 小 






































代 原 方程 可 化 为 
数 2 2 
.2 _~ .< 。 = 3， 
# + (下 < +1!” 六 十 工 
x? ) 
Eo (二 +2 过 二 1 3=0， 
2 
证 著者 
(3) (0 
X . 开 
有 -73 或 1 
解 这 两 个 方程 得 
-3+Y3i -3 -31i 
| 2 ;2 2 9 
1+y3 1 
3 一 7 4 一 7 
4.50 解 方程 


1 1 2 
+ 一 一- -一 一 一 一 一 一 = 
122 10rx-29 x — 10x—45 7 — 10r—69 
” (第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 设 xz? 一 10x 一 49 = 1. 则 原 方 程 化 为 
1 1 2 











7 

去 分 母 ,得 
(1 + 4)(1 -20)+(+20)0 一 20) 一 2 20)(f + 4) = 0， 
展开 并 化 简 得 

-64 = 640, 
lL 1 一 -10. 
代 人 得 x — 10z-49=-10， 
即 x* ~ 10x—39=0, 
解 得 XI = 13,7x2 三 一 了. 


经 检验 ,x ,x 都 是 原 方 程 的 根 . 
4.51 求 下 列 方程 折 有 根 的 和 
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(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ]” 令 y= Yxz, 则 


y= -于 即 六 -7y+12=0， 
7 一 》 
解 得 Vl 一 3 ,V2 = 4. 
从 而 有 1] 一 34, x2 一 41. 


故 所 有 根 的 和 > + yx， = 34+ 和 = 337. 

4. 52 ”对 蘑 个 自然 数 n,2" 与 5”" 最 大 数位 上 的 数字 相同 , 问 这 个 
数字 是 什么 ? 

(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 】 设 这 个 数字 为 a ,因为 
2" . $” = 10”, 

所 以 a <10<(at+1). 
从 而 得 a 二 3.( 例 如 25 = 32,55 = 3125) 


4.53 ” 求 方程 x*+25x + 52 = 3 Vx? + 25x + 80 的 所 有 实数 
解 的 积 . 
(日 本 数学 奥林匹克 代表 队 选 拔 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 设 vVxr?+25x + 80 = u, 则 原 方 程 可 化 为 


u* — 28 = 3u. 
因为 4 宇 0, 所 以 ww = 7. 
即 rx*+25r7+80= 7. 


由 A > 0 可知 ,方程 月 相 异 实 根 ,由 韦 达 定理 得 ,所 求 两 根 之 积 为 80 - 
49 = 31. 
4.54 解 方 程 (x*+ x)*+ Vx*-~1=0. 
(第 52 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 原 方程 得 
+ +x 二 0, 
x*—1i=0. 
因此 ,只 有 一 个 实数 解 x = 一 1. 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 365 


并 





4 .55 ” 试 求 大 于 1 的 实数 r,y,= ,满足 等 式 
zt+3yts+T+TT+ 2 V+ Vy+2+ Vz+2). 
(北欧 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 令 f(7) = t+ 一 -2 VET5, 则 











es 溺 六 


f(D) = (Rt3- 2 V1+2) 
= (TT) 2 DVI 














一] 

= [1- VT+2]°. 
显然 , 当 上 > 1 时 ,Ai)0, 并 且 仅 当 z 上 -1- Vt+2 = 0 时 等 号 成 立 . 
即 /= 3 时 等 式 成 立 ， 

易 知 原 方 程 可 化 为 

fr) + fly)+ f(z) 0, 其 中 x>>1,y>>1,x > 1, 它 等 价 
于 

f(r)=0,f(y) = 0,f(z) = 0. 
所 以 z=-y- st 


4.56 设 a 和 4b 是 r+4+ .x 一 ] = 0 的 两 个 根 , 试 证 ;ab 是 T+ 4 
+ 一 x 一 1 = 0 的 一 个 根 . 
(第 6 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 设 a、5.c.d 为 方程 rt+ .x3 一 1 = 0 的 四 个 根 , 则 由 韦 达 定 


理 , 有 
a+b+t+c+ti+ad=—1, : QD 
ab+actadt+bt+ébadt+ca = 0, ©O 
bed +acd+adb+abkc =0, 3 
abcd =—1. 和 
设 P=at+6b,g= ab,r=c+d,s 二 cd, 则 关系 式 中 ~ 加 变形 为 
pt+r=—1, 


pri+gqti+s= 0, 
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gr+ ps = 0, 
0 一 一 外 . 
消去 p、r 和 s*, 得 ce+ed+do-o 一 1 = 0. 
4，57 若 2a- < 56，, 试 证 方程 
x+ar4+pr +cr +t+drte=0 
的 根 不 全 是 实数 . 
(第 12 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 .大 方程 的 根 全 是 实数 , 设 这 些 根 为 x;(1 夺 i 声 
5), 则 由 韦 达 定理 得 


2a? - S < 之 0 等 价 于 


5 


2( Dax) 一 5 xix < 0， 
i 


7 一 


5 
即 2 > 一 2 < 0. 
将 上 式 两 边 同 时 乘 以 2, 并 注意 4》)x? = 》 (x? + x?), 于 是 
i} 


3 — 
4 > 7 一 2 > zi 
‘1 < 
= 2 x? +t 7)- 22 rn 
i i 
二 2 -zx) < 0， 


这 是 矛盾 .因此 ,所 有 的 根 不 全 是 实数 . 

4. 58 求 满足 等 式 

(5+3y2) = (3+5V2)" 的 整数 mm 和 7 
(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 设 (5+3Y2)”= (3+5vy2) 2 = A+B 旭 ,其 中 A,B 为 有 
理 数 . 

如 果 B = 0, 那 么 必 有 mm = n= 0. 

如 果 B 闫 0, 那么 

(5-3y2) = (3-S$vV2) = 4A-BW 中 
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议 尝 


狠 写生 


a 





另 一 方面 ,因为 0<5-3V2<1 而 13~5v21>1， 
所 以 由 式 不 可 能 成 立 . 这 是 一 个 歼 慎 . 
故 仅 当 mm = nn = 0 时 等 式 成 立 . 
4.59 方程 xs+ <3+1 = 人 0 有 一 个 复数 根 ,在 复 平面 十 这 个 根 的 
辐 角 0 在 90" 和 180" 之 间 , 求 8 的 度数 . 
(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 设 w = xz’. 于 是 将 原 方程 化 为 


w+w+t+l1=0, 


2 .2x 
忆 二 COS 一 -二 15S1n 一 . 


3 3 
因为 x 是 w 的 三 次 方 根 ,所 以 有 
2 _. 27x 
之 | 二 Cos 9 村 :Sm g ， 
8r .. 8x 
之 2 二 cos To 十 :Sn 9 ， 
l4x .. l4x 
之 3 二 Cos 9 十 :Sm 9 ， 
4 4x 
&4 二 cos 9 十 :Sm 9 ， 
IOr 10x 
之 s 二 cos 9 十 Sm 9 ， 
16r .. l6éx 
&6 = cs 0 十 Sm 9 ， 


其 中 在 90" 和 180 之 问 的 辆 角 只 有 :区 ,所 以 9 = 160” 
4. 60 ”四 次 方程 
71—18r + kr +200x -1984=0 
的 四 个 根 当 中 的 两 个 的 积 是 - 32, 试 确定 的 值 . 
(第 13 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 】 设 方程 的 四 个 根 是 xi .xz 、x3、zs, 则 由 韦 达 定理 有 
XI+ xX + 3 二 4 二 18， 
TT2 tt TIT3 + TIzd4d 二 7273 十 24 十 3z4 三 到， 


YIZ273 十 Yiz2z4 二 rr3zdi 二 xzr3azd 三 一 200， 


©OOO0O 


13X44 一 1984. 
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再 设 zi 与 xz; 的 积 是 - 32 , 即 
X17X2 三 一 32. 
由 井 二 时 得 
3zd = 02. 
将 中 .四 代 人 四 .GO 得 
— 32(x3+ x4) + 62(x1 +z) = — 200, 
—32+ (xit+ x2)(7x3+ rx4) + 62= k. 
将 zi + xz 和 x3 + x4 各 看 作 一 个 未 知 数 , 联 立  .@ 解 得 
TI1+ x = 4,x3+ x4 = 14, 
代入 @@ 即 得 
k= 32+56+62 = 86. 
4*，61 当 a、65b\c 取 什 么 实数 值 时 ,等 式 
| ar+ by+cezlit+l or+cey+az|l+lcr+ayt+t zl 
=ix1l+iyil+l zl| 
对 一 切实 数 rz,y,z 成 立 ? 
(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 j 令 x+= y= z=1, 得 
lat+o+cl=1, 
令 zx=y=0,z= 1, 得 
[lal+ftbiticl=1, 
再 令 TT 二 1,y = 一 1,z= 二 0 得 
la-bl+l6b-cl+lc-al=2. 
由 只. 名 得 ,a ,b,c 中 除去 0 以 外 ,符号 都 相同 , 即 有 
ab 宇 0,bec 守 0,ca 之 0. 
由 于 
la-oli+t+lb6-ci+ijc—-al 
人 (lal+lb1)+(bltlcl)+(iecl+l a |), 
因此 由 包 得 
la—-bl+ib~-cl+ic-a | 过 2. 
由 曲 知 ,在 上 式 中 等 号 成 立 ,因此 必 有 
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四 


OV © 


© ©@ © ee 


Ey 


铅 加 和 浅 





a 


ila-65|=lal+t+lb!, 
15-cl=1bl+lcl|, (© 


lc-al=icl+lalil. 
由 上 式 可 知 
ad 和 甩 0,p 迄 0,ce 和 过 10， (四 ) 
由 人 多.@ 得 
ab = 0,b = 0,ca = 0, 
由 名 知 ,a,65,c 中 至 少 有 两 个 为 0, 再 由 名 得 ,a ,b,c 中 必 有 两 个 为 0， 
第 三 个 为 + 1. 


所 以 ,在 以 下 六 种 情况 下 ,给 定 等 式 对 一 切实 数 x ,y,z 都 成 立 : 


=0,[x=0, (rx=1,[(r=-1,(x=0,[(x=0, 
y=0,4y=0, $y=0,4y=10, y= 1,*4y=—1, 
z= 1:\z=—-1:;(lxz= 0;\z=0; z= 0;\z= 0. 


4.62” 解 方程 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 == 1 


(在 上 边 的 表达 式 中 有 1985 个 2). 


(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 因为 x = 0 不 适合 原 方程 ,所 以 不 妨 设 x 关 0, 从 而 V1+ 
一 1 关 0. 于 是 ,我 们 有 


2+T tr) lt ta 
上 式 表明 , 原 方程 可 化 为 

-一 = 1， 

1 十 vv1L1 + 人 并 
分 母 有 理化 ,得 ”Vix-1=1， 
故 三 3. 


经 检验 ,x = 3 是 原 方程 的 解 . 
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4.63 求 所 有 能 使 等 式 
VPP 12 VR I 


成 立 的 x 的 值 .其 中 p 是 一 个 实 参数 . 
(第 5 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 


[ 解 ] Vx-p+2Vx -1=7 OD 
移 项 并 两 边 平方 得 


x*—p = x +4(x 1)~4r wz 一 上 


即 4(z2 -1)+p=4r Vr —1. 


两 边 再 平方 得 
16(z2 -1)+8p0z2 -1)+p = 16z2(0r2 一 1)， 
整理 得 8(2- p)x” = ( 户 - 4) © 


下 大 对 参数 p 进行 讨论 . 

(1) 当 p = 2 时 ,方程 化 为 

0.x = 

显然 无 解 .于 是 原 方程 无 解 . 

(2) 当 p > 2 时 ,对 任意 实数 +, 有 

8(2 — p)x’ 0, 

而 @ 之 右边 (p~-4) 守 0. 

于 是 仅 当 p = 4 时 ,方程 @ 有 解 :x = 0. 

然而 将 x = 0 代入 原 方程 @ ,其 左边 没有 意义 ,所 以 zx = 0 不 是 原 
方程 的 解 . 因此 p > 2 时 , 原 方程 无 解 . 

(3) 当 p 达 2 时 ,由 方程 @@ 得 





2 4p) 
8(2— pp) 
又 由 方程 知 ,x > 0, 所 以 有 
4-p 
~ 2 V2 pp) ® 
将 @ 代 入 原 方程 @ 检验 ,得 
1 3p—-4| , 21pi _ 4—p 
2 V20Q2-p) 2V2G-p) 2 V2 py 
即 13p~-~41+21pl=4-p. @ 
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六 访 


对 p 分 情况 讨论 . 
当 p<0 时 ,@ 化 为 
(4-3p)-2p=4-p, 
得 p=0, 
大 G) 不 是 原 方 程 的 解 ， 
当 0 委 /和 了 ”时 ， @ 化 为 
4 2 p,， 


此 式 成 立 ， 所 以 0 过 久子 时 ,(3 是 原 方程 的 解 . 


3 pp 达 2 时 ,@@ 化 为 
(3p—-4)+2p=4-p, 
得 p= 
与 人 < 户 < 2 矛盾 ,所 以 人 < p < 2 时 ,@ 不 是 原 方程 的 解 
由 以 上 讨论 可 得 
和 p< 0 可 p> 原 方程 无 解 


当 0<p<3 时 , 原 方程 有 惟一 解 : 
4 4 
2 V2C2— p) 
4.64 求 方程 x? 1 87 + 20 -2 VT IE7 本 的 的 和 
(第 1 届 美 国 数学 洲 请 赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 y= ~ xX* + 18x + 45., 由 原 方 程 得 
多 一 15 = 2y, 
移 项 得 交 -2y-15 = 0， 
解 得 。 yl = 5,y2 =-3( 由 y>0, 伟 去). 
于 是 我 们 有 
Vzz+l8r+45 = 5， 
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即 zx:*+18x+20=0. 
由 判别 式 A = 18* -4x20>0 知 ,方程 有 二 实 根 .再 由 圳 达 定 理 知 ,此 
二 实 根 的 乘积 为 20, 即 已 知 方程 的 实 根 之 积 为 20. 
4，65 已 知 三 次 方程 x? + ax*+ bx +c = 0 有 三 个 实 根 .求证 : 
a? - 35 之 0, 并 且 Va? - 36 不 大 于 最 大 根 与 最 小 根 的 差 . 
(第 17 届 美国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 方程 的 三 个 实 根 p,qg,r 满足 pp 过 gq 过 r. 
由 韦 达 定理 得 
人 二 一 (p 十 十 r),， 
b= pg+ gr+rp, 
于 是 
a“ —3b= (ptgt+r) -3(pgt+ gr+ rp) 
=p +q +r -pg-gqr-rp 


= 3[(p - gq) +(g—-r) +(r-p)’) 


V 
OO 


又 由 ->0r-ag>0r- 户 之 0 得 
(ca —36)- (r- p) 


[(p~-a)+(g-r)+(r- pi-(r-p) 


| 





|i 


[(p~-gq)+(g~r) (rp)] 


[(g~-pt+r—-g)-(r—-p)] 


一 WO iD | 一 bl 


Bh a —36(r- pp), 


开 方 得 ”Va’*-36 世 rr- 
4. 66 求 方程 
Xx4—(2.100+1)rx -xr+10%+100-1=0 
的 所 有 实数 根 ,精确 到 小 数 点 后 四 位 . 
(第 14 届 美国 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 由 笛 卡 尔 符 号 法 则 ; 
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让 


如 果实 系数 ”次 代数 方程 

a CT Te 十 十 CIZdTa 一 00ao 天 0,ay 天 0) 
的 系数 序列 

{aos Ql G2 an-1s Gn | 

的 变 号 次 数 为 户 ,那么 该 方程 的 正 根 个 数 (一 个 不 重 根 按 & 个 根 计 算 ) 等 
于 或 者 比 p 少 一 个 正 偶数 . 

考虑 到 已 知 方程 的 系数 变 号 次 数 为 2, 可 知已 知 方程 至 多 有 两 个 
正 根 . 

将 已 知 方程 变形 为 

(ion -了 +5 0 
2 4 

先 证 明 方程 由 无 负 根 .因为 不 然 的 话 , 若 方 程 中 有 负 根 zx < 0, 则 

由 人 知 


9 
r+ 之 0， 


得 -<x<0 


另 一 方面 , 当 - > < x+ 之 0 时 ,QD 式 左边 接近 于 102 ,而 式 右 端 小 


于 广 , 因 此 不 可 能 使 D 式 成 立 ， 


再 用 逐步 逼近 法 求 出 两 个 正 根 .为 此 ,我 们 邻 
2 
f(x) = (#7- 100 -二 ] -zx- 闻 . 
易 知 ”Fi0 -1) >0,A10)<0,F(105+1) >0 因 此 方程 的 两 个 正 
根 一 个 在 10” 一 1 和 16 之 间 ,一 个 在 105 和 105 + 工 之 间 . 
设 z =10?+c, 其 中 0<c<1 或 ~-1<c<0. 显 然 v 相对 于 105 


来 说 是 相当 小 的 ， 
在 方程 D 中 ,我们 去掉 和 过 ,可 得 一 个 近似 等 式 
(zx — 1010)? a 7. 


把 x = 1 + c 代 入 得 
(2c . 10 + co) 105 + c， 
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4c2 . 1010 + 4c3。 105 + c4 > 105 + ce. 
由 于 c 相当 小 ,因此 我 们 可 以 忽略 c,4c .105 和 c4 三 项 ,得 
4c2 . 1010 2 105, 





1 V10 
) i 一 十 2000 > 土 0.001S8. 
我 们 猜想 x = 10” + 0.0016 为 方程 的 两 个 近似 根 ,下 面 我 们 来 验 
证 这 个 猜想 . 
事实 上 ， 
f(10 + 0.00155) 


即 C 十 


2 
- [+ 310 + (0.00155)2 - 到 | _ (105 + 0.00155) - > 
< 3112 - 105 
= 96721 - 105 、 
方 章 
< 0， 程 
f(10” + 0.00165) 
之 
= + 330 + (0.00165)? - | — (105 + 0.00165) - > 
> 3202 -105 -2 
= 102400 - 105 —2 
>0. 


所 以 方程 的 根 在 (105 + 0.00155,105 + 0.00165) 及 (105 - 
0.00165,10 ~- 0.00155) 内 , 从 而 方程 的 两 个 近似 根 为 x 105 + 
0.0016. z 

4，67 ” 哆 拉 的 一 个 猜想 在 1960 年 被 美国 的 数学 家 所 推翻 ,他 们 
证 实 了 存在 正 实数 ,使 得 

133” + 1105 + 845 + 275 = n5, 


求 n 的 值 . 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 


[ 解 】 显然 ”之 134. 男 一 方面 ， 
n5 = 1335 + 1105 + 845 + 275 
< 1335 + 1105 + (84 + 27)5 
< 3 . 1335 
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3125 
< 1024 . 133 
_ (3) 
4 
1 5 
= (166= ， 
因此 nn 蕊 166. 
由 于 a 与 a 的 个 位 数字 相同 ,因此 ”的 个 位 数字 与 3+0+4+7 
的 个 位 数字 相同 ,从 而 x 的 个 位 数字 是 4,z 的 可 能 值 是 134,144,154 
或 164. 
注意 到 84,27 都 是 3 的 倍数 ,而 1335 用 3 除 余 1,1105 用 3 除 余 2， 
因此 133” + 110 + 84 + 275 是 3 的 倍数 , 即 n 是 3 的 倍数 . 
在 134,144,154,164 中 只 有 144 是 3 的 倍数 ,因此 ”只 可 能 取 值 
144. 
经 检验 知 ,144”= 133” + 1105 + 845 + 275. 故 所 求 的 值 ”= 144. 
4，68 n(n 之 2) 名 选手 的 比赛 持续 上 天 ,每 天 各 选手 的 得 分 恰 
为 1,2,…,n( 无 两 人 同 分 ),k 天 结束 后 ,每 位 选手 的 总 分 都 是 26 , 试 求 
所 有 可 能 的 (n ,上 &) 值 . 
(第 22 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 用 两 种 不 同 的 方法 计算 全 体 选 手 总 分 之 和 ,得 
k(1+2+*.…+n) = 26n, 
所 以 k(n+ 1) = 52. 
而 52 = 2? x 13, 共 有 6 个 因子 :1,2,4,13,26,52. 由 于 n+1 守 3,k 写 
2( 如 只 有 一 天 ,不 可 能 各 选手 总 分 相同 ) , 故 只 有 三 组 解 ， 


(n,k) = (25,2),(12,4),(3,13). 
这 三 组 解 都 是 可 能 的 : 


n 一 29 





上 ， 2， 3， ” 25 
2535，24，23，….， 1 
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4.69 设 a 为 正 实数 ,5 = (a + VatI)s+(a- Vait1)3, 


求证 :5 是 正 整 数 的 充 要 条 件 是 a 为 了 n(n + 3) 形式 的 正 整 数 (n € 
N). 
(爱尔兰 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 a= (q+ Varii,8e=(a- vaTT)3，, 则 
B= (a+B)Y = +PB+3aB(at+B)= 2a~36 


即 0=2a -30. OQ 
也 就 是 说 ,5 是 三 次 方程 

x+3y 一 2a=0 ©O 
的 一 个 根 . 


必要 性 : 设 5 是 一 个 正 整 数 ,由 有 a = pA + 3) ,5 是 偶数 
时 ,a 是 正 整数 ;6 是 奇数 时 ,5? + 3 是 偶数 ,a 也 是 正 整数 .所 以 a 是 一 
个 形 如 六 n(n? + 3) 的 正 整 数 . 


充分 性 : 设 4 = n(n + 3)(n € N), 则 这 = 1 是 方程 @ 的 一 
个 根 , 又 因为 当 zi < x(x1 ;x2 € RR) 时 ， 


(xi + 3x1 —2a) - (x+3zry — 2a) 
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纲 冰 六 


二 (XxX — xz2) (xI+ riz2 + Xf + 3) 
2 
于 + 了 地 +3|< 0， 


= 《zi 一 z)| [> 十 7 
所 以 函数 F(z) = x + 3x -2a 是 严格 递增 的 ,从 而 方程 @ 仅 有 
惟一 根 x = ?2 .又 因为 8 是 方程 @ 的 一 个 根 ,所 以 5 = n, 即 5 是 一 个 
正 整 数 . 
4.70 唤 数 列 ! (x)i 由 下 列 条 件 递 归 定 义 : 
和 = Vri+48 
furi(x)= Vr +6f(x) 


求 方程 f, (x) = 2x 的 所 有 实数 解 . 
(第 19 届 美国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


对 每 个 衬 1. 


[ 解 }】 由 已 知 得 
f(r)>0 (n= 1)2,…)， 
因此 方程 。 f(x) = 2z 只 有 正 数 解 . 
首先 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 x = 4 是 方程 
f(r) = 2 QD 
的 解 . 
事实 上 , 当 n= 1 时 ,将 x = 4 代 和 人 @ 的 左边 得 f1(4) = 
v4 和 4 +48 = 8; 代 入 @ 的 右边 得 2x4 = 8. 因此 x=4 是 fi(x)= 2x 
的 解 . 
假设 x = 4 是 (xr) = 2 的 解 . 即 f.(4) = 8. 
于 是 
fir(4) = V4 +6f(4) = VE+48=8=2x4. 
因此 ,x = 4 也 是 w(x) = 2x 的 解 . 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 2,z = 4 都 是 方程 的 解 . 


接着 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 ， 数 全 在 (0, + co ) 上 是 单调 减 
半数 . 
事实 上 ,n = 1 时 ， 
fi(x) 48 
= /lt+ 
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显然 在 (0, + co ) 上 是 单调 减 组 数 ， 


假设 全 在 (0, + co ) 是 单调 减 函 数 .于 是 


foulz) 三 RD) 


在 (0, + co) 上 也 是 单调 减 函 数 . 
f(x) 


根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 1， 消 数 一 一 在 (0, + ce ) 上 


都 是 单调 碟 画 数 . 从 而 妃 - 工 = 2 在 (0, + ce) 上 只 有 惟一 解 x = 4. 


4.71 若 方 程 一 x 一 x 一 1 = 0 的 根 为 a,b,c .证明 : 
(1)a,5b,c 互 不 相间 ; 


(2) a 182 _. p1982 p1982 c1982 cl982 _ a 298 


姓 一 小 


Q 一 已 pre c—a 为 整数 . 
(第 14 届 加 拿 大 数学 员 林 匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] (1) 由 韦 达 定理 得 


a+p+rc=1， 

frr = 一 1， 
abc = 1. 

车 a,6b,c 中 有 两 个 相等 ,不 妨 设 a = 5. 则 代 人 上 式 可 得 


2a+c=1, 
fr 二 一 工 ， 


而 


a<c 一 工 


由 名 得 c >0, 再 由 四 得 a < 0. 
由 中 得 

CC 一 上 -2a， 
代入 @ 并 整理 得 

3as -2a-1=0， 


从 而 有 a = 1,a =- 方 .考虑 到 a < 0, 故 取 4 = 一 地. 由 a = 得 6b = 


OO 


-二 .又 代 人 站 得 c= 方 .但 此 时 不 满足 @, 出 现 称 盾 . 故 a,5,c 互 不 
相等 
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p" bp” __. Cc 人 _ a” 


(2) 设 S,= 一, bp—e CC 一 Q 
我 们 来 证 明 一 个 更 一 般 的 命题 :对 于 任何 自然 数 n,S, 都 是 整数 . 
事实 上 ,So = 0,Si = 3 都 是 整数 . 男 外 S2= (a+6)+ (b+c)+t 
(c+ a) = 2(a+b+c) = 2 也 是 整数 .假设 nn = 上 k-3,n = 上 一 2,7 
= 一 1 时 ,S, 都 是 整数 . 则 当 nn = 时 (& 宇 3), 我 们 有 
at—b boo 一 地 
‘TT ab be ca 
但 由 a -a -a-1=0 即 ”= a2?+a++1 可 得 
a = atl+ a 2 +a-3, 
同 理 可 得 
bp = Hl 2 3, 
A = Tl kD + 3 


9 当 方 








于 是 
Sk = pl +t Sz + Shs, 
由 归纳 假设 可 知 S 也 是 整数 . | 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任何 非 负 整数 n , S, 都 是 整数 .从 而 = 
1982 时 , Siosz 也 是 整数 . 
4.72 设 zi< =， 为 复数 ,满足 


| zl 1 二 | >2 | 十 十 | 二 了 . 


求证 上 述 ”个 复数 中 , 必 存 在 若干 个 复数 ,它们 的 和 的 模 不 小 于 一 


(第 1 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1986 年 ) 
[证 ] 设 z= art+ Bili* =-1,k = 1,2,…,n). 则 
| z [| ar | 十 | 上 


于 是 ,我们 有 
1 = Ds 
k=1 
SO lalt ib 
kA- 1 k=!1 
= at Dalt Dbl+t Sb), 
a 20 a <0 


六 地 0 六 <0 
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上 式 四 项 中 必 有 一 项 不 小 于 二。 不 妨 设 


| ~ 1 
>， | a l 宇 了， 


于 是 
1 — 1 1 
| Dsl Del= > au 二 一 > 一 . 
0) 这 = 4 6 
2 { 人 站 dp 


4.73 设 nn 为 自然 数 ,求证 :方程 
"~1=0 
有 模 为 1 的 复 根 的 充分 必要 条 件 是 n + 2 可 被 6 整除 . 
(第 2 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1987 年 ) 
[证 ] 设 w 是 方程 


zl!"~1=0 
的 一 个 模 为 1 的 复 根 , 则 
zt zl = 0， 
u(rw— 1)= 1, 
we 一 11= 
因为 ”1 w1= 1 所 以 
lilw—1|l=1. 


在 复 平面 上 ,点 w' 和 ww 一 1 都 
在 单位 加 上 , 而 单位 圆 上 满足 
iw 一 11= 1 的 点 w 只 能 是 


cos + isin 3( 即 图 中 的 wl 和 vwz 点 ), 而 


2 
ww 一 二 一 cos 士 isin 和 
于 是 1= rz ~ 1) 


A Xx” 2x 27 
三 (es 十 isin | 。 (es 径 + Sin -一 





3 3 3 
1 十 2 n+2 
三 COS Tt Sm x， 
3 
十 2 
因此 一 < 人 x=2kx (EDZ) 


3 
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证 党 


所 加 小 





n+2= 66k. 
故 n + 2 可 被 6 整除 . 








代 肥 过 来 , 若 n + 2 可 被 6 整除, 我们 可 设 
n+2=6k (kEZ). 
取 w= cs + isin 3 
则 1 = es 和 + in 和， 
于 是 ret 一 rm 一 1 
= uw(w—1)-1 
= (cs 亚 ， sin 亚 外。 (cs + sin 气 j-1 
3 3 3 3 
刀 十 2 n+2 
= (eu 3 T+ isIn 3 xj-1 
= (cos2kr + isin2Ar) 一 【1 
= 0. 


因此 ,w 是 方程 2*+! -- x -1 = 0 的 一 个 根 ,又 因为 1 w |= 1, 故 方程 
z"tl1--z*-1 = 0 有 模 为 1 的 复 根 . 
4.74 如 果 a,B,Y 是 方程 x” -x 一 1 = 0 的 根 , 求 
lt+a 1I+B8 1+7 
l-ae 1-8 1-Y 








的 值 . 
(第 28 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 得 
-x-1l=(r-a)(r-B(r- 7), 
所 以 
a+pp+yY= 0, 
(orp 
aBy = 1. 
于 是 ,我 们 有 
1+a 上 | 十 1+Yy 1 1 1 
1 


一 有 
/3-2(a+B+7)+(aB+ B+ Ya) 
2 (1 — a)(l -8)(1— 7) ) - 
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= 一 7. 

4.75 已 知 f(x),g(x) 和 h(x) 都 是 二 次 三 项 式 .试问 :方程 

f(g(h(zxz))) = 0 的 所 有 根 能 否 怡 为 1,2,3,4,5,6,7,8? 
(第 21 届 俄 罗斯 数学 奥 林 匹 充 决赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 不 可 能 . 

事实 上 , 如果 1,2,3,4,5,6,7,8 是 方程 f(g(h(x)))=0 的 8 个 
根 ,并 且 擅 物 线 y = h(x) 的 对 称 轴 是 x = a ,那么 : 

h(xi) = h(x2) 当 且 仅 当 xi + za = 2a. 

由 于 方程 f(g(x)) = 0 至 多 四 个 根 , 而 4(1),h(2),… ,有 h(8) 都 是 


它 的 根 ,因此 必 有 第 
h(1) = h(8),h(2) = 4h(7),h(3) = (6),h(4) = h(5) 四 
且 a = 4.5, 在 和 


(1), 有 (2),h(3),h(4) 为 单调 数列 . 
又 由 于 方程 f(x) = 0 至 多 有 二 个 根 , 而 g(h(1)),g(h(2))， 
g(h(3)),g(h(4)) 都 是 它 的 根 , 因 此 必 有 
g(h(1)) = g(h(4)),g(h(2)) = g(h(3)), 
从 而 得 
h(1) + h(4) = h(2) + h(3) = 26, 
其 中 x = b&b 是 抛物 线 y = g(x) 的 对 称 轴 . 
令 h(x) = Ar:+ Br+ CC, 则 
h(1)+h(4)= A.17+B:.:5+C.2, 
h(2)+h(3)= A.13+B.5+C.2, 
从 而 得 
17A + 5B+2C = 13A + 5B +2C, 
A=0. 
此 与 h(x) 是 二 次 三 项 式 矛 盾 . 
因此 ,方程 f(g(h(x))) = 0 的 所 有 根 不 可 能 恰 为 1,2,3,4,5,6， 
7,8. 
4.76 设 nn 之 4,0a1,Q2,…,Q,;B1,B,，,…,PB, 是 两 组 实数 ,满足 
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绊 全 六 


Va? < 1, DB < 1. 
j=1 j=l] 
记 
A*=1- S07, = 工 一 S18, 
j= 1 y=1 
1 3 
一 了 (1- Dog8). 
了 


求 出 一 切实 数 4 ,使 得 方程 
+A +t +r + wr +ABr+1)=0 
仅 有 实数 根 . 
(中 国 国家 队 选 拔 赛 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 显然 = 0 时 题 中 方程 似 有 实数 根 . 

下 面 证 明 4 关 0 时 , 题 中 方程 的 根 不 可 能 都 是 实数 . 

事实 上 ,各 和 兴 0, 且 题 中 方程 的 个 根 都 是 实数 .这 时 我 们 记 这 ? 
个 根 为 


六 |， 太太 


显然 这 n 个 根 都 不 等 于 0. 再 由 根 与 系数 的 关系 可 得 


rr r, = (一 1 )"A 
1 1 1 i 
让] 六 1 AAB, 
rl] 12 六 2 


LT) Caw 


| 
[Sn rig 


将 上 面 第 一 个 关系 式 代入 另外 两 个 关系 式 中 ,我 们 有 


> Lap, 
j=17) 
1 
一 = W. 
TCR TITk 
于 是 
2 p2 "1 ‘1 _l 
AB?-2W= (2,—| -2 >》 
J=1 nj lj 六 
nn 1 
三 一 >0. 
i=17) 


384 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





另 一 方面 ,由 已 知 条 件 





< $a) (i -3 


= 2W. 

即 A*B’ -2W 之 0, 艺 盾 . 
因此 ,4 关 0 时 , 题 中 方程 的 根 不 可 能 都 是 实 根 . 
综 上 所 述 ,当日 仅 当 实数 A = 0 时 , 题 中 方程 仅 有 实数 根 . 
4 .77 给 是 三 个 一 次 二 项 式 : 


pi(x) = Xx“ 十 PiX + gi, 


小 至 加 


Po(z) = x + pax + q2, 
Pp3(x) = x + par + q3. 
证 明 方程 | pi(xr) 1+1 p(X) |= [| p3(x) [至 多 有 8 个 根 . 
(第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1994 年 ) 
[证 ] 原 方程 的 每 一 个 根部 应 当 是 
+t pilx) + plr) =+ p(x) 
的 根 ,从 而 是 
+ pi(x) + p(x) = p3lx) 
的 根 . 也 就 是 以 下 四 个 二 次 方程 之 一 的 根 : 
pi(x) + p(x) = p3(x), 
pi(x) — p(x) = p(x), 
- pi(r) + p(x) = p(x), 
— pi(x) — pa(x) = p(x). 
故 原 方程 至 多 有 8 个 根 . 
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第 3 节 超越 方程 


代 
数 ， 
才 4 .78 解 方程 3 + 37 1- 270 = 0 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 即 
3 .37 + .3* -270 = 0， 
10.3”= 810， 
3 -一 34 ， 
2 一 ， 
x =+2. 


经 检验 ,x = 土 2 是 原 方程 的 解 . 
4 .79 解 方程 9 + Y6 = V4. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 即 
r 2 + 、 
/3 [3 1，- 
| 2] 十 7 1 = 0. 
作 、 . 3 nfl 2 
全 y 三 方 , 则 得 y +y—-1=0. 


~1+y5 


解 之 得 y= 一 


即 


两 边 取 对 数 ,得 xz = 一 
/5 





经 检验 是 原 方程 的 解 ， 
4 .80 解 方 程 4 -V0-2075 -万 
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(基辅 数学 奥林匹克 ,1935 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 可 化 为 
F272 — V9-20.75) 一 22 
所 以 2(x*— Vx -9 — 20.75) ) = 地 ， 
即 rr -9- Vr-9-12=0. 
有 /9=-4 或 wz-9=-3 ( 舍 ) 
由 wz2z-9=4 得 z= 土 . 
经 检验 ,x =+5 是 原 方程 的 解 . 
4.81 在 正 有 理 数 范围 内 解 方程 : 
= (> 天 y). 
(第 11 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1948 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 y>x, 且 设 y= Ar (为 大 于 1 的 有 理 数 ). 于 是 ， 


= kr 
设 ~ 上 -= 之 ,其 中 p,g 为 下 整数, 目 (p,g) = 1 
Fa 


gd 
则 “= (2 - (8) 


由 于 x 是 有 理 数 , 且 (p,p + 9) = 1, 因 此 








pb 和 (p+ gq) 
都 是 正 整 数 .于 是 可 设 
p3 = ?2， 
即 = 14. 


如 果 g 衬 2, 那 么 
ni<pt+g< (n+1)Y, 
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襄 汕 





此 与 (p + g)+ 是 正 整数 矛盾 .因此 g = 1. 于 是 ,我 们 有 
(所 7 
pi 1 了 为 任意 正 整 数 . 

(地 ) 


经 检验 知 , 它 确 是 原 方 程 的 正 有 理 数 解 ,又 由 对 称 性 可 知 ， 


9 


:= (£1) 
，， 1 Wp 轨 为 任意 下 整数 
»= |( p ) ， 
也 是 原 方程 的 正 有 理 数 解 


4.82 解 方程 logsz + log,3 一 2logszlog,3 = ;> 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 


[ 解 ] 原 方程 即 


log3x + log,3~—2= 


了 ~ 、 pd 
把 log,3 = lo 代入 上 述 方程 并 整理 ,得 
3 
2logsx — Slogsxr + 2 = 0， 
所 以 log3x = 7 , logs 一 2. 


即 二 Y3,x = 9. 
经 检验 它们 都 是 原 方程 的 解 . 
4.83 解 方程 a%/5* -Sa +6=0. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 即 
a ~— Sar + 6 = 0. 
设 logiz = y, 则 x = 六 .代入 方程 并 整理 ,得 
a — Sar+6= 0， 
a” = 3,a” = 


所 以 y = logs3,y = log 2. 
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即 logpx = log.3,logpr = loga2. 
Do 
经 检验 ,它们 是 原 方 程 的 解 . 
4.84 方程 snAr+sinB+sncC = 1 中 设 A,B,C, 都 是 锐角 ， 
试 证 :入 4A+B+CSr. 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 】 由 题 设 
sin2A = 1 — sinB— sinC 
= cosB— sinC 
= cosB — sin’ CecosB + sin Cecos’B — sin’C 
= cos Beos:C — sin CsimB 
= (cosBeosC — sinCsinB)(cosBeosC + sinCsinB) 
= cos( B+ C)cos(B — C). 
因 8 和 C 都 是 锐角 , 故 cos(B 一 C) >0, 从 而 cos(B+ C) 宇 0, 即 B+ C 
也 是 锐角 ,因此 A+B+C&x. 
又 因 B,C 是 锐角 , 故 有 
cos{ B ~ C) 守 cos(B + C), 
即 sin A = cos(B+ C)cos(B— C) 宏 cos (B+ C) 


.21 区 
一 S -一 一 吕 一 ) 
sm (2 C 


由 于 A 与 B+ C 都 是 锐角 ,从 而 有 A 之 二-B-C, 芭 
A+B+C 之 了 
4。85 设 方程 zi+ sina .2 于 =0 的 四 个 根 成 等 


差 数 列 ,其 中 a 在 0 与 27 之 间 , 试 求 此 a 角 ,并 求 此 四 根 之 值 . 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[ 解 ] x“ 有 两 个 解 5 与 c,z = 上 +V8, 土 Vc, 因 四 根 成 等 差 数列 , 而 
它们 的 算术 平均 数 等 于 零 , 若 以 正 数 2a 为 它们 的 公差 , 则 这 四 个 数 应 
该 是 - 3a, - a,a,3a, 这 里 +a 是 十 Vp 与 土 Vc 两 对 数 中 之 绝对 值 较 
小 的 一 对 , + 3a 是 另 一 对 .由 四 根 之 积 
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1 Fig 1 
4: 二 
”4 = 300°% 3 7 400° 
代 人 1 i 
得 a 三 土 + 
数 2 V15 2Vi5 
着 比较 根 与 系数 关系 ， 
I 
本 sina =- (b+ 0) = (9ar + a?) =-1002= 土 二 
所 以 sina =+ 广 . 因 为 0 过 a < 2r, 故 
ga = ,+ : ， 士 31 
0 6 2 Vi5 2V15 
7 11r 1 3 
0 二 一 ,一 一 ;二 十 ,圭一 一 一 . 
6' 56 2 Vis’ ”2 Vi3 
4.86 解 方程 (1) 4sin?a - sin3a = 0， 
(2) x 一 和 xz 


a” 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 】 (1) 4sima + 4sin2a — 3sing = 0， 
即 sina(2sina ~ 1)(2sina + 3) = 0， 
因 2sina +3 > 0, 故 有 sina = 0 或 2sina 一 1 = 0. 
”由 sina = 0,a = nx(n 为 整数 )， 


了  - Nn 
由 sina 三 7 二 TXT 人 1) 6 “7 为 整数 ). 


(2) 因 > > 0, 两 边 取 对 数 得 
(logszr)” = 了 loguz 一 2， 


即 2(loguz) — 9log,r + 4 = 0， 
(logir ~ 4){2logsx — 1) = 0， 


1 
故 logcz = 4 或 logar = 一. 


1 
所 以 zl = ed,zy = a2. 


4.87 解 方程 log ,3. log .3 = logs ,3. 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
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[ 解 ] 由 对 数 定义 知 ,x > 0, 且 工夫 1 天 于 ,zx 关 亲 ， 
用 换 底 公式 , 原 方程 改写 为 : 


-1 1 1 

logsxr log33x log39x 
即 log397x = log3x * log337， 

2 + log3x = log3x (log3x + 1)， 
即 (log3x)* = 2, 故 logsz = 土 V2 ， 


所 以 二 3342. 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1958 年 ) 
[ 解 ] (1) 当 a > 1 时 ,logs (zx) > ce (至 )} 
即 (logar)” > 了 logrx -2, 
(logsr — 4)(logar ~ 7) > 0. 
解 得 logz > 4 或 logax < 了 
所 以 zx > ao4 或 0<z< oa2. 


| 
一 一 


当 0< a<1T 时 ,logs(zegc) < og, ( 2 


从 


即 (egz — 4) (loger — 广 )< 0, 


所 以 at<r< a2. 
(2) 原 方程 (Y3 + V2)* + (V3 -V2)* = 10 
两 边 同 乘 ”(Y3 + Y2)" ,得 
(3 + 2) -10(Y3 +Y2)*+1=0, 
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铀 三 识 


雍 油 





ean 


所 以 (V3 + V2)* = 5 土 2Y6， 

即 (3+ 0) = (V3 + V2), 

当 (V3 + V2)* = (Y3 + V2) 时 ,x = 2. 

当 (Wf3 + V2)* = (Y3 - V2 时 ， 

也 即 当 (V3+v2) = (Y3+Y2)“ 时 ,x =-2. 

所 以 ,方程 的 解 为 x = 2 或 = 一 2. 
4. 89 求 方程 cos*x + cos2x + cos*3x = 1 的 所 有 解 . 

(第 4 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 

[ 解 ] 由 cos2zr + cos*2x 十 cos 3r = 1 


得 1L+ cos2z oo22 十 cosoZ -1 ， 
2 2 
cos2x + cos6z + 2cos22z = 0， 
2cos4x * cos2x + 2cos'2z = 0， 
cos2zr(cos4z + cos2x) = 0， 
2cos2xzcos3zcosxz = 0. 
所 以 有 


cosXx 二 0 或 cos27x = 0 或 cos3zT = 0. 
由 cosx = 0 得 ,x = kx 十 pl 为 整数 )， 


由 cos2x = 0 得 ,x = + 二 (k 为 整数 )， 


由 cos3x = 0 得 ,x = 到 + 王 (A 为 整数 ) 
由 于 cos3x = cosz(4cos2z 一 3) ,于 是 由 cos3x = 0 得 到 的 解 
x = 向 + 五 中 包含 了 由 cosz = 0 得 到 的 解 x = 姑 + 开 . 


3 6 
于 是 原 方 程 的 解 为 
kx Lig kn A 
T= 了 + 了 了 或 7 二 + 不 为 整数 ). 


4.90 已 知 关于 cosz 的 二 次 方程 
acos:yr + pcosr +c = 10, 其 中 ap,c 为 已 知 实数 . 求 作 一 个 以 
cos2x 为 根 的 二 次 方程 .在 a = 4,5 = 2,c = 一 1 的 情况 下 ,对 已 知 方程 
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与 作出 的 新 方程 进行 比较 . 
(第 1 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1959 年 ) 


[ 解 ] 将 已 知 方程 变形 为 


ccos“ + c= ~ beosr. 
两 边 平方 得 
azcos4 + 2acos rx: c+ ce = bcosx, 
a2cos4z + (2ac — b*)cos r+ c = 0. OD 
1 十 Se 有 
用 cos?x = 一 一 ~ 对 方程 @ 进行 代 换 得 


+ (2ac — 0). + c= 0. 


] 十 0 ] + cos2x 
人 2 ) 2 
整理 得 

acos227rz + 2(a* +2ac ~ br)cos2r + (a +2c)* 一 20 = 0. 
这 就 是 以 cos2z 为 根 的 一 元 二 次 方程 . 
在 a = 4,5 = 2,c = 一 1 的 情况 下 ， 
已 知 方程 为 
4coscz +2cosz -1=0 
作 的 新 方程 为 
4cos2x + 2cos2y -1 = 0. 


于 是 ,这 两 个 方程 是 系数 完全 相同 的 一 元 二 次 方程 ,其 中 第 一 个 以 


cosz 为 未 知 数 ,第 二 个 以 cos2z 为 未 知 数 . 


4.9]1 解 方程 cos"x - sinrx = 1. 这 里 nn 是 任意 给 定 的 自然 数 . 


(第 3 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
(1) 当 是 侦 数 时 , 设 n = 2m(m 为 正 整 数 ), 此 时 原 方 程 化 为 
cos*™z = 1 + sin™x. 
由 于 cos*”x 过 1 1 + sin:”r， 
则 只 能 有 ”sinx = 0， 
于 是 cosx = 十 1， 
所 以 = kx( 上 k 为 整数 ). 
(2) 当 守 是 奇数 时 ,将 原 方 程 化 为 


cos 2 = 1 + sin’'r. 
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由 于 siny 之 一 1， 

所 以 sin"r 之 一 1,(n 为 奇数 ) 

于 是 cos = 1 + sin"r 之 0. 

又 由 n 是 奇数 得 cosx 之 0. 

再 由 cosz 魏 |， 

所 以 cos"z 1， 

于 是 sin"r = cosr — 1 0, 

从 而 sinx < 0. 

若 sinz = 0, 代 入 原 方程 得 
cos"x 二 1,， 

有 cosx = 1， 

于 是 x 二 2kr(k 为 整数 ). 

若 sinz = 一 1, 代 入 原 方程 得 
cos"r = 0,， 


有 cosx = 0,， 
于 是 x = 2krx 一 7 ( 为 整数 ). 


车 -1 < sinr < 0, 此 时 有 
0 < cos"r < 1, 
妈 0< cosr<l1, 
于 是 原 方程 可 化 为 
i cosrt |1"+|l sinx I"= 1. 
由 于 nn 宇 3 时 , | cosx 上 < cos:x, | sinz 1” < sin Xx. 
所 以 lcosz Il +1sinz |” < sinxr+cos r=1. 
即 对 7 之 3 的 奇数 ,方程 没有 适合 -1< sinz <0 的 解 .2 = 1 时 , 原 方 
程 即 为 


六 


cos 过 一 Sin = 1. 


得 zz+ 工 =2kxr 土 一 ， 


于 是 x = 2Ar 或 xx = 2 一 本 ( 为 整数 ). 
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但 此 两 组 解 有 sinx = 0 或 sinx = 1 均 不 适合 一 1 < sinx < 0. 于 是 原 
方程 的 解 为 


加 出 (n 为 偶数 时 )， 
”|2kx 或 2kr 一 (7 为 奇数 时 )， 
其 中 & 为 整数 . 
4，92 ”两 个 锐角 a 和 8 满足 方程 sin?a + sin28 = sin(a + p)， 
证 明 a+pB= . 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 由 已 知 得 
sin’a + sin’B = sinacosB + cosasing, 
即 sina(sina ~ cosB) = sinB(cosa — sinB). OQ 


如 果 sing > cosB, 那 么 由 得 cosa > sin8, 将 这 两 个 不 等 式 两 端 
分 别 平方 ,再 相 加 得 
sin2a + cos’a > cos28 + sin28， 
即 ”1 > 1, 艺 盾 . 
同样 地 ,如 果 sina < cos8 ,那么 由 中 得 cosa < sin8, 从 而 有 
sinau + cosa < cos8 + sin2B， 
矛盾 . 
因此 ,我 们 有 sina = cosB， 


即 eos( TF ~)= emp， 


妈 & 二 有 = 本 
4.93 设 已 =xzsin(r4)+ysin(r)+xrsin(rC), 式 中 六 .yx、 


A.、B、C 为 实数 ,而 A + B+ CC 为 x 的 整数 倍 . 试 证 车 Fj = F, = 0, 则 


对 一 切 正 整 数 r, 有 Fr = 0. 
(第 9 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] 设 复数 a = x(cosA + isinA),B = y(cosB + isinB), 
= z(cosC + isinC), 设 a,B8,Y 是 三 次 方程 
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轴 三 洲 





诬 冰 六 


u ~ au*+bu—-c=0 OD 
a = a+B+y7y= xcosA + ycosB + zcosC + Fl = 实数 ， 


aB + BY+ Ya 
一 (e+ B+ 7)*— (oar+fB+ 7 )] 


村 [al — (x cos2A + ycos2B + zcos2C + iF,) | 


Sr 
I 


[| 


六 [az - xzcos2A 一 yceos2B - xcos2C] = 实数 ; 
c= aBy = rylcos(A+B+C)+isin(A+B+C)| 
三 + YYyZ 二 实数 ， 
可 见方 程 中 是 以 a、B8、Y 为 根 的 实 系数 三 次 方程 . 

现 设 S, = a + B+ Y(r 为 正 整 数 ), 则 欲 证 对 一 切 正 整 数 7, 有 下 ， 
= 0, 只 需 证 对 一 切 正 整 数 x,S, 是 实数 就 行 了 . 以 下 用 数学 归纳 法 证 明 
S$, 是 实数 . 

已 知 FF = Fs = 0, 所 以 S1 =a+pB+7yS = o2+ 民 + 记 均 为 
实数 , 且 So = wo+ + 六 = 3 也 是 实数 .车 SS TS, 均 为 实数 ， 
则 对 于 Si, 由 于 a、B8、Y 满足 方程 , 故 有 等 式 

Dr+1 ad, + bo- 一 cor-2 二 0 
成 立 . 即 有 S,;! = aS, - bS,_1 + cS 
因为 ab 、c 均 为 实数 ,S,、S,_1、S,_; 均 为 实数 ,由 上 式 知 S,,| 也 是 实 
数 . 

因此 对 一 切 正 整数 >, 有 F, = 0. 

4.94 解 方 程 arctgx + arctg(1 ~ Xx) = 2arctg V 一 2 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 


[ 解 ] … xz(1 -zx) 守 0,. xz E [0,1] 且 zx(1~zx) 忆 地 : 方 
程 两 边 取 正 切 ,得 


r+(l-x) 2vVx(l-zx) 
1-x(l~zx) 1-x(l-xzx) 
因为 ”xz(1 ~ xz) 天 1 所 以 得 方程 


[| 
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由 此 得 ”x = 
4. 95 解 方程 coscoscoscosy = sinsinsinsinx. 
(第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 本 方程 无 解 . 
我 们 来 证 明 , 对 一 切 x € R, 都 有 


COSCOSCOSCOST > sinsinsinsinz (OD 


事实 上 , 阁 x ELr,2r], 则 
coscoscoscosx > 0,sinsinsinsinx 这 0, 此 时 Oz 式 成 立 . 
COSX ,SinXx ,coscosz ,Sinsinx ,coscoscosz ,sinsinsinx 都 属于 闭 区 间 
[0,1]. 又 因为 
sin ?x + cos*x = 1, 
(sinx + cosr)’ 2(sinr + cos xr) = 2， 
V2 
sinx + Cosx SE < 二 ， 


2 


0 oosr < 7 ~ sinz, 


所 以 COSCOST > cos (三 一 sinz | = sinsinx, © 


2 
. /x 
SINCOST 之 sin[ 三 
由 人 名 得 ”coscoscosx 达 cossinsinx， 
于 是 有 coscoscosx + sinsinsinx 
< cos(sinsinz ) + sin(sinsinx ) 
元 
< 7 ， 
A . 。 ， 
即 coscoscosx 扫 一 — sinsinsiny ， 


2 
由 上 式 得 


COSCOSCOSCOST 之 cos( 7 一 SINSINSINT ) 一 SINSINSINSINY. 
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一 sinz | = cossinx. (3) 


这 这 


嫣 本 小 





i 自 六 


此 时 吕 式 成 立 . : 
若 工 所 (于 ,x), 则 令 y = x - ,从 而 y€ (0 ),cossiny € 
(0 至) ,由 四 式 可 得 


coscos( cossiny) > sinsin( cossiny) 由 


又 由 于 函数 
f(1) = sinsint,t € (0. 王 | 
是 增 函 数 ,因此 由 @ 式 可 得 


sinsin cossiny) > sinsin(sincosy ) ， (© 
由 各 得 
GOScOScossiny > Sinsinsincosy， 
由 coscoscossin ( 并 一 ) > sinsinsincos( x 一 了 ) ， 
故 得 COSCOSCOSCOST 之 sinsinsinsinx， 
此 时 中 式 也 成 立 . 


综 上 所 述 , 当 x E [0,2rj] 时 ,J 式 都 成 立 . 再 由 周期 性 可 知 ,对 一 
切 zE 尺 ,中式 都 成 立 . 故 原 方程 无 解 . 
4 .96 ”对 实数 x ,[x] 表示 不 超过 xz 的 最 大 整数 部 分 . 求 使 
[logz1] + [log22] + [log23] 十 … 十 [log2n]」 = 1994 成 立 的 正 整数 ，. 
(第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 令 
Sn = [logz1l + [log22] + [logz3] + … + [log2n]. 
显然 ,对 非 负 整数 上 ,有 2* 个 正 整 数 
2 ,2 + 1]1,2*+2,.…,2*1t1—] 
使 得 当 z 等 于 这 2 个 正 整数 的 任 一 个 时 ,都 有 [logzz] = 上 .因此 ,对 于 
任意 的 正 整数 x ,都 有 
Sr 1=0+(I+1)+(2+2+2 二 2) 十 … 十 
[Cr 一 TD+Cr 一 i++(Cr 一 1 


2 六 1 个 


这 个 表达 式 的 右边 有 
2 一 21! 项 不 小 于 1; 
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2" 一 22 项 不 小 于 2; 
2" -23 项 不 小 于 3; 
2 -2 项 不 小 于 六 一 2; 
2" 一 2"1 项 不 小 于 rr 一 1. 
因此 ， 
Sr = 27 2) + (2 2) + + (2 2 ) + (2 2 1) 
= (yr—-1).2"~ (2"-2) 
= (rr 一 2) .27+2. 
当 y = 8 时 ,由 上 式 得 ”Szss = 1538 < 1994. 
当 y = 9 时 ,由 上 式 得 ”Ss11 = 3586 > 1994. 
可 见 , 如 果 S, = 1994, 那 么 255 < n < 511. 
于 是 我 们 有 
1994 = S, = Sss + (n — 255) 8 
即 1994 = 8n 一 502 
解 得 7 = 312. 


4.97 实数 户 之 


钴 下 汪 


训 演 


二 . 求 下 述 方程 的 所 有 正 实数 解 x: 
loghx + 2logjsx + 2logyjs(x° + p)+pt+ > = 0. 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 


[ 解 ] 当 p > 三 时 ， 
2 

(z- 立 ) +2-4>0 
即 

xXx:+p>7. 
由 于 Y2 > 1,x > 0, 因 此 有 

logs (x° + p) > logsx, 
从 而 有 

15 


1 
原 方程 左 端 > log sx 十 Zlog 5x 十 2log 57 十 4 十 4 
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a 


二 十 
logs 7 十 4og5z 4 
一 十 27 
(log 5 2 ) 
之 0， 


所 以 p> 二 时 , 原 方程 无 解 . 


此 时 ， 
方程 左 端 = log 7 + 2log 7 + 2log (z + 二 让 4 
之 log x 十 2log 7 + 2log zx +4 
= (log x 十 2) 
之 0. 
所 以 原 方 程 有 正 实数 解 的 充分 必要 条 件 是 


印 x 二 
综 上 所 述 , 当 p > 二 时 , 原 方程 无 正 实数 解 ; 当 p = 二 时 , 原 方程 


只 有 一 个 正 实数 解 x = > 
4，98 求 下 列 方程 的 所 有 整数 解 : 
cos( TL (32 -~ V9r’ + 160x+ 800) ) = 1, 


(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 j 设 z 是 原 方程 的 一 个 整数 解 ,那么 ,一 定 存 在 整数 ,使 得 
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(37 _ V9ri + 160x + 800) = 2nr, 


即 
9x2 + 160x + 800 = (3z - 16n)’, 
x(3n + 5) = 8n* — 25, 
2 
但 8n* — 25 = (3n + 5)(3n — 5) -他 ， 


因此 zx(3n+5) = (3n+5)(3n -5)- 全 ， 
8(372 + S$)(37 — 5) — 9xr(3n +5) = 25, 
(3n + 5)(24n -40 - 9x) = 25. 
3n+5E€E 1+t1,+5,+25| 

注意 到 ”是 整数 ,得 
n€ |-2,0,— 10| 

将 n= 一 2 代入 得 x =-7; 

将 n= 0 代入 得 x = 5; 

将 =-10 代 人 四 得 x = 一 31. 

经 检验 ,x = - 5 是 增 根 . 原 方程 的 所 有 整数 解 为 

X= 二 -7 或 x+ = -31. 


第 4 节 含 两 个 方程 的 方程 组 
二 4， 


1 多 
(x + yr + y) = 280. 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1935 年 ) 


4.99 解 方 程 组 


[ 解 ] 将 中 代入 名 得 
(x + yx +y ~- ry)—-70=0 
由 人 得 ++y = 16-2ry 
将 @ 代 入 并 整理 得 3x*y — 40xy + 93 = 0， 
所 以 to = 3 或 世 = 与. 
与 联 立 有 
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© 





名 本 浴 

















加 X+y=4, 
I a | ”31 (无 解 ) 
代 和 3 
数 原 方 程 组 的 解 为 
大 Xl 二 3， Z2 = | 
y= 1; y2 = 3. 
T+y+z=0, 由 
4..100 求 方程 组 rz +y+2 = 18. © 
的 整数 解 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 

[ 解 ] 由 由 得 >z=-(z+y) G) 
代入 四 得 +y-(rt+y);=~18, 
化 简 得 zyCzT+y) = 6. 
由 得 zxy> =—6, 
因此 x ,y,z 必须 是 6 的 约 数 . 

由 由 . 迟 知 ,x,y,z 中 有 且 只 有 一 个 负数 ,并 且 这 个 负数 的 绝对 值 
应 该 大 于 其 他 两 数 的 绝对 值 .因此 ,这 个 负数 必 是 一 3, 男 两 个 数 分 别 是 
1,2. 经 检验 ,z+,y,z 分 别 取 一 3,1,2 时 ,方程 @ 和 都 成 立 .由 对 称 性 
可 知 , 给 定 方程 组 共有 六 组 解 ， 


xX 二 一 3， 二 一 3， 文 二 |， 
和 人 和 
< 一 了; 之 一 |; 之 二 2; 
二 2， T= 1, X= 2,， 
和 本 本 
二 1. 之 二 一 3; z 三 一 3. 


4，101 证 明 : 三 个 未 知 数 两 个 方程 的 方程 组 
这 一 yy 二 了， 


xy+x2+1=0. 





(基辅 数学 奥林匹克 ,1940 年 ) 
[证 ] 把 原 方程 组 变形 为 
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工 十 (一 yy) = 2， 
Xx(—~ y)=1+ 过 
由 韦 达 定理 的 逆 定 理 , 数 zx 与- y 是 方程 
m*—2m+t+(1+2)=0 
的 两 个 根 . 
但 ” A=4-4(l+z’)=- 2 
当 z 关 0 时 ,A = 一 xz? < 0, 方 程 没有 实数 根 . 


4. 102 解 方程 组 
Xx(Xx+1)(3r t+ 5y) = 144, OD 
xX*+4r+5y = 24. (从 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1946 年 ) 
[ 解 ] 由 四 得 x(r+1)+(3x+5y) = 24 G) 
把 x(x + 1),(3x + 5y) 看 作 方程 o -24a+144 = 0 的 两 个 根 , 得 
zz+l)=12 且 3z+Sy=12. 
由 x(x + 1) = 12 解 得 Tt1 二 一 4,7xa = 3. 


代入 3x + 5y = 12 得 ， YI = 72 


原 方程 组 有 两 组 解 { - 4, 溯 ),{ 3, 二 让 
4.103 ”实数 a、8 满足 方程 组 
a —-3a*+5a-17=0, 


太一 382+5S9+11= 0. 





求 a+ fp. 
(第 6 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 】 方程 组 变形 为 
(a—-1)+2(a~1)—-14=0, 
(B—-1)7+2(8~1)+14=0. 
两 式 相 加 得 ， (a 一 1)”+(8-1)3+2(a+B8B-2)=0, 
即 (a t+ PB-2)(a—-1) +(8-1)-(a-1)(8-1)+2]=0. 
但 当 x ,y 都 为 实数 时 ,等 式 


x+ 办 -xy+2=0 
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局， 


Wd 


天 


钴 一 壕 





_ 2 
不 成 立 .否则 = > Y 二 3y 一。 与 x 为 实数 矛盾 ， 


2 
所 以 ot+8—-2=0, 
即 gat+p= 2. 
4.104 求 方程 组 的 整数 解 


zx — 2 = 3, 





3 


t+ y= 1. 
(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 

[ 解 ] 由 方程 组 可 得 

(zx — 2y) + 2(xt + yw) = (rx +2y (+20) = 11. 
因而 有 了 十 2y 二 1 或 <“+21*=1. 

若 x* + 2y = 1, 则 由 此 可 得 y = 0,x = 土 上 ,然后 由 第 二 个 方程 
得 知 1 = 土 1, 再 由 第 一 个 方程 得 > = 土 3. 

车 <* +21? = 1, 则 由 此 得 1 = 0,> = 土 1, 再 得 出 = 士 1,zr 二 + 
3. 

经 直接 验证 可 知 ,所 求 得 的 4 组 解 (x,y,z,t) 都 可 满足 原 方程 组 ， 
它们 是 (1,0,3,1),(- 1;,0, 一 3, 一 1),(3,1,1,0),(-3, 一 1, 1,0). 
zy+xy+y=2+3V2， 

x +y = 6. 


《加拿大 国家 集训 队 训 练 题 ) 


4. 105 解 方程 组 





[ 解 ] 原 方程 组 变形 为 
(x+y)+rxy=2+3V2, 
(x + y) -2ry= 6. 
于 是 (r+y)+2(r+y)-10-6v2 = 0, 
有 ri+y=2+2,r+y=-4-V2. 

当 z+y=2+yv2 时 ,zy=2V2, 此 时 











= 2, rx = 2, 
y = #2. ?3 三 2. 
当 zx+y=-4- 时 ,zy=6+4v2, 无 实数 解 . 
一 2， 一 
所 以 方程 的 解 为 | 全 ” 
y1 = 2; ?2 二 2. 
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4. 106 解 方程 组 
ry 一 2 二 37 = 0， OQ) 
y+r y+2r=0. © 
(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 当 x = 0 时 ,方程 组 惟一 的 解 为 
+= 0 
y=0 
当 x 关 0 时 ,由 内 -名 Xxxz 得 
-2y— xi*y+ x’=0, 
即 (2+ ri)y = x, 








2 
由 此 知 。 2+ zi 天 0, 于 是 y = 一 一 . 
2 十 x 
代入 四 ,整理 得 3z6+ ilr +8=0. 


记 x = zz, 解 方程 32*+ 11z + 8 = 0, 得 





| 二 ~ 1,2; 三 一 一 . 
1 2 3 

2 
亦 即 Xl1 三 -1,7x2 三 一 3 过 . 


因此 ,yi = 1,y; = 一 23. 这 样 已 知 方程 组 有 三 个 解 : 

2 

| 二 一 1， 人 | xs = 0， 
0. 


二 1; 3 | 一 
”1 VY2 一 一 2 Y3; 办 


你 十 yy 十 之 三 C， 
2 
人 <“ 一 (0 > 0). 
试 证 xz,y, x 都 不 能 是 负数 ,也 都 不 能 大 干 忆 a 


(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1957 年 ) 
[证 ] 将 z=a-(x+y) 代 入 人 加 ,得 








OO 


a 


yt (r+ty) 2a(r+ty)+a = 
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站 油 





SE 禾 访 


2 
即 +(z-ayt(z -全 | = 0. 
因为 y 是 实数 ,所 以 有 
2 a \” 
(rx—-a) -4(z- 人 | 之 0， 
即 Xx(2a -37x) 宇 0,， 


从 而 0< 7 ha. 


ww | 
和 


同 理 可 证 0 近 y 坟 <，0 扩 = 二 


4. 108 求 方 程 组 的 实数 解 
这 十 y 三 了 3， 
TYy— y 三 1. 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 由 邑 x+ = 3-y， 
代入 加 2y -3y+1=0, 





即 (2y— 1)(y~- 1)= 0, 
改 y= 了 了 ,x1= 闻 ， 
y2 二 11z = 2. 
得 两 组 解 
3 
2 X72 = 2， 
1 y=1. 
1 一 7 ; 


4 109 试 证 对 任意 的 整数 a 和 45, 方程 组 
并 十 y+as+2L = 4， 
27—-2y+z—-+t=5&b. 





有 整数 解 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1926 年 ) 
[证 ] 将 所 给 方程 组 对 x 和 x 解 出 ,得 


1 
T= (at20+5y+41) 
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OO 





= b+2y+t1- atbty-t) 
1 
z= 24 -6-4y- 57) 


= 4a-y-2t- (atb+y-t) 
任 给 整数 a 和 ,选取 整数 y 和 ,使 得 数 

(atbty-t)= u 
是 整数 , 则 x 和 xz 也 是 整数 ,因此 原 方 程 组 对 任何 整数 a 和 4 都 有 整数 
解 .特别 地 , 若 取 

t=a,y=—b, 
则 得 一 组 特 解 

X=a—-b,y=-b,2=-a+b,t= a. 


4，110” 求 方程 组 


y= 7 37r +27, OQ) 
I = -3y +2y. ©O 
的 一 切 解 . 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 中- 名 得 
yr = (rr 3r +2r)- (六 一 3y + 2y) ， 
妈 yy-2y +2y= 7 -27r :+27. 3) 
令 f(x) = xz -2x ”+2x, 则 @ 式 化 为 
f(y) = f(x). (4) 
因为 


f(r) = 3r*~4r+2, 
A=({(-4)-4.3.2=-8<0, 
所 以 ,对 所 有 实数 xz, 都 有 了 (x) >0, 从 而 函数 ALz ) 为 严格 递增 函数 . 
于 是 ,我 们 由 由 可 得 

T= y. (0) 
把 代入 中 得 

y=y -3y +2y, 
即 yw -4y +2y= 0 ， 
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宙 人 瑟 流 


证 沁 





代 
教 
关 


y(y -4y+2) = 0， 
y1 = 0;y2.3 = 2 土 V2. 
又 由 包 得 原 方程 组 的 解 
Xi = 0, 全 人 
3yL = 0; 32 一 了 十 V2; 
4.111 设 a,b,c,d 是 使 方程 组 


Cr 十 py 三 72， 








cri+dy= nn. 
对 所 有 的 整数 m,n 都 有 整数 解 的 整数 . 试 证 
ad ~ bc =+t1. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1943 年 ) 
[证 ] 显然 ,在 a,b,c,d 这 四 个 数 中 不 可 能 都 等 于 0, 于 是 不 妨 设 
a 天 (0. 


设 刀 = ad -如 .肯定 去 0, 否 则 , 设 4 = = 所 , 则 可 推出 原 


方程 组 仅 当 n = hr 时 有 整数 解 , 这 与 题 设 巴 盾 . 因此 DD 关 0. 
任 给 整数 yx 入 , 原 方程 组 有 整数 解 | 





md—nb 
7 二 站 ， 
na 一 mc 
= 
所 以 当 取 加 = 1,n = 0, 和 m= 0,n = 1, 求 得 两 组 整数 解 
_d __2 
41 一 门 ， 2 一 一 Di 
CC 0 
yl 一 一 Di J2 一 D 
因此 
ad — bc 1 
TI YX2 一 D 一 Dp 


是 整数 ,而 DD 为 整数 ,所 以 DD =++ 上 | 
4. 112 ”给 定 方程 组 


y~—-2x~-a = 0, 





SO 


y—- ry+x -b=0. 
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其 中 a ,5 是 整数 ,x 和 yy 是 未 知 数 . 试 证 知 有 某 一 组 有 理 数 满足 这 个 方 
程 组 , 则 它们 应 该 是 整数 . 
( 邹 政 利 数学 奥林匹克 ,1918 年 ) 

[证 ] 由 方程 得 x = 了， 四 

将 全 代入 四 ,得 
y~a fy-a 
7 一》 + ( 2 ) -0=0, 

整理 化 简 得 3y = 40 — a’, 
即 (3y) = 3(40 - a’). 由 

共和 y 是 满足 原 方程 组 的 有 理 数 , 则 它们 也 满足 方程 @@, 因 为 方 











程 @ 的 右边 是 整数 ,而 这 个 整数 等 于 有 理 数 3y 的 平方 ,因此 3y 是 整 第 
数 . 又 因 方 程 @ 的 右边 能 被 3 整除 ,因此 左边 3y 是 能 被 3 整除 的 整数 ， 四 
即 y 是 整数 . 六 详 
由 方程 @ 还 可 推出 : 数 a 和; 或 同 为 偶数 ,或 同 为 奇数 ,因此 
+ = 是 整数 
4，113 试问 方程 组 
r+py= 天， (1) 
T+ y= pp. CC) 


(其 中 n 和 p 是 给 定 的 自然 数 ) 有 正 整 数 解 (x,y,x) 的 充 要 条 件 是 什 
么 ?再 证 明 这 样 的 解 的 个 数 不 能 大 于 1. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1908 年 ) 
[ 解 ] 若 原 方程 组 有 正 整数 解 (x,y,<), 则 由 方程 四 知 p > 1, 生 








有 
pn pr nxn-l 
r= 一 ~- 上 一- _ 
p-—l p-1 p—l1 
_n-p _ "7-1 pp-l 
p-! pPp-l p-l 
因为 对 所 有 的 正 整数 =， 
z+1] _ 
人 
及 
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SE 冰 六 


-1 
都 具有 整数 值 , 所 以 由 关系 式 @ 各 可 推出 : 数 n 一 1 是 pp 一 1 的 整数 
倍 , 且 数 n 应 该 在 数 p 的 两 个 连续 的 腾 短 之 间 , 即 
pi>n>8fp. G) 
于 是 若 原 方程 组 有 正 整 数 解 (z,y,=), 则 它们 应 满足 下 列 三 个 条 
件 : 
(1) p>1; 
(2) 一 1 是 pp 一 1 的 倍数 (因此 宇 p); 
(3) 2 不 等 于 数 p 或 p 的 整数 次 帘 . 
有 反之 , 奉 以 上 三 个 条 件 都 满足 , 则 原 方程 组 有 有 旦 仅 有 一 组 解 ,这 一 
组 解 的 x 由 不 等 式 @ 来 确定 ,而 x 和 y 由 关系 式 @ 和 人 @ 确定 . 
4，114 试 解 方程 组 
jgx + lgy = 1,， 
I +y -3r-3y = 8. 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 由 中 得 xzy = 10. 全 
所 +2x 色 ,并 移 项 得 
(r+ y)*—3(r+y) — 28 = 0， 


©oO 








所 以 XX+y=7 和 过 十 yy 三 一 个. (4) 
把 由 与 图 结合 起 来 ,得 下 列 二 方程 组 : 
并 十 了 二 7， 
ry = 10; 
T+y=-4, 
zy = 10. © 
1x1 二 也， 72 二 59， 
由 方程 组 @) 解 得 
yi1 = 9; y2 = 2. 








将 x 、y 的 值 代入 原 方程 组 , 均 满足 ,所 以 都 是 原 方程 组 的 解 . 
由 原 方程 组 中 的 中 式 知 x 、y 必须 为 正 数 ,因此 方程 组 @@ 的 解 不 
可 能 是 原 方程 组 的 解 . 
4.115 解 方程 组 
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(加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ) 





T+y 
(x+y-1)(xr+y +x+y)=0 
耕 z+y+x+y= 0, 则 
r+y=- (x +y)<0. 


又 由 原 方 程 知 x+y 之 0. 

所 以 x + y = 0, 但 对 原 方程 ,x + y = 0 不 能 作 分 母 .于 是 
r+y+X+y 关 0. 

从 而 x+y-1=0. 











r+ y=1, 
解 方程 组 | ，” 
7” — y=1. 
可 得 Xx1= 1, Jz2=~2, 
可 和 
yl = 0; y2 二 3. 


alTi + A127x2+ + alntr 三 用， 


a Xi + ar2 + + arnr, = 0, 
4.116 考虑 方程 组 21~1 22~*2 272 


让 


mnltl1 十 Cjz22 十 二 Qnmtn 一 0. 


其 中 系数 Ui 为 不 全 为 0 的 整数 ,证 明 : 在 nn 之 2m 时 ,有 一 组 整数 解 


(zz sx) 满足 0 < maxizl 和 2mnaxlai |). 
《加拿大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[证 】 先 设 nn = 2nm, 令 A = max | a; 1,B = mA, 
S = |(x1;7x2,… ,Xi) | Xz; 为 整数 并 有 是 
lz lB,ljEnl, 
T= |(y1,y2，…, ym) | yy 是 整数 并 且 
| y; | nAB,l 7 所 ml. 
对 每 一 (x ,x ,XT ) ES, 令 
yi = Aart Aart + anral 人 Eigm, 
则 由 于 1 vy 1: max| a; |: max| x; 1 nAB, 
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2 


所 以 (yl yy ET. 
由 于 1SI=(2B+1) = (2mA + 1)” 
= (4p 42 + 4mA + 1)” 
> (2nAB+1)”=|T|, 
所 以 根据 抽 屠 原则 ,S 中 必 有 两 个 不 同 元 素 
(zz 
对 应 于 同一 个 (2 po) 令 
Xj; 二 x; 一 Xj)J = 1,2,.…,n. 
则 所 得 的 (x ,x2，,…, x,) 是 原 方程 组 的 整数 解 ,并 且 满 足 
0 < max| 7x; [< max | x {+ max | x {过 2B = nA. 
若 >>2m, 令 rzmr! = XT2m42 = …= x = 0, 再 考 不 方程 组 
QU1 十 QZz2 十 十 Ql2or2m = 0, 
QT1 + Q2272 十 十 Q22orr2m 三 0， 


dmltl 十 Rn2 2 二 "十 R22m 一 0. 


根据 上 面 所 证 ,有 整数 解 (x ,x;,… ,>,, ) 满足 
0< maxl zi lm maxl ay |< n.: maxl|a;l, 
所 以 解 (x ,x2,… ,X25,0,0,…,0) 满足 题 中 所 述 要 求 . 
4. 117 解 方 程 组 
Ty VI-y 
Ve “ 山 
>y-xVz- 了 _， 人 
| V1-— x 十 
其 中 a ,2 为 已 知 数 . 





(第 13 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 


[ 解 ] 中 + 名 得 
(x + y)(1-— Vey)_ ,, 
中- 人 吉 得 
(zr~- T+ Vx yy) 
Vi 


Q& 一 已， 
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号 





(x 世 得 


x ~y =a’—b’. 


将 名 代入 名 和 曙 分 别 得 
(x + y)(1-— Va’— 6b) tp 
(zr—- y+ Va -6) 
VI-arB 
解 得 
atb Va 
Ver 
b+a Vn- 
Vr 
经 检验 , 当 0 志 a* -br <1 时 ,@ 是 原 方程 组 的 解 ;在 其 他 情况 下 , 原 方 
程 组 在 实数 范围 内 无 解 . 
4. 118 解 方程 组 


v sy 一 v Xxy” = V12. 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[ 解 ] 对 zz>0, 则 >>0. 由 中 得 rz- y=7?7， 


由 四 得 YVzy(vz -Vy) = V12， 
两 边 平方 ,得 ”Vxry(Vx -vyYy)* = 12. 





7 
由 加 得 ， vz -Vy = 
2 万 
代入 @ 并 化 简 得 
12z + 12y—25 wzy = 0. 
1 YX_4 工 _-46 
解 之 得 3 y 9 
Yr+_3 zz_9 
或 (y 4 y 16 
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澡堂 











之 | 一 16 ， 
代 _o 
孝 Yl _ 
#。。 经 检验 知 原 方程 组 解 为 | _ 9 
= 一 10， 
同 理 对 x < 0,y < 0 得 另 一 组 解 | - _ 9 





4. 119 解 方程 组 





sinx = 2sin y. 
(加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ) 
[ 解 ] ”两 方程 平方 后 相 加 ,得 


1 = 4(cosoy + sin6 y ) 
= 4(costy - cos2ysin2y + sin y) 


= 4(1 — 3sin2ycos y). 


所 以 ”sin2y = 土 1,y = 和 + E Z), 


代入 原 方程 组 得 zx = 2lx + 到 + TkE 2). 


所 以 方程 组 的 解 为 
r=2xt + 
(Ll,kEZ) 
_kr, x 
> 2 4 


4.120 如 果 tgx + tgy = 25, 并 且 
ctgx + ctgy = 30. 求 tg(x + vy). 


(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 由 ctgx + ctgy = 30 得 


1 1 
+ — = 30, 
tgx tgy 
tg 十 + 
则 lBT T [BY 一 30 ， 
tgx “ tgy 
25 
即 一 一 一 二 30， 
tgx * tgy 
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5 
tgx * tgy = 6 


tgx + tgy 25 
一 一 = 1S0. 
1 — tgx * tgy 5S 
le 


所 以 tg(xX+y) = 


4 121 解 方 程 组 
28 + 3 = 5, 
287 . 38Y = 4， 





. (基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[ 解 ] 设 2*,3W 为 方程 a* -5a + 4 = 0 的 两 个 根 , 则 有 








2lgz — 4， 2gz = 1 ， 
或 志 
3gy = 1; 3gy = 4. 
所 以 ™ 一 100 ， 72 一 ,| 4 
OR3 
y1 = 1; y=10  : 





经 检验 ,它们 都 是 原 方程 组 的 解 . 





4 . 122 试 解 方程 组 1 V7 11 VY-3= Vx+y， UW 
lg(x — 10)+lg(y— 6)= 1. © 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 原 方程 组 可 以 化 为 方程 组 
Ty—-3r~y—-1=0, @) 
zy 一 06zr 一 10y+350 = 0. (4) 

(3 -也 ,并 化 简 得 

r= 17-3y. G) 


将 代入 全 ,整理 得 
3y - 25y + 52 = 0， 
13 


所 以 1 = 4,y2 = 3 


将 y 的 值 代 人 加, 得 ri = 5,x, = 4, 所 以 方程 组 的 解 为 


7 = 5, 之 2 一 4， 
yi = 4; 32 = = 
经 验算 ,这 两 组 数 都 不 满足 @) 式 ,所 以 原 方程 组 无 解 . 
4，' 123 ” 设 a,b,c 是 给 定 的 正 实数 , 试 确定 满足 方程 组 
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人 
4ry ~ (azz+pby+ccz) = apc， 
的 全 部 正 实数 xz,y,z. 
(第 36 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 上 述 第 二 个 方程 等 价 于 
a bb co abc 
一 + 一 + 一 + 一 = 4， 
yz Xz xy Tr 


他 C 
9 之 ] -一 一 一 , 则 


b 
(RE Vir’! Vw 
xz1+ yf + zf + xiyiz! = 4, 
显然 ,0 之 x 二 2,0<y<2,0<zi<2. 
将 上 式 化 为 关于 zi 的 二 次 方程 的 标准 形式 ,得 


zf + rxiyizi + (xf + yf — 4) = 0 


芝 


令 | 一 


判别 式 
人 = (zlyl) -44xri+ yi -4)= (4- zx1)(4— yi). 
令 Xl = 2sinu,0 < un < Fm = 2sinv,0 < v < 
则 会 = 16cos ze cos 
zl 三 一 2sinusinm + 2cosucosv. 
由 于 z; > 0, 因 此 
zl =— 2sinusinv + 2cosucosv = 2cos(u + v), 
从 而 有 
2sinu Vyz = Q， 
2sinv Vzr = b, 
2cos(u + wv) Vry= c. 
于 是 


(Vrcosv - Vycosu): + (Vrsinv + Vysinu ~ Vz) 

= XxX+y+z~2 Vrycosucosvt+2 V xysinusinv — 2 Vzrsinv 
— 2 Vyzsinu 

=a+b+c~-c-b-a 

一 0, 
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因此 得 
Vz = Vzsinw 十 Vysinz 


= Vi. 














之 二 


2 
由 原 方 程 的 对 称 性 司 得 


p+re c+a 


”TT 2 7 2 


容易 代入 验证 , 三 元 数组 (人 二 


方程 组 . 
故 诛 方程 组 只 有 惟一 的 正 实数 解 
pte CT 二 Ta QT 十 
2 7? 2 7 2 
4， 124 m,n 是 两 个 不 同 的 下 整数, 求 方程 
zx" x+1=0 
zat+l r+1=0 


和 
的 公共 复 根 . 








te cia ,2 


> ,4 ) 满 足 题目 所 给 的 


性 王朗 


证 党 











.站 一 


《罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 m > n( 如 果 m 过 n ,只 要 将 下 述 证 明 中 ， m, nn 互 换 
一 下 即 可 ). 设 x 是 题目 中 两 个 方程 的 公共 复 根 .将 题目 中 两 个 方程 相 
减 ,有 


+ + 
Xl ri r+rr = 0, 


即 ZI (+1)Cz 一 1) = 0. 
因为 0 和 一 1 都 不 是 题目 中 方程 的 根 , 所 以 有 
xz" 1=0, 
即 xz "=1, 且 |x1=1. 
因此 x27™ = 7",HBHIlxXri1=1. (人 


将 上 式 代 入 题目 中 给 出 的 第 二 个 方程 ,得 


zt 天 +1l=0， 


此 FitAtkAwEkHA |47 





xz( 工 一 1) = 一 1. 
由 | x1= 1 及 上 式 可 得 
1 之 一 11= 上 |. 
设 X= cosg + ising,0 € [0,2x). 并 将 它 代入 上 式 得 
1] =|x—-1i?= (cos— 1)+sin0 = 2(1— cos0), 


六 





解 方程 ,得 
cos0 = 了 
x Sx 
= 3 或 909= 3 
于 是 ,我 们 有 
T= C8 + isn 或 r = coos + isin 汪 ， 
即 
这 两 个 x 值 都 满足 关系 式 
这 一 1 = x’, 
将 这 个 关系 式 代 和 人 辐 得 
人 二 二 一 1， 
即 
n+2 
(cs + sin 地) = 一 1， 
eos 生 二 士 jsin 人 二 2 天 = 一 ]， 
故 有 
和 全 一 (2k 十 1 ) x, 
这 里 不 是 任 一 非 负 整数 .因此 
7 二 6k+l1. 


类 似 地 ,将 @ 式 代 人 题目 中 给 出 的 第 二 个 方程 ,得 


+ xm"+1= 0 ， 
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因此 同样 可 以 推出 ”m = 6&* + 1, 这 里 有 &* 是 任 一 非 负 整数 . 
反 过 来 , 当 mx 和 nn 是 两 个 不 同 的 正 整 数 , 有 是 mr = 6k* + 1， 
n = 6k + 1, 其 中 有 ,k” 是 任意 的 非 负 整数 时 ,容易 验证 


A .x 
二 C08 一 十 1511 一 


3 3 
是 题目 给 出 的 两 个 方程 的 公共 根 . 


事实 上 ,我们 只 需 注 意 zx = cos 十 isin 了 时 ,zs = 1 且 x -x 
+ 1 = 0, 于 是 ,我 们 就 有 
Xi 一 x+1= rk +2 — xotti+l1 
= x x+] 
= 0， 
rt ok +1 +1 
= x*—-x+l1 
= 0. 
综 上 所 述 , 当 mm = 6k”* +1,n = 6k+1, 其 中 * 和 是 任意 两 个 
不 同 的 非 负 整数 时 ,题目 给 出 的 两 个 方程 有 两 个 公共 复 根 . 
1 .3. 
7 7 
在 m,n 取 其 他 值 时 ,题目 给 出 的 两 个 方程 没有 公共 复 根 . 


第 5 节 会 三 个 以 上 方程 的 方程 组 


| 


+ 


r+2ry+2z* = 0, 
2rz+ y+yt+1=0. 


(第 32 届 乌克兰 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 在 第 三 个 等 式 中 ,因为 六 + y+ 1 > 0, 所 以 
Xz < 0. QD 
由 第 一 个 等 式 知 ， 
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3 壮 六 


2z(2y+ 1)<0. © 
由 第 二 个 等 式 知 ， 
Xx(2y+ 1)< 0. . 3) 
四 x 回 得 2zxz(2y + 1) >0. 
因此 ”2xz > 0, 与 Q 亨 盾 . 


所 以 原 命题 成 立 . 
4. 126 解 方程 组 
T+ y+ 二 a 中 
zz2 十 只 +z2 一 人 四 
= z“. (3) 


其 中 a .5 是 已 知 数 .并 指出 a .2 满足 什么 条 件 时 ,x 、y、x 是 互 不 相同 
的 正 数 . 
(第 3 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 


[ 解 ] 由 全 -四 得 yt wt r= (a 
即 xa = (a 6?). 
所 以 解 为 


1 
| = ja 二 l0a6* — 3a4 — 364), 


1 
y= je + b+ viQab — 3a ~ 3651), 
位 





_ 1, 2 ,2 
= F300 b’). 


当 且 仅 当 161< a <Y3164 1 时 ,xz、y,z 是 互 不 相同 的 正 数 . 
4，127 解 方 程 组 
y= 3y+2z—8, 
= = 4z 二 3x 一 8, 
Xxy = 27x+y—1. 
(第 2 届 友 谊 杯 国际 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 将 方程 组 的 三 个 方程 依次 改写 为 
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je 2)(> 一 3 ) 一 一 2， 
(z—3){(x 一 4)=4， 
(Ge- Dy-2D)=1. 


由 .@, 得 (z -3) = 一 2(x 一 1)， 


代 和 人 多 ,得 (x—3)(x—-2)=0. 
即 二 2 或 x = 3. 
再 代 和 人 四 .四 得 
+=2 ” 
| = 了 3 y= 
~ 二 1 


~ 三 一 1. 
4， 128 ” 求 使 方程 组 
ar* + brt+c= 0, 
je = 一 0， 
cz+ar+p=0. 


有 实数 解 时 ,系数 a,5,c 之 间 的 关系 . 


(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 将 方程 组 中 的 方程 相 加 ,得 


(at+bt+c)r +(atb+t+c)ri+(atbt+c)= 0, 


由 此 (ae+s+c)lz2+xy+1l) = 0. 


OOO 


因为 对 任意 实数 x ,x*+ z+1 关 0, 所 以 方程 组 有 解 的 必要 条 件 是 


at+bt+c=0. 


反 过 来 ,如 果 a + 6 +c = 0, 则 x = 1 显然 是 方程 组 的 解 


因此 ,a + +ec = 0 也 是 方程 组 有 解 的 充分 条 件 . 
7 =6+(y- 2z)’, 
4， 129 wae = 2+ (2 -xr)’, 


2 = 3+(x— yy)’. 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 


[ 解 ] 改写 原 方程 组 为 


2=y-(z-7x)=(y-z+r)(yt+z2— 7), 
3= 2 (ry =z- rt+y)(z+r—-y). 


上 (x -y+z)(r+y— 2), 
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x 名 x 名 得 


36= (zr—-y+z)(y~z+7r)(z- r+y), 由 
代 故 有 (rxr—~y+z)(y—- z+7r)(z—-x+y)=+6. ©) 
加 -得 -xz+y=+l @ 
加 二 人 得 yx--y+z= 土 3. @) 
四 二 加 得 yy->+ 并 三 土 2. ® 
+ 外 + 信和 得 x+y+xz=++6. (9) 
-人 得 27 =+5,x = 土 刁 ， 
@-O 得 2y =+3,y =+ 袜 ， 
O- 鲜 得 2z = 土 4,> = 土 2. 
所 以 原 方程 组 有 两 组 解 
_5 3 ， 
之 1 一 D 7231 2 和 ~] 一 
-5 一 3 


4.。130 ” 解 方程 组 
z=a+(y~- 2)’, 
区 =b+(z— x), 
2z2 一 c+ ( 垃 一 y). 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1949 年 ) 
[ 解 ] 将 方程 组 中 的 变量 都 移 到 左边 并 分 解 因 式 , 得 
(zx—~-y+2z)(r+y— 2)-= 一 
(x+y~z)(~r+yt+2z)-= 
(—X+y+z)(r—- y+2z)= i. 
若 abc > 0 以 上 三 式 相 乘 并 开 方 ,得 
(zx-y+tz)(r+y--z)(-z+y+x)= 土 Vapc 中 
用 中 式 除 以 以 上 各 方程 得 方程 组 的 两 组 解 为 : 








p+i+rec 

二 十 

工 二 十 Fp vabc, 
十 

一 土 2 C Be, 
2ac 
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十 6é 
= =+ Vaexc . 
a 


分 式 中 符号 同时 取 正 或 同时 取 负 . 
车 abc 之 0 或 abc = 0, 可 作 类 似 的 讨论 . 
4. 131 如果 
a2+p62 = 1 
| +d*=1, 
ac t+ bd = 0. 
试 求 ab + cd 的 值 . 


OOO 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1933 年 ) 
[ 解 】 将 等 式 @ 的 两 边 乘 以 ad + te, 得 
(ac + bd)(ad + &) = 0， 
即 abl(c* + d’)+ ca(a’+6)=0. 
由 四 .四 得 at+tcd = 0. 
4' 132 有 三 个 未 知 数 zx,y,z 满足 下 列 方程 


T+y+z= a, 
rl!+yl+z! = cl!. 


试 确定 x + y+ x 的 值 . 


刁 旺 浴 


C2 


OOO 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 


[ 解 ] @ -加 得 
yt) 
2 12 
由 多 得 ae = (my er) = 


所 以 x +y+e 
= (x+yt+z) -3(rtyte)(ry t+ y+ zr) + 3xye 
ce — 0°) 


1 
— ,3 2 2 
-一 — 和 一 一 十 志 
ua 3a 2 (a pb ) 3 2 


= ai+ > (a 一 p2jfc — a). 
4，。 133 设 riyzy yy 是 满足 下 列 方程 的 实数 : 
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Wh 染 太 


(k 十 1)*x, 一 12 ， 


大 = ] 


(有 + 2)2zrk = 123, 
=| 


求 2(4 + 3)*xz 的 值 . 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 a:k?+oCkt1)+c:(k+2) = (R+T3) 

由 对 应 系数 相等 ,得 

Q 十 五 +c 一 虐 ， 

和 = 6， 

b+4c = 9. 
解 得 a =1,0=-3,c=3. 
于 是 ,+ 名 @x(-3)+ 多 XxX3 得 


7 
>,(R+3)2m =1-3xl2+3x123 = 334. 
六 一下 

4. 134 ”给 出 方程 组 


ax ai2xz2 二 az3 = 0, 
| + a22x2 + 42373 = 0， 
Q3171 + 43272 + 43373 = 0. 
其 系数 满足 下 列 条 件 : 
(1)all;az 和 a3; 是 正 的 ; 
(2) 所 有 其 他 系数 都 是 负 的 ; 
(3) 每 一 方程 中 系数 之 和 是 正 的 . 
试 证 :x = x = x3 二 0 是 已 知 方程 组 的 惟一 解 . 
(第 7 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 设 x ,x2,X; 为 一 组 解 , 且 | zi | 之 1 xy | 之! x31, 则 
| azl +al2z2 十 al33 | 
之 | alzl lapza 1 一 al3za3 


之 al | | | 十 Al2 | 本 | | 十 dl3 | 之 1| | 
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= (al+apz+a3sj lxzll 之 0 
等 号 仅 在 1 一 2 一 3 一 0 时 成 立 . 
4…. 135 求 方程 组 


过 + y+x 三 3， 


X73 +y + 2” 二 3. 


的 所 有 实 根 或 复 根 . 
(第 2 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 


[ 解 ] 设 x、y.z 是 三 次 方程 ”~ ar*+ br 一 c = 0 的 根 , 则 由 韦 
达 定 理 得 :a = 3, = 3, 且 有 一 ar1 玉 + bx”! 一 cx” 二 0(n 为 目 
然 数 ) ,同样 对 y 和 x 也 成 立 . 即 
ar 二 protl 一 cz = 0, 
yt _ ay"'? 十 py"! _ cy = 0， 
st 一 at 一 ce = 0, 
三 式 相 加 得 
(x 十 yy 十 ~"+13) 一 a(x"! 十 ye 十 "12) 十 blr"! 十 yl 十 
tl) cr + y+ 2") 
= 0， 
令 n 二 0,1,2, 分 别 得 
7 ++ = 3c, 
r+y+< = 12c-9, 
+y + 2 = 30c—27. 
c = 1, 故 有 (r 一 1)”= 0, 由 此 即 得 方程 组 的 所 有 根 是 
r= y= z=1. 


4. 136 下 数 zx,y,x 满足 方程 组 


<2+sr+dz = 16. 
求 ry + 2yz + 3zz 的 值 . 
(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
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Sh 吕方 


[ 解 ] 取 点 M, 并 作 线段 MA, MB， , 
MC, 使 “AMB = 90 ,~BMC = 150 ， 
CMA = 120". 若 


MA = >， 一 ”人 人 ~ 人 
CC 8 


则 由 余弦 定理 得 
AB = VMAT + ME 


2 
一 ~2 十 之 = 
Y 3 3 
BC = v MB’*+ MC*—- 2MB . MCcos/ BMC 


2 


一 + + = 
AC = VMA2-+MC -2MA :+ MCcos/ CMA 
= Vz+zrt+rx =4. 
于 是 ,人 ABC 为 直角 三 角形 ,是 
See = "3.4=6. QD 
男 一 方面 ， 
SAABC = SAAMB + SABMC + SacCMA 
1 V3 1 3 .1 no 
= ts + rz * sinl20 
V3 
一 (2 + Xxy + 3xz) © 
由 中 和 人 名 得 


3 
(2y + xy + 3xz) = 6,， 


故 ry + 2yz + 3zr = 24 V3. 
4.137 解 方程 组 
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机 
| 
tk 
[ed 
1 


(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 已 知 方程 等 价 于 下 列 方程 组 : 
r= f(y), 
' = f(x), Q) 
z= f(x). 


这 里 (1) = A/ 2 + 4+ 本 : 易 知 ,对 于 任何 实数 值 ,函数 /(1) 均 
为 正 ,所 以 方程 组 的 全 部 解 (x,y,z) 满足 不 等 式 x > 0,y>0,z>0. 
而 1 >0 时 ,函数 f(1) 显然 是 单调 上 升 的 . 

如 果 (x,y,z) 是 方程 组 的 解 ,并 且 x > 那么 f(x) > f(y), 于 
是 由 中 式 得 > > xz, 由 此 又 得 > > y 且 f(z) > f(y). 由 人 @ 式 又 得 y 
> xz, 出 现 子 盾 . 同 理 x < y, 也 会 出 现 矛 盾 . 故 zx = y, 同 理 可 证 y= =. 


在 2 = y = > 的 条 件 下 , 求 出 本 题 的 解 为 z = y= > = 





Y4 -1 
ZX +2y = x， OD 
4. 138 wor- © 
+27ry= y. (3) 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[ 解 ] 三 式 相 加 得 (x + y+xz)=x+y+g 
因此 T+y+z 二 0 或 ++y+z=1 

在 Xx+y+<=0, 旭 x =- (y+ 2), 4) 
将 由 代入 加 得 yy -2z(y+ xz)= =， 
将 由 代入 加 得 2“ -2y(y+ 2) = y， (©) 


GO 一 多 ,得 3(y— 2)= 一 yy 
从 而 y= > 或 >+ = 一 一 . 
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狂 再 洲 





1 
在 y= zx 时 ,由 @ 得 -4y = yy, 即 ?= 一 0 一 了 本 : 


SE 滞 广 


] 


,代入 由 得 yw = 


| 
3 3 

所 以 y= 二 上 二 1 ，。 1 
若 z+y+z=1 则 rz=1-y-x, 代 人 加 ,GO 并 化 简 得 
只 -2 一 -2w+x=0 
~*—2y—2y+vy=0 
四-@ 得 3(y 一 2 )=y- 


1 
从 而 y=> 或 y+s<= 了: 


| 4 
在 y+ z= 一 一 时 ,由 也 得 x = 


3 


的 9 


te 


] 
在 v = 时 ,由 @@ 得 3y = y, 即 》=0,3， 





~ 一 一 


所 以 y = 








” 6 
4 . 139 ” 求 所 有 三 数组 (x,y,z), 使 得 其 中 任何 一 数 加 上 其 他 两 


数 的 积 , 结 果 都 是 2. 
(第 2 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 


[ 解 ] 由 已 知 条 件 得 
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T+w=2, 
(or 
z+ Xxy 二 了. 
中 -多 得 (rx — y)(1 ~ z)= 0. 
名 -名 得 (y— 2z)(1 -x)= 0. 


于 是 根据 @ 和 @ 可 分 四 种 情况 讨论 . 
情况 1 x-y=0 且 y-z=0. 此 时 有 z=y=&x. 代入 原 方程 


@OOOOO 


得 
xr:*+XxX—-2=0, 
故 7 二 1 或 -2. 
从 而 有 X=y=<z=1 或 += y= z=-2. 
情况 2 x-y=0 且 1~x = 0. 于 是 得 x= y= z=1. 
情况 3 1- =0 且 v- >=0. 于 是 得 zx = y=>x=1. 
情况 4 1-x=0 和 且 1-x=0. 于 是 得 x=y=z=1. 
综 上 所 述 ,所 求 的 三 数组 是 (1,1,1) 和 (- 2, -2, 一 2). 
4. 140 ” 解 方 程 组 
TY 二 T+y+z, 
yt 二 yy 十 之 十 了 


zt 一 之 十 上 十 福 ， 


外 的 日 旺 


try 三 了 工 十 袜 十 了 ， 
(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 中 -四 得 yl(r-1)=x-t， 
于 是 我 们 有 ”yz = 1 或 + = 上 
背 e 一 上 刚直 人 ,得 二 ~ = 二 yt < 从 而 y+ = ,但 方 和 组 
y"z 二 1 且 y+ x= 0 无 实数 解 ,所 以 只 能 是 x = 上 
将 xz = 1 代 人 国 ,得 < = -2 
27 
2 1 








将 x = :代入 区 ,得 y= 


将 加 .人 @ 代 入 四 ,得 
47 4x 
(zz 一) 7Z 2 1 
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Xx = 0 显然 适合 上 方程 , 当 x 关 0 时 ,上 方程 可 变 为 
rr4-271 -3=0, 
代 x 二 土 V3: 
网 所 以 1 二 0 或 1 = 土 Y3. 
同 理 可 得 y= z= 0 或 y= z = 土 V3. 
因此 原 方程 组 的 解 是 
(0,0,0,0),(V3,V3,3,V3),(-v3, -v3, — Y3, — v3). 
4. 141 解 方 程 组 
Ts+ X27 = V1, 
Zi 二 X3 = yr2， 
Z2 十 4 二 V3, 
X3+ Xs = YXZ4， 


TXT4+ Xl = MrZ5， 


其 中 y 是 参数 . 
(第 5 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[ 解 ] | 
Ts + 72 = M1 OD 
XT1+ T3 = V2, © 
T2 + IT4 = JX3， G) 
3 十 5 一 YY4， 由 
4 十 工 1 = Yrs. © 
显然 对 于 任意 的 y 值 ， 
| XI= XT = Xx3= XI4= rxs=0 
是 方程 的 一 组 解 . | 
下 面 我 们 求 方程 组 的 “ 非 平凡 解 ”( 即 至 少 有 一 个 x; 关 0,i = 1,2， 
3,4,5). : 
由 中. 分 别 得 
42 一 JI 5S， ©) 
TXT4 ~ Ws Ti， ~ 
由 凶 .盐分 别 得 
3 一 2 TX, 
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273 = M4 — Ts, © 
将 图 .四 分 别 代 人 四, 四 得 


z3 = (y — 1)7r1— ys, 0 
rT3= (yrs 也 
由 思 . 四 得 
(yr yrs= (yrs— yi 
即 (y+y— DD(r— zrs)= 0, Wb 


当 YY+y 一 1 关 0 时 , 必 有 zx) = x;. 
同样 可 以 得 到 zl = zz,zz = z3,z3 = X4 等 等 .于 是 ， 
当 光 +y-1 和 天 0 时 ,有 xi = x2 = Xx3 = x4 = Xs. 
将 此 结果 代入 方程 中 一 四 中 的 任意 一 个 可 得 y = 2, 此 时 显然 有 
y+y-1 关 0. 
于 是 当 y 一 2 时 ,zi 一 XX X33 X44 Xs 是 方程 组 的 非 平凡 解 . 
而 当 交 +y-1 和 0 且 y> 关 2 时 ,方程 组 只 有 平凡 解 . 
当 交 +y-t=0 时 ,由 交 -1 =- yy 则 由 方程 四 得 
Y 3 二 一 y(xl + Xs5), 
又 由 方程 四 .四 得 zs = ri 一 75 4 = Ys 一 X11 
综合 以 上 ,可 得 原 方 程 组 的 解 为 
(让 当 y+y-1 关 0 且 y 关 2 时 ,方程 组 只 有 平凡 解 
X11 = X72 = X73= xi = xs= 0. 
(ii) 当 >=2 时 ,方程 组 有 解 ri = r， = zi = x4= xs 二 1,1 为 
任意 实数 . 
(让 ) 当 y+y 一 1 = 0 时 ,方程 组 的 解 为 
YL 一 U,， 
Xs = 也， 


7 二 YH 一 了 


3 =~ y(u 十 v), 
4 YU uu. 
其 中 x,v 为 任意 数 ,y = 5 
4. 142 解 方程 组 
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Si 当 让 


Z1 "YX2 "YX3 三 TI 十 IT2 十 3， 
X2 "3 "74 二 YX2 十 3 十 4， 
3 ”YX4 "5 二 TI3+ X4+ Xs, 


立 1985“ T1986 * T1987 二 X1985 十 T1986 一 工 1987， 
T1986 " X1987 " 1 二 X1986 十 X1987 + Xl1, 
X1987 * XT1 "2 = X1987 + X1 十 X2. 
(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 】 由 -四 ,得 rzji(zi 一 1) = Xi 一 x4. 
所 以 X273 二 或 zl = 4， 
车 zz3 = 1, 则 由 思 得 ri = zl + 2 二 3 从 而 zy + x = 0， 
但 方程 组 zz .xz3 = 上 且 za + xz3 = 0 无 实数 解 .因此 ,只 能 是 zi = 74， 
同 理 可 得 zz = xs,x3 一 Z6，…1985 二 ZLl1986 二 72， 于 是 z3 = 
6 一 YY9 一 ”一 YYl986 一 Y2 一 5 一 8 一 二 YIl985 二 YI 二 4 二 XT7 
= … 二 X1984 = X1987: 因此 , 原 方程 组 的 解 形 如 (x ,x,…,x) 其 中 x 为 
某 一 实数 ,代入 方程 得 x?= 3x, 解 得 x = 0, 或 x =+Y3. 
4 143 解 方程 组 


TT~y+z=1 OQ 
yy 一 之 十 2 二 2， (2) 
之 一 十 羡 三 3， 地 ) 
&U 一 了 二 过 三 4， 由 
二 +y= 和. ©) 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 


[ 解 ] 外 + 名- 加 得 x =0， 
+ 由-~@ 得 y= 6， 
人 D+- 名 得 >=7， 
+ 由 -- 句 得 w= 3， 
D+ 名 -得 v=-1. 


经 检验 知 , 原 方程 组 的 解 为 
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0， 
一 7， 
3 


SNR ee AN 


和 


vv 二 一 1]. 


4. 144 如果 x ,x2,x3,X4,xs 满足 下 列 方程 组 


271 + X22+ X3+ X41+ rs = 6, 
XI1+27x2+ xX3+ Xa+ xs = 12, 
XI+ X22+27x3+ x4 + Xs = 24, 
X11+ X22+ Xx3+ 2x4a+ rs = 48, 


XIit+ xX2+ xX3+ xXx4 + 2xs = 96. 


求 3x4 + 2xs 的 值 . 


用 方程 组 中 第 四 个 方程 减 去 中 得 ”x4 
用 方程 组 中 第 五 个 方程 减 去 中 得 x; 


所 以 


[ 解 ] 


(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 


将 给 定 方程 组 中 五 个 方程 加 起 来 ,再 除 以 6, 得 
XI1+ X22+ XxX3+ Tat+ xs = 31. 
17. 
65. 


Hl 


| 


3r4+2xs = 3x17+2x65= 181. 
4，145 解 方 程 组 


[ 解 ] 


ZX1 十 va 二 3 二 6， 
TX2+ X3+ XxX4 = 9, 


X3+ X4+ Xs = 3, 


TXT4+ Xs+ Xs =— 3, 
Xs+ Xx6+ XxX7 =— 9, 
Xs6t X77+ 1x8 =—6, 
X77 二 Xxg 二 Xl 三 一 2， 


78 十 ZI 二 72 三 2 


(第 9 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 


将 8 个 方程 全 部 相 加 ,得 


3(X1+ xX2+ XI3+ "+ rg) = 0， 
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OAQAO@GOQOOO 


识 


钙 下 浅 








zi +x2+Z3 二 十 28 二 0 @O) 


D+@+-@, 得 xz1 = 1. 





类 似 地 可 得 za = 2,7X3 = 3 74 = 4,z5 = 一 4， 
关 zig =—3,77 =-2,78 =-1. 
4. 146 ” 解 方程 组 
JJ 之 一 
一 a, 
y+ 之 
-< -bp, 
工 十 之 
YY 
T+y 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[ 解 ] 设 a 二 0,5 天 0,c 天 0, 注 意 到 rz 尖 0,y 天 0,x 天 0. 故 原 
方程 组 可 改写 为 


十 


,要 


a | < 

十 十 

R | 一 N | 一 N | 一 
| 

= | 一 s | 一 S | 一 
的 


将 三 个 方程 相 加 ,得 ”+ 二 + 二 = 二 (二 + 了 + 下 
由 最 后 一 个 方程 与 方程 组 多 中 的 每 一 个 方程 比较 得 原 方程 组 的 解 为 
2abe 
atab-b 
2abc 
Yawb+b-ac 
2abc 
“actb-ab 


4. 147 解 方 程 组 
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XITI3X4' 


3 


二 Ul, 
| 
TTXIX4 "Xn 
一 一 一 一 一 = ca，， 
2 
TIX2T3'"" Xn-l1 
二 ay. 


z (基辅 数学 奥林匹克 ,1949 年 ) 
[ 解 ] 先 研 究 一 切 a; > 0 的 情形 : 
(1) 车 所 有 zx.(k = 1,2,…,n) 都 大 于 0. 
将 全 部 方程 的 左边 与 右边 分 别 相 乘 ,得 
(zlzaz3 Tn) "= Q1a2643 an 
于 是 zizrzra rs = aa203 "a. 中 
将 第 个 方程 改写 成 
aprs 一 2 ne. 
由 @ 及 一 切 xr, > 0, 得 
x = ke 2. © 
(2) 车 所 有 zlk = 1,2,…,n) 不 全 大 于 0. 
显然 ,将 @ 的 解 中 的 任意 偶数 个 zx 变 号 , 仍 为 原 方程 组 的 解 . 
再 研究 一 切 a, < 0 的 情形 : 
将 原 方程 组 化 为 
TITIT4' "Th 


(— x1) 一 一 Cl， 


(一 DT3T4 Tn 
-一 三 一 2， 





Ta 


学 志和 学 二 本 


(一 Z1) ”XI " X33" Tn-l 
a. 
tn 


于 是 由 @ 和 @ 可 知 , 它 的 解 是 
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本 (一 1"ela2……a， 
Xl = 一 | 一， 


Xk 二 2 = 2,3,.…,n). 
或 者 在 zj ,zz，…x 中 再 任意 改变 其 中 偶数 个 值 的 符号 . 
注意 到 al ,az，…a 都 与 zlzzza…2z 同 号 ,因此 一 切 a; 都 同 号 ， 
并 且 不 可 能 为 零 .也 就 是 说 ,我 们 所 作 的 关于 方程 组 解 的 讨论 已 经 完备 


a 
i 
| 一 
S 


























了 . 
4，148 已 知 
2 2 2 2 
一 + 一 过 + 一 一 + 一 和 1, 
22 一 1 22 — 32 22 一 9? 22 72 
2 2 2 2 
二 一 + 一 二 -+ 一 + 一 一 = 1， 
42 -12 42 — 3° 42 — 52 42—72 
2 2 2 2 
一 一 一 + 一 一 和 
-1 人 -3 人 7 
2 y 22 ww2 _ | 


8 _ 1 3 8 -5 
求 z* 二 yy 十 z?2 + w? 的 值 . 
(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 首先 ,我 们 注意 到 :x,y,z,w 满 足 给 定 的 方程 组 等 价 于 : = 
4,16,36,64 满足 方程 


x wo 

ti 7 9t7- 17 4 v 
去 分 母 并 移 项 得 

(t ~ DD(t—9)(r -25)(t -49)— x (+t -9)(t—25)(:—49)— y(tr 


— 1)(t —25)(t ~ 49)— z(t—1)(t:—9)(:—49)- w(t— 1)(t 











— 9)(r ~ 25) 
=0 : © 
方程 人 是 关于 上 的 四 次 方程 ,xz = 4,16,36,64 是 这 个 方程 的 四 个 根 . 因 
此 方程 @ 等 价 于 
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(上 -4)(r-16)( ~ 36)(1 -64) =0 3 
方程 @ .@@ 的 首 项 系数 都 是 1, 因 此 其 他 项 的 系数 也 应 该 相等 .我 们 比 
较 方程 @ 和 人 @ 的 5 项 的 系数 ,得 
-1-9~-25-49-7x-y-z~w =-4-16~- 36- 64, 
即 x*+y+z +w = 36. 
4，149 ”对 实数 a,p,c, 且 天 0, 给 出 关于 zzrz，…zw 的 方程 
组 
arf+ prl+C = Zz,, 
az + pr + C = 3， 
axz5-1 + bra-i+ C= za 
ars + br,ntC= Xx. 
另外 ,A = (2 -1)* =- 4ac, 试 证 该 方程 组 在 实数 范围 内 ， 
(1) 当 A < 0 时 没有 解 ; 
(2) 当 4 = 0 时 只 有 一 个 解 ; 
(3) 当 A > 0 时 有 多 于 一 个 解 . 
(第 10 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 


[ 解 ] ar +(b-1)x+C]=0, 


妈 a (n+ 1) - 全] =0. 
`， A < 0 时 ,无 实数 解 ; 
人 = 0 时 ,只 有 一 个 解 ， 


i =- tl, = 1,2,.…,n) 





2a 
A > 0 时 ,显然 有 两 组 不 同 的 解 ， 
_ -2-D+vA 
之 一 XC 一 一 一 27 4 
_ -45-D-vA 
Xl 二 2 二 二 1 二 7 - 


4. 150 解 方 程 组 
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二 人 三 洲 


辣 迪 





cl 一 ay1zz+lar 一 4 1 xz3 十 | 2 一 2 74 二 
| az 一 azZIT as 一 04311733+1a2 一 QZ4 = 


1as 一 allxzl+ias 一 az1xz+las 一 ax4 = 


mt 


laa—-aylzitlaa-arl x tias- asl r= 
其 中 a1,a2,a3,a4 是 已 知 的 两 两 不 等 的 实数 . 
z (第 8 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 我 们 注意 到 ,在 方程 组 中 ,如 果 将 下 标 i 换 成 j,i 换 成 i, 原 
方程 组 不 变 , 所 以 ,可 以 不 失 一 般 性 地 假设 al > a, > a; > as, 这 时 原 


方程 组 化 为 : 
(a1 ~ a)z2 + (at ~ a3)r3+ (al — a4)xa = |， QO 
(af ~ a2)X1+ (a2 — a3)x3+ (a2 ~ a4)x4 = 1, () 
(al - a3)xzz+(az-a)z+(a 一 az = 1， © 
(al ~ as)rit (a ~ as)rx2+ (a3~ as)x3= 1 (4) 
QD-O, -BB,@-@ 得 
(ai— a2)(X2+ X33+ X40— 71) = 0, 
区 一 a3)(— Tl1 ~ X2+ XxX3+ X4) = 0， 
(ai ~ a4)(— ri— Xx2— rx3+ rx) = 0. 
因为 al -a; 关 0,as 一 a3 关 0,a3 一 a4 关 0, 所 以 有 
TX2+ X31+ X47 Xi = 0, © 
rn © 
~ XIi~ 7 2— Xx3+ rx4 = 0. © 


中 -四 ,中 -名 得 
之 2 一 0 ,3 = 0. 
代入 人 得 Xl 一 X44. 
再 代 人 人 @. 加 得 zx} = x4 = . 
ul 4 


经 检验 可 知 , 当 ul > 2 > U3 > 他 4 时 ， 


Al Qa4 








X11 = X33 = 0,x = x4 = 


是 方程 组 的 解 . 
一 般 地 , 当 Ui > uj > ps > al 时 ,方程 组 的 解 为 
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Xi = Xk = 0,7x;= Xi = a a 
4. 151 个 数 zj(i,j = 1,2,…,n) 满足 下 列 n° 个 方程 : 
Xj + Zk + Th = 0(i,j,k = 1,2,.…,n) z 
证 明 存 在 数 ai ,as,… ,a; 使 对 任何 i, ji, 都 有 Ti = Qi ~ aj. 
(第 5 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 令 1 一 J 一 & , 则 得 3 一 0， 
故 xi = 0(i = 1,2,…,n). 
令 i 二), 则 得 x; + x 二 xp 二 0， 
故 Tp =~— Xe(isk = 1,2,.,n). 
现在 固定 i,j ,把 .= 个 方程 


Ti 十 尼 对 十 Xk 二 0,(k 一 1,2,…,n) 


相 加 ,我 们 得 
NXi 一 S, 一 9i， 
其 中 S; 是 所 有 zx(& = 1,2,…,n) 的 和 . 
S; S; 
TE 
这 就 是 说 ,存在 ”个 数 
SD; Xt Ti+ + Xn 


ai 一 一 三 ， 
n n 
能 使 Ai dT a 对 任何 ;7 都 成 立 . 
4. 152 已 知 含 g = 2p 个 未 知 数 的 p 个 方程 组 成 的 方程 组 : 
ANTxli+ a2r2 + + algrg 三 0， 
a21X1 十 Q2272 十 十 Q2ozoy = 0， 


OD 


QplT1 + Qp22 十 十 Qtze = 0. 
其 中 a; € | 一 1,0,1 ,i = 1,2,…,p;j = 1,2,…,q. 试 证 方程 组 有 
一 个 具有 下 述 性 质 的 解 (zr,zz，…z): 
(1)z; 都 是 整数 (i = 1,2,…,g); 
(2) 至 少 有 一 个 x;(1 过 i 之 gq) 不 等 于 零 ; 
(3) | x; | gq(i = 1,2,…,9). 
(第 18 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
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[证 ] 如果 对 于 每 一 个 :的 值 都 属于 10, 土 1 土 2……， 士 访 | , 则 
有 2p + 1 种 可 能 的 取 法 .由 乘法 原理 ,满足 上 述 条 件 的 2 元 数组 (zi， 
ZX2，"… ,Taq) 有 (2p + 1)9 种 取 法 . 

如 果 a; E 熏 1,0,11, | xz; | 志 p, 那 么 


次 演 访 


q 
的 
| Dj asx; | 三 | CT 十 Qi22 十 … 十 dita | 
j=1 
| zl 1+| x2 | 十 十 | x | 
< pq(i = 1,2,.…,p), 


十 
从 而 得 jar) € 10, 土工 ， 土 2,……，, 士 0 
j=1 


这 就 是 说 ,对 于 每 一 个 i，》ayz, 至 多 有 2pg + 1 种 取 值 方法 ,因此 ,由 
乘法 原理 , p 元 数组 
(Da Dat, Dap) 


至 多 有 (2 pq + 1)?* 种 取 值 方法 . 
因为 (2 记 +1) = (2p+1) = (4p + 4p+1)? 
> (4p* + 1)? = (2pg + 1)7. 
所 以 一 定 存在 两 个 不 同 的 q 元 数组 


(x 2 ) 和 (x1, 2 ) 


其 中 | x EE 户 ， | x i prist; 都 是 整数 ,i 一 29 


使 得 
a 4 
(Par Doar, Daye’) 
外 og , | 外 ， 
= ( De Doane), 
了 一 1 三 J 三 


因此 > oz 四) = 0(i 二 1,2,.…,p). 
于 是 (ri 一 X22 一 2 ,XT 一 X16) 就 是 满足 题 意 的 解 .事实 
上 ， . 
(1) 由 于 xz ;都 是 整数 ,因此 xz” - x 是 整数 ,i = 1,2,.…,9. 
(2) 由 于 (zz2 pz) 和 (x ,x 2,…,XY%) 不 同 ， 因此 
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xz x 至 少 有 -- 个 不 为 零 . 
(3) 由 于 | x 1 过 1 二 少 ,因此 
7 -rr;i+t+irx;|lp+p=2p= 9g. 
4，153 ” 解 方 程 组 



































sinz + 2sin(X + y+ 2) = 1 人 ) 
( + 3sin(X+ y+z) = © 
sinz + 4sin(x + y+ 2z) = 0 ® 
(第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 中 + 人 名-@ 得 
sinx + siny — sinz + sin(xX + y+ z) = 0, 
和 差 化 积 得 
2sin 2 Yoos = 2 + jsin < = 0,， 
2 2 
.之 十 了 XTX+2 > 
sn 7 7 OS = 0 
yy 让 十 之 y+ 
于 是 得 ”sin 7 = 0 或 cos 2 = 0 或 cos 7 = 0. 
情形 1 若 sin > = 0, 则 
Y= kr(k 为 任意 整数 )， 
印 T+ y= 2kr. 
将 代入 原 方程 组 ,得 
sinx + 2sinz = 0， 
fe 3sinz = 0， (©) 
Sinz + 4sinz = 0. (7) 
由 外 得 sinz =0， 
因而 < = mrx(m 为 任意 整数 ). 
代 信 加 和 @, 得 (> 
siny = 0. 





因此 xz = nr,y = lr(n,/ 为 任意 整数 ). 
经 检验 , 原 方程 组 有 解 
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X= NA 
| lr ，(m,n,/ 为 任意 整数 ) 个 


之 二 NIX. 


bana 





情形 2 若 cos 7 = = 0, 则 类 似 地 可 得 解 @. 


情形 3 若 cs = 0, 则 类 似 地 可 得 解 @. 


综 上 所 述 , 原 方程 组 的 解 是 @. 
4. 154 从 方程 组 
a 三 COSU + COSV + Costw, 
b= sinu + sinv + sinw, 
C = coOs2u + cos2v + costw, 
d = sin2u + sin2wv + sin2w. 
中 消去 x 、v 、w. z 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[ 解 ] 由 方程 组 得 
a” + b 二 3+ 2{ cos(u 一 已) 十 cos( 忆 一 71) 十 COS( ro 一 2 ， 
a ~ b= C+2[lcos(u + v) + cos(v + w) + cos(rw + u)], 
2ab = d+2[sin(u + v)+sin(v + w) + sin(w + u)|, 


、 0 一 上 -ce 2cp 一 dd 
所 以 ( 2 ) + 2 ) 
= 3+2[cos(u — v) + cos(v — ww)+ cos(w— wu))] 
= a’+b”. 


好 (a ~ bc) + (2ab - d)’ = 4(a? + b*). 
4，155 ”试问 要 使 下 列 方程 组 


SINX] 二 Sinx2 十 … 十 Sny， = 0， 人 





sinxy + 2sinzy 十 … + ?sinx，= 100. © 
有 人 解 ,n 的 最 小 值 是 多 少 ? 
(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 如 果 n < 20, 那 么 我 们 用 方程 @ 减 去 方程 四 的 十 倍 , 得 
— gsinzrl — 8sinr2 一 … — sinxog + Sinyrll 十 2sinzri + "(nC— 


10)sinz， 
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= 100. z 3 
@ 式 左 端的 绝对 值 不 大 于 (9+8+…+1)x2=90, 因 此 图 式 不 
可 能 成 立 . 故 原 方程 组 当 nn < 20 时 无 解 . 
当 nn = 20 时 ,我 们 可 取 zi,zrz，……z2o 使 
sinx; =~1,(i = 1,2,.…,10); 
sinzi = 1,(7 = 11,12,.…,20). 
这 样 取得 的 zj ,za，…,z20 显然 是 2 = 20 时 原 方程 组 的 解 . 
故 要 使 原 方程 组 有 解 ,n 的 最 小 值 是 20. 
4，156 求 出 方程 组 
47* 
1 + 4 
4y 
] +4y 
4z“ 
1+422 


的 所 有 实数 解 ,并 证 明 你 的 解答 是 正确 的 . 
(第 28 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 





一 VY， 


H 
2 
起 但 梁 


高 沁 








[ 解 ] 车 x = y, 则 
4 
1+4z2 | ， 


472 = 工 十 473， 
xz(4r2 一 4z+1) = 0， 


1 
= 0 或 了 ， 


从 而 得 +=y=z=0 或 +=y 
大 xx > y, 则 
4z*” ~ 4z? 


> ; ， 
1+4z° 1+4x? 
1 


1— 一 , 
1 + 42? 1 + 4z 


注意 到 由 原 方程 可 得 x 之 0,, 之 0, < 之 0 因此 由 上 式 可 得 


之 > 并. 
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9 漆 六 


又 由 原 方程 组 的 轮换 对 称 性 可 知 ,由 > > z 可 推 得 y > z. 于 是 有 
TT>y>zrz>71, 
放 慎 . 
若 x < y, 则 类 似 地 可 推出 
TIT<y<z< i, 
地 盾 . 
因此 , 原 方 程 组 仅 有 两 组 解 : 


(rzryyyz) = (0,0,0) 和 (zy,yy<) = (二 ， 


l 
2 
4. 157 w,a,b,c 是 两 两 不 同 的 实数 ,已 知 存在 实数 x,y,<, 满 
足 
过 十 yY 二 ss 三 工 ， 
xa? + Wi + se? = tw?, 
rza 十 WI + zc = ww), 
xa4 十 yo + zc = wt. 
请 用 a ,b,c 表示 w. 
(爱尔兰 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 题目 方程 组 的 第 一 个 方程 知 ,rz,y,z 不 全 为 零 , 不 妨 设 < 
天 0. 
由 题目 方程 组 的 第 一 个 方程 得 
r=1- (y+ 2). 
将 上 式 代 入 题目 方程 组 的 后 三 个 方程 ， 分 别 有 
yb — a)+x(c 一 aa2) = 2 一 a2， 
fv -a)+x(t a)= wa, 
yb ~ al)+ zc at)= wi at. 
DD:(b* +a?) -加 ,有 
(ce 人 -cz = (2 一 a2)(82 ~ w). 
中 (六 -oa)- 四 : (六 -ao2), 经 化 简 , 可 以 得 到 
(b—-a)(b—-c)(c~a)(ab tac t+ bc)z 
= (bp-a)(b ~- w)(w— a)(ab + aw + bw), 
由 于 a 关 465, 因此 从 上 式 可 知 
(b—-c)(c—-a)(ab+ac + bc)z 


© QOO 
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= (0 一 zw 一 aao+ao + bnw). ©) 
由 于 a 关 cyb 关 c,z 关 0,w 关 4a,w 天 5, 因 此， 
当 ab+ac+b = 0 时 ,由 人 @ 式 ,得 

ab+aw+ hw = 0, 
即 

(a+b)w =— ab, | 
易 知 a + 6b 关 0( 否 则 ,a + 5 = 0, 由 上 式 , 有 ab = 0, 从 而 有 a = 0 或 

= 0, 代 人 a+65= 0 中 得 a = 6 = 0. 与 a 关 5 亨 盾 ). 所 以 


___20 
a+tb. 
当 abt+tac+be 关 0 时 ,二 加 ,有 
(ct+a)(b+e) (w+a)(b+ w) 第 
ab+t+acth abtawtbw ’ 四 
上 式 两 端 都 减 去 1 ,得 方 章 
5 TU 
ab+t+actbh abt+awt+ bw’ 
去 分 母 ,有 


(ab + ac+ bc)w ~ (a + bh)crw ~ abc’ = 0, 
项 
(wo— ec)l(ab+act+ bc)w+ abc] = 0, 
由 w 关 c, 得 
(ab + act+ bc)w =— apc， 
即 
四 apc 
abtactbe. 


综 上 所 述 ,我 们 有 
- -和 , 当 abt+acti+b =0 时 , 
apr 


- 一 一 一 一 ,省 +ac+ j. 
BiaTm'% ac+ be0 时 
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第 6 节 ”在 特集 上 解 方程 





代 
4. 158 ” 试 求 下 列 方程 组 的 整数 解 
2 一 vy ， 
yy 一 六 15 


(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,19S7 年 ) 


[ 解 ] 因为 WCG = HGrry) = (y0)6 = yo00. 
因此 yy = 土 1 或 者 (z+y) 二 900, 即 +y= 寺 30, 以 = 土 1 代 和 人 
原 方程 组 的 第 二 式 , 有 

(+ 1)*!= x,|xl=1, 

但 x = -1 不 是 解 ,而 x = 1,y= 土 1 是 两 组 整数 解 . 

z+y=-30 时 ,由 原 方 程 组 的 第 一 式 得 rz = y ,代入 x+y= 
-30, 有 wy +30y +1 = 0 无 整数 解 . 

XxX+y 二 30 时 ,用 xz = y 代入 可 得 y+y 一 30 = 0, 即 有 
y=5S5 及 y=-6, 相 应 的 zx = 25 及 x = 36, 又 有 两 组 整数 解 , 所 以 原 








方程 的 整数 解 共有 由 组 : 
| 1 X= 25 x = 36, 
y= 1; y=—-1; y= 3; y= 三 一 6. 


4. 159 求 方程 ++ y = x? 一 xy + y 的 整数 解 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1947 年 ) 
[ 解 ] 把 原 方 程 变形 为 
y—(rt+l)y+x*-x=0. 
由 于 方程 有 实数 根 ,所 以 
A=-3(r—-1)+4 实 0, 


即 3(z —- 1) 过 4, 
2 2 
有 1 一 一 之 TX 这 1+ 一 . 
/3 5 
又 广 为 整数 ,所 以 x = 0,1,2. 
所 以 原 方程 的 整数 解 为 


(0,0),{0,1),(1,0),(1,2),(2,1),(2,2). 
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4、160 “ 求 方 程 7 ~ 3 .2 = 1 的 正 整数 解 . 
(第 16 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 当 1 过 yy 声 4 时 ,可 试 得 方程 有 两 解 (1,1) 和 (2,4). 当 
y 宇 5 时 ,有 
T7711= 7- 1 1+7z ++7+1)=3.2, 
由 此 得 7*1+7z 2 +，…+7+ 开 = 2 所 以 xz 是 偶数 . 


设 xz =27m，, 则 
Ym 一 于 = (72 1) C72 2 十 Tm 4 十 :十 72 十 1) 
= 48 ,2 4， 


由 此 得 mz 是 偶数 . 设 zr = 4p, 则 
To1=7 1 = (7 1)(724+747 8 .+ 74+1) 


可 被 5 整除 ,但 3,2? 不 能 被 5 整除 . 因此 > 之 5 时 ， 方程 无 正 整数 解 第 
故 原 方程 只 有 两 解 . 
4，161 解 方程 2 Vx + V2y = V32 ,x,y 为 整数 . 和 


(加 拿 大 数学 竞赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 易 知 x 宇 0,y 守 0. 
由 原 方 程 得 
V2y = vV32-2VvVrzr， 
两 站 平 方 整 理 可 得 
y= 16+2r—-8 v2r, 
于 是 8 V2x 应 是 整数 , 令 其 为 a ,于 是 又 得 


2 
2X 一 (4) ， 


故 a 为 8 的 倍数 , 令 a = 80, 代 和 人 又 有 2z = 名 ,从 而 5 为 偶数 ,再 令 
b = 2c 代 入 ,又 有 工 = 2c2. 

由 原 式 可 知 ,车 y = 0, 则 x = 8; 若 y 关 0, 便 知之 8. 于 是 0 过 
xx 妇 8, 从 而 0 委 c 委 2. 容 易 算得 cyzyy 的 取 值 如 下 表 : 
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4. 162 求 满足 方程 xy = 20 一 3x + y 的 所 有 整数 对 (xz,y). 
(第 13 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 








n [ 解 ] 原 方程 可 变形 为 
攻 (x —1)(y+3)= 17, 
这 一 1 = 上， x—-1= 17， 
以 
和 y+3= 17; y+3= 1; 
~-1=—], - T+—-1=-17, 
和 y+3=—17; y+3=—1. 








解 得 满足 方程 的 整数 对 为 (2,14),(18, 一 2),(0, 一 20),(- 16, 一 4). 
4、163” 求 出 任何 一 组 满足 方程 x* - Sly = 1 的 正 整数 x 和 y. 
(第 14 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 可 变形 为 
zx = (7y+1)+2y(y -7), 
令 y= 7, 可 得 x = 50. 
所 以 ,x = 50,y = 7 是 原 方程 的 一 个 正 整 数 解 . 
4，164 解 整 数 方程 x*y + xy = 30. 
(第 2 届 友 谊 杯 国际 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 化 为 
zy(Xx+y)=2x3x5, OQ) 
由 对 称 性 ,不妨 设 | x | 志 | y | ,于 是 我 们 有 | x 1 过 5. 
令 z= 1, 则 @ 式 化 为 y(1 + y) = 30. 解 得 y = 5 或 -6. 
令 x = 2, 则 @ 式 化 为 2y(2 + y) = 30, 解 得 y = 3 或 -5. 
令 z=3, 则 中式 化 为 3y(3+y) = 30, 解 得 y = 2 或 -5. 
令 z=5S, 则 中式 化 为 Sy(5S+ y) = 30, 解 得 y= 1 或 - 6. 
令 z=-1 则 @@ 式 化 为 -yy -1) = 30, 无 解 . 
令 工 =-2, 则 外 式 化 为 -2y(y-2) = 30, 无 解 . 
令 工 = 一 3, 则 人 @ 式 化 为 -3y(y 一 3) = 30, 无 解 . 
令 z=-S, 则 人 中式 化 为 -=Sy(y-5S) = 30, 解 得 
y=2 或 y=3. 
故 原 方程 的 整数 解 为 ”1{(1,5);(5,1);(1, ~ 6);(- 6,1);(2,3); 
(3,2);(2, ~ $5);(— 5,2);(3, — 5);(— 5,3);(5, — 6);(—- 6,5)| . 
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4. 165 求 方程 z+YVz+iVz+…+vzr =y 的 整数 解 . 
1964 个 
(第 4 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 】 设 ro,yo 为 满足 该 方程 的 整数 . 则 


Y Xot Vr yxot't+ yr = Yo 
一 一 全 一 


1964 个 
平方 再 移 项 得 . 
z0+ Vrxot+ Vr 二 中 一 工 


~ 人 
1963 个 


即 ro Vrot+ Vro = mi 
1963 个 . 

其 中 ml = % 一 x6, 它 是 一 个 整数 . 

对 上 式 反 复 施 行 平方 、 移 项 可 得 


同 至 名 


了 侈 党 


Y 0 十 Xo0 二 711， 
及 V xo = 二 上 ,其 中 mr 和 上 都 是 整数 . 
于 是 ,我 们 有 xo = &”， 
即 k*+k= m’, 

kl(k+1)= m’. 


上 式 仅 当 ”kk = 0 时 成 立 , 故 得 
0 一 U, yn = 0. 
即 原 方程 有 惟一 解 | 
4，166 求 满足 x*+x = y+ 十 y+ y 的 所 有 整数 x,y. 
(第 1 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 把 方程 两 边 同 乘 以 4, 再 加 1 工 得 
(27 十 1) = (2 入 十 y) 十 3y +4y+1， 
即 (2x +1) = (2 六 +y+12 一 (到 一 27). 
如 果 y 是 不 同 于 - 1,0,1 和 2 的 整数 ,那么 
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3y+4y+1>0 且 y-2y>0. 
此 时 有 
(2y: + y) < (2r+1) < (QQy+y+1), 
因此 ,2x + 1 在 整数 2y + y 和 2y + y+1 之 间 ,2x + 1 不 可 能 是 整数 ， 
从 而 x 不 可 能 是 整数 .这 就 是 说 ,y 取 不 同 于 一 1,0,1,2 的 整数 时 , 原 方 
程 无 整数 解 . 
将 y= 一 1,y = 0,y = 1,y = 2 分 别 代 入 原 方程 ,可 得 原 方 程 的 


并 站 六 




















解 
T= 0, =~—-1 T=0, Ir=-1, |x=5, 
y=-1; (y=-1; ly=0; ly=0; ly= 2; 
=-6 
y=2 
4，167 求 方程 Xx ”一 y= 二 xy + 61 的 正 整 数 解 . 
(第 15 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 显然 x>y. 设 r+=y+t+al(a 之 1). 
代入 原 方程 得 
(y+d) -y= (yt+d)y+61, 
(3d ~ Dy + (3d*- d)y+d? = 61. OD 
由 中 得 a < 61， 
因此 dd 去 3. 


若 d = 1, 则 @ 式 化 为 
2y +2y—60= 0, 
y 十 光一 30 = 0， 
(y+6)(y— 5)= 0， 
于 是 得 ”y= 5,x = 6. 
若 4d = 2, 则 @ 式 化 为 
Sy + 10y— $3 = 0， 
此 方程 无 正 整 数 解 . 
若 qd = 3, 则 人 @ 式 化 为 
8y* +24y— 34=0, 
此 方程 也 无 正 整 数 解 . 
综 上 所 述 , 原 方程 只 有 一 组 正 整数 解 . 
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这 三 0， 





y = 3. 
4* 168 求 方程 的 整数 解 


工 ) ( 二 
(1+ m) 一 98) 


(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 原 方 程 可 化 为 
Cm + 1)™*! 1989% 





m™'! 1988!9%8 
如 果 ”xm > 0, 那 么 @ 式 两 端 都 是 既 约 分 数 , 因 此 必 有 
m™+! 一 19881988 © 
注意 到 nm 守 1988 时 ,om2+1l > 19881988 ， 第 
0 < m < 1988 时 ,m”™*! < 19881988. 四 
故 @ 式 不 可 能 成 立 .这 说 明 m 过 0. 码 到 
显然 ”mm 关 0,m 关 - 1. 因 此 可 设 m 声 - 2 
令 n= (m+1), 则 是 正 整 数 ,并 可 把 四 式 化 为 
(2 +1)". 19891988 
p27 和 19881988 ® 
由 于 @ 式 两 端 都 是 既 约 分 数 ,因此 必 有 
n” = 1988!%8, | (4) 


显然 n > 1988 时 ,n” > 19881988 
0 < n < 1988 时 ,n” < 1988!988, 
故 中 式 仅 有 惟一 解 ”n = 1988. 经 计算 得 
nm 一 一 1989. 
经 检验 , 原 方程 的 整数 解 为 ”mm = ~ 1989. 
4 169 在 自然 数 范围 内 解 方程 
DD= y(ry). 
(第 11 居 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ， 1948 年 ) 
[ 解 ] 着 + =1, 则 y= 1 ' 此 写 + 隆 y 节 盾 . 因此 
之 2 有 年 y 之 2. 
设 = y= as, 其 中 a,d 为 自然 数 ， 并 使 4 达到 最 大 . 则 a 关 
1, 即 a 污 2, 并 是 必 存 在 5,c ,使 
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a 


= a sy 一 a’. 


代入 原 方程 ,得 
at = a®. 
从 而 有 by = cz 
不 妨 设 > > xx, 于 是 c > 5, 且 
1 
设 。 a? =R, 则 >y= kr(k 守 2). 代 人 人 原 方 程 得 
x = (kr)” 
从 而 有 下 = 及 ， 
即 Tt 一 天 F242 
于 是 必 有 x = 2,k = 2. 故 y= kr = 4. 经 检验 ,x = 2,y = 4 是 原 


方程 的 解 .又 由 对 称 性 知 ,z = so = 2 也 是 原 方程 的 解 . 

4. 170 求 满足 ” wt! = x!1+ yi + z! 的 所 有 正 整 数 w,x,y,z. 

(第 15 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 ww > zx 之 yy 之 >， 
大 yy>=, 则 以 >! 除 等 式 两 边 得 
(一 1)(>z 十 二) 
= zz 一 Tez+1l)+yy-1L) (>+1)+1. 

显然 z*+1 能 整除 等 式 左 边 ,但 不 能 整除 等 式 右边 .这 个 矛盾 说 明 , 必 
有 y = zx. 

若 x >> y= xz, 则 以 z! 除 等 式 两 边 得 

ww— 1) (z+1)= x(r -1):…(zt+1)+2, 
于 是 ”x + 1 能 整除 2, 故 ”> +1 = 2. 这 样 , 上 式 又 可 约 简 为 

ww — 1)3= rx(r ~- 1)…3+1, 
这 是 不 可 能 的 .因此 必 有 x = y = z. 于 是 得 

wl! = 3z1. 
从 而 有 w=3,x7=y=z=2. 
4 171 求 满足 方程 2a? = 36 的 所 有 的 正 整数 对 (a,5). 
(第 10 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 】 设 (z,y) 是 满足 给 定 方程 的 正 整 数 对 .于 是 
27* = 3y. 
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可 见 ,x 是 3 的 倍数 .我 们 设 x = 3z1, 代 入 并 化 简 得 
2.3.7xf= yy. 
同 理 可 设 = 2. 3:… yi. 代 入 并 化 简 得 
TXT1 = 22 .3 
再 设 。 zi = 2 .3 . zz. 代入 并 化 简 得 
区 = yi. 
令 x = yi = c, 则 c 是 平方 数 ,又 是 立方 数 ,从 而 是 6 次 方 数 . 设 
c = d?*, 于 是 得 
rx2=d’, y=d’ 
从 而 
X=3r=3:.2.3.x,= 18d’, 
=2.3. y= 6q“-. 
这 就 是 说 ， , 形 如 (18ad3， 6d"”) 的 正 整数 对 ， 其 中 4 是 任何 正 整 数 ,都 满足 
给 定 的 方程 . 
4。172 ” 求 方程 
x 一 y = xyz + 220 
的 满足 条 件 n 宇 2,z 这 5. 22" 的 所 有 正 整 数 解 组 (xz,y,z,n). 
(第 6 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 方程 易 知 x 一 y>0 且 与 y 有 相同 的 奇偶 性 ,所 以 
TXT-y 之 2. 
当 y= 1,x = 3 时 ,从 方程 得 到 


= = 3 C1 +2) OO 
为 使 ”z 志 5: 22, 应 有 
3 52 + + 2) 
= (s+ )2" + 6 2 
由 此 解 得 ”二 2. 又 因 题 中 要 求 n 守 2, 所 以 n= 2. 


将 n = 2 代 人 中式, 得 到 > = 70, 于 是 得 到 原 方程 的 一 组 解 是 ; 
(3,1,70,2). 


下 面 我 们 来 证 明 方程 的 满足 要 求 的 解 只 此 一 组 . 
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事实 上 , 当 > = 1,zx 之 4 时 ,由 于 z 志 5.2*” 和 nn 之 2, 我 们 有 
zal rye = r(x x) 
> 4(42" 一 S。 22" ) 
一 222+2(229 一 5) 


> 2"*i+1 
-一 22m+1 十 Ytl, 


且 站 六 


可 见 , 此 时 方程 无 解 
当 ”y 之 2 时 ,由 于 x --y 守 2,z 蕊 5:2%,n 之 2. 
故 有 
Xl ry zi(y +2)"— yz] 
一 rly” + 4ny’"! + 4n{(2n 一 1)y"™ 十 … 十 227 一 yz | 
> Try” 十 之 。，222 十 y[4ny"? + 4n{(2n 一 1) 2 3 一 SS.22"] 
> yl + 27+! 二 22 yl8n + 4n(2n — 1) — 40] 
之 yt! + 22n+1 
这 意味 着 ,y 之 2 时 方程 也 无 解 . 
综 上 所 述 ， 原 方程 惟一 的 满足 要 求 的 正 整数 解 组 就 是 
(3,1,70,2). 
4。173 ”关于 x,y,z 的 方程 z* + y = zx 有 质数 解 吗 ? 
| “(第 14 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 将 原 方程 化 为 
= (z:— rx)(z* + zx). 


因为 y 是 质数 ,所 以 我 们 得 到 





zz —xX=1, . 四 
z+x= yi. 
2 一 
zz T= yy, 
或 | ， 2 © 
之 十 工 二 Y”.、 





由 中 得 x = (z-1)(z+1), 
于 是 z—-1=1, z= 2, 

从 而 r=3, y=7, | 
此 与 > 是 质数 矛盾 ,所 以 方程 组 @ 无 质数 解 . 
由 四 得 x = (y-z)(y+z), 

于 是 y—z=1, y=x+l, 
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从 而 X= 2z+1. 
代入 @ 中 第 一 个 方程 得 
z*—3z—-2=0, 
此 方程 无 质数 解 ,所 以 方程 组 @ 无 质数 解 . 
综 上 所 述 , 原 方程 无 质数 解 . 
4 174 求 如 下 方程 的 整数 解 


rl ema red ku / 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 由 方程 可 知 ,z 是 不 超过 1001 的 自然 数 , 所 以 x < 6! ,因而 
对 n 之 6 时 的 加 项 | 于 | 可 以 会 去 ,而 每 个 + < 61 均 可 惟一 地 表示 成 
X=aSl+6b.4l+c.3l+d.21+k.1}, 
其 中 a,5,c ,a ,上 为 非 负 整 数 , 且 有 
2 魏 35,8 委 4c 委 3,d 乏 2 入 1. 
将 z 的 这 一 表达 式 代 人 方程 ,可 得 
206a + 416 + lO0c + 3d + & = 1001. 
由 于 415 + 10c + 3qd + 久之 201, 由 此 可 知 
800 < 206a 过 1001， 
亦 即 a = 4, 这 就 意味 着 有 
412 + 10c +3d + 上 = 177. 
继续 进行 类 似 的 讨论 ,我 们 得 到 
b=4c=d=1,k=0. 
因此 有 z=4.51+4.4!1+3!+2! = 584. 


4 . 175 求 满足 条 件 ”一 三 > = 二 的 整数 x,y 所 有 可 能 
TX 一 xy+y 7 
的 值 


《第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 


T(r+y) = 3(r ~ ry + yy). z QD 
设 P=r+y,g=x-y, 
| _ P+g _ 2-4 
则 并 Fy 7 
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襄 过 


名 责 小 


代 人 四 式 得 ”28p = 3(p? +392). © 
由 此 可 得 ,3 | p,p 是 非 负 整数 , 设 p = 3k,k 是 非 负 整数 ,代入 @ ,得 


代 28k = 3(3k? + 02)， 二 
#| 同样 ,3 1&. 设 & = 3m (m 是 非 负 整数 ). 代 和 加 得 
28m = 27m?* + g2， 
即 m(28 — 27m) = o2. 
因为 0 之 0， 


所 以 m(28 一 27m) 宇 0, 则 my = 0 或 m=1. 
若 m=0, 则 p=g=0,xr = y= 0( 舍 去 ). 
大 m = 1, 则 vc = 土 1,p = qq 三 4,y = 二 5 或 x = 5,y = 4. 
故 满足 条 件 的 数 对 (z,y) 是 (5,4) 或 (4,5). 本 
4， 176 求 出 所 有 满足 方程 5(xy + 2 二 zr) = 4.ryz 的 正 整数 
XY, 
(新 加 坡 中 学 生 数 学 竞赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 变形 为 





1 1 1 4 
一 + 一 + 一 = 一 
并 y 之 3 
不 妨 设 7Z 和 yy 和 zx, 于 是 ,我 们 有 
3 工 , 工 -4 
并 谍 y 之 5 
由 此 得 ”xz < 之 4. 
又 由 -< 工 + 工 + 工 -4 得 >1 
并 TX yy 之 9 
故 l<zr<4d 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
情况 1 当 ”x = 2 时 ,我 们 有 
21.1_4 1 3 
y y 之 5 2 10 
由 此 得 3<y<7. 
名 y=5， 则 >=10 
情况 2 当 ”xz = 3 时 ,仿照 情况 1 的 讨论 可 得 
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因此 2<y< 5. 
当 y= 3 或 y= 4 时 ,x 都 没有 整数 解 . 
因此 原 方程 的 解 共 有 12 组 : 
(2,4,20); (2,20,4); (4,2,20); (20,2,4); 
(4,20,2); (20,4,2); (2,5,10); (2,10,5); 
(5,2,10); (10,2,5); (5,10,2); {10,5,2). 
4. 177 ”证 明 对 每 个 自然 数 ”方程 
(x +Y3y)” = V1+Y3 没有 有 理 数 解 + 和 y. 
(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 设 存 在 有 理 数 x 和 yy, 满 足 等 式 
工 十 V3y 三 V1+Y3 ? 
于 是 (zx+y3y) =T+v3 ， 


巍 囊 潍 


证 六 


印 Xx:+3y -1- (1-2zy)yv3 . 
因为 数 x 和 y 是 有 理 数 ,而 V3 不 是 有 理 数 , 故 数 x 和 y 满足 方程 组 
1 — 2xy = 0， z (DD 
x+3y -1=0. © 
OX47r’, 得 47r14+12r’y: -4z2 = 3) 
由 四 得 4x“y=1 出 
将 田代 和 人 国 得 4z4-4z+3=10 矛 盾 . 因 此 , 当 ”= 1 时 ,本 题 的 


结论 成 立 . 
对 于 任意 自然 数 的 情况 ,如 果 存 在 自然 数 ”和 有 理 数 > 和 y, 合 
(x + VY3y)" = = V1+V3 
成 立 .那么 利用 二 项 式 定理 将 上 式 左 端 展 开 ， 就 可 以 知道 必 存在 有 理 数 
zl 和 yi ,使 等 式 
|] 十 V3yi = = V1l+ V3 
这 与 已 证 的 n = 1 的 结论 矛盾 .所 以 ， 问题 的 结论 得 证 


4 178 (a) 设 ”是 一 个 正 整 数 .证 明 : 存 在 不 同 的 正 整 数 x,y， 
z ,使 得 
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ly 
(5) 设 a,5b,c 是 正 整 数 , 且 4 与 5 互 素 ,c 或 与 a 或 与 5 互 素 . 证 明 : 
存在 无 限 多 个 不 同 正 整数 x ,y,z 的 三 元 数组 ,使 得 z 
24 十 沪 = x. 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[证 ] (a) 注意 到 1 + 3 = 22, 于 是 我 们 可 令 


2 
T= 2” .3"+!, 
y= n(n-1) 。37 ， 


v 一 yn -2n+2 。 37-1 


它们 满足 方程 x"+ y = xz"!+!. 
(5) 设 PEN,P 之 3,Q = P‘- 1 > 1. 如 果 给 定 方 程 - 
T+ = 


有 解 


那么 + = Q2+Q2， : 
“=P.=(Q+DE = Qel+ Qk， 





于 是 有 QQ”*+Q*= Ql + Qe 四 
ma = kc+1, 
如 时 有 nb = kc. 号 
ma = kc, 
或 nb= Rc 十 上 





那么 @ 式 成 立 , 从 而 原 方程 有 解 . 

.由 已 知 (a,5) = 1, 且 cc 与 a 或 5 互 素 ,车 c 与 a 互 索 , 则 (a,bc) = 
1, 此 时 我 们 来 证 明 方 程 组 @ 有 和 解 .事实 上 ,车 令 & = bt, 代 介 的 第 2 
个 方程 得 n = ct ,再 代 人 @ 的 第 一 个 方程 得 

ma = tbc +1, | 

由 于 (a, bc) = 1 因此 存在 大 于 1 的 正 整 数 mm 和 + 使 得 上 式 成 立 , 从 而 
说 明 方 程 组 @ 有 解 , 原 方程 有 形 如 的 解 . 
因为 (phc ,Ac +T) = 1, 所 以 mx 关 n, 从 而 及 关 yy. 因 为 (P,Q) = 
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1 ,所 以 zx 和 关 zy 天 > 从 而 形 如 由 的 解 中 zx,y,z 两 两 不 同 . 
“又 因为 己 可 以 是 任意 的 ,所 以 原 方程 有 无 限 多 个 形 如 @ 的 解 . 

故此 时 命题 得 证 . 

类 似 地 ,车 c 与 5 互 素 , 则 可 证 得 @ 有 解 ， 从 而 原 方程 有 无 限 多 个 
形 如 @ 的 解 . 

故 原 命题 在 任何 时 候 都 成 立 . 

4， 179 ”对 给 定 的 正 整 数 x, 求 出 一 切 正 整 数组 (n ,x,y), 其 中 
m,n 互 素 , 且 满 足 
2)m 一 (zry)”. 

(第 53 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 我 们 来 证 明 当 xm 是 奇数 时 ,方程 无 解 ; 当 mx 是 偶数 时 , 仪 


(区 十 了 


有 解 


(7 ,zy) = (m+ 1 .22 .22 
事实 上 , 若 (2 ,zy,y) 是 方程 的 解 , 则 由 算术 -几何 平均 不 等 式 可 得 
(xy)” = (x + yy)” > (2ry)”, 
因此 n>m. 


说 x ,y 中 含 素数 p 的 最 高 蜂 次 分 别 为 a,5b. 那么 (zy)" 中 合 案 数 pp 


的 最 高 党 次 为 n(a + 65). 
着 ae<pb, 则 (xz+y 2 中 含 p 的 最 高 宕 次 为 2am， 从 而 有 n(a+ 
6b) = 2am, 此 与 > 矛盾. 
同 理 , 乔 a > 0, 也 可 推出 矛盾 . 
因此 ,对 一 切 素 数 p, 都 有 a = 6. 故 得 
= y. 
于 是 原 方程 化 为 
(27x2)™ = x2, 
即 XT Im 
由 上 式 可 知 ,x 为 2 的 整数 次 宕 . 设 x = 2*, 则 
2(n — m)k = 
2nk = m(2k + 1). 
因为 (m,n) = 1,(2k,2k+1)=1, 
所 以 m=2k,n=2k+1. | 
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这 就 是 说 ,m 必 为 偶数 , = w+1,x = 22,y = 27 . 故 当 m 是 奇数 时 ， 
方程 无 解 ; 当 m 是 偶数 时 , 仅 有 解 


(nT,y)= (m+1, 22 ,22 ). 
4. 180， 试 确定 所 有 的 四 元 数组 (pi,p2,p3,ps)， 其 中 pi, p2, 
ps3; pa 都 是 素数 , 且 满 足 : 
(Dp < p2 < pa < ps; 
(2)pip2 + pap3+ p3pa + pap1 = 882. 
(澳大利亚 11 年 级 数学 竞赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 将 条 件 (2) 改写 成 
(pi+ pa)(p2r+ pp4)=2x3 x7, 
此 式 右 端 不 能 被 4 整除 ,因此 左 端 必 有 一 个 因 式 是 奇数 ,从 而 有 
pi = 2,p1 + p3 是 882 的 奇 因 子 . 
又 因为 “pi + p3 < pz + pa: 所 以 
pit+ ps < v882 < 30, 
从 而 2+ p3 € 13,7,9,21|, 
p3 € 15,7,19|}. 
若 p3=5, 则 p= 3,p;y+ pa=2xX3xXx7, 
pa 二 2xX3x7-3=3 双 (2x3x7-1) = 3x 人 41 不 是 素数 ,矛盾 . 
车 py 二 7, 则 py+ pa = 2X72= 98,p; = 3 或 5,p4 = 95 或 93 
都 不 是 素数 ,矛盾 . 
若 四 =19, 则 加 +p=2x3x7=42,3 委 轧 雪 17. 
当 ps = 3 时 ,ps = 39 不 是 素数 ,矛盾 . 
当 p, = 5 时 , py = 37. 
当 p, = 7 时 ,pq = 35 不 是 素数 ,矛盾 . 
当 p, = 11 时 , py = 31. 
当 ps = 13 时 ,ps = 29. : 
当 p, = 17 时 , ps4 = 25 不 是 素数 ,矛盾 . 
故 符 合 条 件 的 四 元 数组 有 
(2,5,19,37),(2,11,19,31),(2,13,19,29). 
4. 181 求 所 有 的 整数 对 (a,5), 其 中 a 之 1,5 之 1, 且 满足 等 式 
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(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 车 a = 1, 则 由 等 式 得 5 = 1. 

若 = 1, 则 由 等 式 得 a = 1. 

若 a .5 都 不 小 于 2, 此 时 ,我 们 令 


pp” 
t = 
a 
则 由 题 中 等 式 得 
a = (at)2, 
即 Q2 = at, 
1 一 as'-! 


显然 上 > 0. 如 果 2: 一 1 宇 1, 则 

t=a li>2(l+1i) ll1+{(2t:-1)=2:>1, 
矛盾 .所 以 21 - 1 < 1, 于 是 有 

0<z 上 <1. 


记 此 二 二 , 则 4 = 号 > 1 为 有 理 数 .由 题 中 等 式 得 


由 


ax = 如， 
即 a = 6, 
bk = 其 ， 
k= Ww”. 
如 果 & 委 2, 则 上 = 克之 1, 与 前 面 所 证 & > 1 刻 盾 .因此 > 2. 
设 - 
_£ 1 
一 0 万 ，9 和 N,(p,g) 一 1 , > 20. 
由 Q@ 式 可 得 


(之 ) = = ee 
d 


因为 上 式 右 端 是 整数 ,所 以 9 = 1, 从 而 点 是 一 个 大 于 2 的 自然 数 , 即 有 


k 之 3. 
着 5 = 2, 则 由 Q@ 式 得 


一 Jk-2 
二 2 ， 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 461 


襄 沙 


和 到 识 


3 





易 见 ,此 时 下 兴 3, 从 而 有 不 之 4. 另 一 方面 ,由 中式 可 知 
= (1+1)™>Cy+ C+ Ch 


1 +k -D+ 


-4 人 一 D2 || 1TD = 
由 于 上 式 中 等 号 当量 仅 当 有 = 4 时 成 立 , 因 此 我 们 有 有 = 4， 
a= b=2= 16. 
若 5 之 3, 则 
k= ?+2)? 守 1+2(k -2)= 2k-3, 
即 k < 3. 
故此 时 必 有 = 3, 代 人 得 
b = 3， 
a==3 = 27. 
综 上 上 所 述 ,满足 题目 等 式 的 所 有 正 整 数 对 为 (ec,2) = (1,1),(16， 
2),(27,3). 
4，182 ” 试 求 如 下 方程 的 所 有 正 整 数 解 (x ,y): 
x7*+y -Sry+5=0. 
(越南 国家 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 显然 二 和 y. 记 
SS 一 [zy) lx +y ~ Sryt+5= 0,7r,yE N,y> Il; 
S = {|i(r,y) lr +y -Sry+5=0,7r,yE N,r > yl. 
则 SUS 是 原 方程 的 正 整数 解 的 全 体 . 
如 果 z = 1, 则 y = 2 或 3. 同 样 地 ,如 果 y = 1, 则 z= 2 或 3. 所 
以 
(1,2)ES,(1,3) € S$; 
(2,1)E€ES,(3,1)€ES. 
如 果 (z,y) € S, 且 x > 1. 则 由 原 方程 得 
(y—- 7x) +5= 3ry 之 3.2.3= 18, 
(y— x) 之 13, 
y 一 工 之 4. 
此 时 ,车 4x 实 y, 则 有 


462 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





Sry= x +y+5Rr +4ry+5, 
r(y— x)5 
4X 和 9， 
r= 1. 
与 x > 1 节 盾 .因此 ,如 果 (x,y) €E S, 且 x>1, 则 有 4x < vy. 
由 于 zx-Sry+ y+5 
= y -Sy(5y~—~ x)+(5y— x)*+5 
= rz — Sr(Sr—y)+(5r— y)+5, 
因此 ,如 果 (xz,y) € S, 则 (y,5y 一 x) ES; 如 果 (x,y)E€ES, 且 x>1， 
则 (Sx 一 yz)E S. 
令 映 射 f; R* 一 R*,f((x,y)) = (y,5y 一 7 了); 及 映射 g:R? 一 R?， 
g((x,y)) = (5r — y,x). 
我 们 有 f(g((x,y))) = FSz 一 yzr) = (x,y), 
所 以 gzy)) = f(x,y)). 
由 上 面 证 得 的 结果 易 知 ,对 一 切 宇 1 
fl(1,2) € S, Ha(1,3)E S 
n] 一 (PC Ps。 ， 工 ， ,7 >>1, 见 过， 
其 中 大 AKC 广 )). 且 如 果 (z,y) E S 则 g((z,y)) 


€ Ss. 

由 此 可 知 ,对 于 任意 的 (z,y) € S,x > 1, 必 存在 一 个 宇 1, 使 得 
gi"((x,y)) = (1,2) 或 (1,3)， 从 而 有 (x,y) = fi"((1,2)) 或 
fi"1((1,3)). 因 此 

S = |(1,2),(1,3), fA"1((1,2)), A"1((1,3)),n € N}, 

= 1(2,1),(3,1) ,A(CA"((1,2))), ACF"((1,3))),n EN， 
其 中 he y)) = (y,7x). 所 求 的 全 部 正 整数 解 为 SU S“( 显 然 S 中 及 
S 中 所 写 出 的 元 素 是 两 两 不 同 的 . ) 
ar + by = 1, 

4. 183 ” 求 使 方程 组 50 

至 少 有 一 解 , 且 所 有 的 解 都 是 整数 解 的 实数 对 (ua ,b) 的 个 数 . 
(第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 方程 x? + y = 50 的 图 形 是 以 (0,0) 为 圆心 ,以 5 V2 为 半 

径 的 圆 ,ar + by = 1 的 图 形 是 一 条 直线 .题目 等 价 于 寻找 和 圆 有 交点 
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日 每 个 交点 都 是 整 点 的 直线 的 条 数 . 
在 圆 上 只 有 12 个 整 点 :(1,7),(1, -7),(- 1,7),(~ 1, -7),(5， 
5),(5,—5),(—5,5),(—5,—$),7,1),(7,—1),(—7,1),(-7,—1). 
过 其 中 一 个 整 点 ,并 与 圆 相 切 的 育 线 ,共有 12 条 ; 
过 其 中 两 个 整 点 的 直线 共有 C1, = 66 条 . 
以 上 两 类 直线 中 ,过 原点 的 直线 共有 6 条 .因为 过 原点 的 直线 不 能 
写成 ar + by = 1 的 形式 .所 以 不 包含 在 原 方程 组 中 . 
综 上 二 所 述 , 原 方程 组 中 az + by = 1 所 表示 的 直线 可 以 有 
12 + 66 -6 = 72( 条 ) 
因此 ,符合 题 中 条 件 的 实数 对 (a ,5) 的 个 数 等 于 72. 
4，184 ”对 每 三 个 正 整 数 x ,y,z, 设 
flryy,2) = [1+2+3++ (rt+y~-2)]- x. 
求 所 有 正 整 数组 (a ,5b,c,d), 满 足 
fla,b,sc) = flc,d,a) = 1993. 
(韩国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 设 (a,5b,c,a) 是 所 求 的 正 整数 组 ,那么 ,由 题 意 ,我 们 有 
f(a,b,c) = 1993, 
flc,d,a) = 1993. 


na 


因为 


f(x,y,z2) = (7 +y—2)(x+y—-1)-z, 
所 以 


] 
F(a+6-2)(a+b-1) -c= 1993, 


7(ctad-2)(ctd-1)-a = 1993. 
由 以 上 两 个 式 子 ,可 得 

(a+6-2)(a+65-1)-2c={(c+d-2)(c+d-1)-24, 
将 上 式 变形 为 

(at+b—-1) +(a-b+1l)=(c+t+d-1)Y+(c~-d+1), 
移 项 得 

(a+b-1)Y-(c+qdq-1)=(c-d+1)-(a-b+1), 
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即 
(at+tb+t+cta-2)(atb-c~-ad)=(c-a)+(b-4d), 


令 . 
M=atb+i+ct+d, Mz 二 4. 
将 上 式 改 写 为 
(a- A(M-1)= (4d ~ 6b)(M-—3) (2 
下 面 证 明 4 = 6b. 


用 反 证 法 .车 4d 关 65, 不 妨 设 5 < dd.( 当 > 了 时 ,可 完全 类 似 地 给 
出 证 明 .) 由 人 @ 得 
Q > C， 
因为 
(M-1)-(M-3)=2, 
所 以 M -II 与 M-3 的 最 大 公约 数 只 能 是 1 或 2. 
如 果 (M-1M-3) =1, 那 么 由 四 可 知 d -2 是 M -1 的 倍数 ， 
此 与 


娘 司 洲 


佛 沪 


M-l=a+b+c+d-l1>b+c+dqd>ad-b 
也 盾 ,因此 
(M-1,M-3) = 2. 


于 是 ,M - 1 与 M - 3 都 是 偶数 ,并 且 二 (M - 1) 与 立 (M - 3) 互 质 
由 @ 可 得 
1 _ 1 
(a 0). FM-D= (db) TM 3), 


由 此 可 知 d ~ 5 是 二 (M - 1) 的 倍数 ,。 ~ < 是 十 (M -3) 的 倍数 ,从 
而 4(a 一 c)(d - 0) 是 (M-1)COM -3) 的 倍数 .但 是 
(M— I)(M—-3)-4(a—-c)(a— 6b) 
= (M4M+3)-4(ad -cd -ab + be) 
= (a+b+ctd) -4(at+b+ct+d)+3-4(ad—- ccd-ab 
+ bc) 
= (a +6+c +d’ +2ac+2bd -2ab -2ad -2bc — 2cd) 
+8ab+B8cd—4(at+b+c+d)+3 
=(a-b+t+ec—-a)y+4dlatd -1)+6a-1)+c(ad-1) 


世界 数学 奥林匹克 解 题 太 辞典 465 





+d(c~1)j+3 
> 0, 这 又 得 到 一 个 矛盾 . 


代 故 必 有 ”45 = 4d, 从 而 由 名 得 a = ce. 
将 这 个 结果 代入 也 得 
Satb-2)(atb-1) -a= 1993， 
即 
(at+b—-2)(a+b -1) = 3986+ 2a, (3) 
显然 ， 


(a+b -2)(a+b -1) > 3986, 
注意 到 w+-2 和 a+2-1 是 两 个 连续 的 自然 数 , 并 且 62 x 63 = 
3906,63 x 64 = 4032 ,所 以 我 们 有 


a+b-2 之 03. 
男 一 方面 ,由 二 得 
(at+6-3)(a+6—2)= 3986 +2a ~ 2(a + 2 — 2), 
即 
(at+b~-3)(a+6b -2) = 3990 -26, 


(at+b-3)(a+6b -2) < 3990, 
注意 到 62 x 63 = 3906,63 x 64 = 4032 ,所 以 我 们 有 


a+b—-2< 03. ©) 
由 了 进 和 人 名 得 

a+b-2= 63, 
即 

a+b = 65. 


将 这 个 结果 代入 名 ,得 
63 x 64 = 3986 + 2a， 
于 是 ,我 们 有 
a = 23,68 = 42(a = cb = ad). 
因此 ,本 题 所 求 的 正 整数 组 只 有 一 个 , 它 是 (23,42,23,42). 
4。185 7 是 一 个 正 整数 . 求 方程 x” + y’ = 1994 
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(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 


[ 解 ] 当 n = 1 时 ,显然 原 方程 的 整数 解 为 
TO ad, 
1994 < 是 任意 整数 . 
当 nn = 2 时 ,方程 化 为 
z+ y = 1994. 
因为 奇数 的 平方 除 以 4 余数 为 1, 偶数 的 平方 除 以 4 余数 为 0,1994 除 以 
4 余数 为 2, 所 以 zx 和 y 都 是 奇数 .又 因为 完全 平方 数 除 以 和 余数 只 能 是 
0,1 或 4,1994 二 4(mod5), 所 以 x 和 y 中 恰 有 一 个 除 以 5 的 余数 是 0, 不 
妨 设 x 是 5 的 倍数 ,y 不 是 5 的 倍数 , 记 
x 二 5xj， Xi 是 整数 . 
因为 x 是 奇数 ,所 以 zl 也 是 奇数 .于 是 ,我 们 有 
(Szj) + y = 1994, 
25x1 < 1994, 
zf1 < 80, 
| zx! | 8. 
注意 到 zl 是 奇数 .因此 
x1E€ it+tl, 土 3, 士 $, 土 7 了. 
经 计算 可 知 ,zl = 寺 1, 土 3, 土 7 时 ,y 都 不 可 能 是 整数 ,不 合 题 意 . 
仅 当 zi = 十 5, 即 x = 土 25 时 , 代 人 方程 xz + x? = 1994 可 得 y= 二 +37. 
因此 当 ”= 2 时 , 原 方程 的 全 部 整数 解 有 以 下 8 组 : 


二 加 和 


高 过 























Xx = 25, r= 25, 二 一 25,， r=—25, 
y = 37; 了 三 一 37; y = 37; y =~ 37; 
eh 这 二 一 37， x 二 37， 过 三 一 37， 
y= 25; y 二 23; y = ~ 25; ?三 一 23. 


下 面 讨 论 坟 宇 3 的 情况 . 
若 n = 2m 守 4, 则 mx 宇 2, 此 时 原 方 程 可 化 为 
(x™*) + (y”) = 1994. 
因此 ,由 上 面 的 讨论 可 知 ,z 和 六 等 于 +25 和 +37, 此 与 37 是 质数 巴 
盾 . 故 nw = 2m 守 4 时 , 原 方程 无 整数 解 . 
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Ea 


如 果 为 不 小 于 3 的 奇数 时 ,满足 原 方程 的 整数 解 (z,y) 中 的 > 
和 都 是 正 整数 , 则 由 
za 十 多 二 1994， 
可 知 
TX 了 1,y 关 1， 
(否则 ,我 们 有 x = 1,y" = 1993, 矛 盾 ) 
从 而 有 x 宇 2,y 宇 2. 
又 由 区 闻 3 得 
7 + 将 + y3, 


TX 十 y 





宇 z -2y+y 之 zy 之 4. 
+ yy 


于 是 ,我 们 有 


Ty 


(zx + y): = 1994 = 2 x 997. 
TX+y 





注意 到 n 是 奇数 时 ,一 是 整数 , 且 
让 十 yy 


XT 十 ?1 
> > 4. 
TX 二 yy 


可 见 两 个 质数 2 与 997 的 乘积 等 于 两 个 大 于 或 等 于 4 的 数 的 乘积 ,这 显 
然 是 不 可 能 的 .因此 , 当 2” 为 不 小 于 3 的 奇数 时 , 原 方程 无 正 整数 解 . 
如 果 nn 为 不 小 于 3 的 奇数 时 ,满足 原 方程 的 整数 解 (x,y) 中 ,有 一 
个 是 零 , 则 另 一 个 的 n 次 方 等 于 1994 ,矛盾 .因此 ,z 和 y 都 不 等 于 0. 
如 果 为 不 小 于 3 的 奇数 时 ,满足 原 方 程 的 整数 解 (x,y) 中 ,有 一 
个 是 负 整 数 , 则 另 一 个 必 是 正 整 数 .不 妨 设 x 为 正 整数 ,y 为 负 整 数 . 
令 y 二 一 y , 则 y 为 正 整 数 .由 原 方程 得 
xz" 一 = 1994, z 
(ry +t sy + =2X997， 
显然 ,x 与 y 的 奇偶 性 相同 ,从 而 


rr-y 之 2. 





过 十 y 了 之 4， 


又 易 见 
ei + 0 十 和 和 十 ry™ 十 yl p> Fe > 3， 


因此 ,我 们 有 
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过 一 =2, 
lt ry + +t xy" + y”! = 997. 
代入 原 方程 ,得 
(y +2)”"— y" = 1994. 
如 果 此 时 n 不 是 质数 ,那么 必 有 
7 二 n1* n2;,71,12 都 是 大 于 1 的 奇数 . 


于 是 ， 
(y +2)212 一 yn52 = 2 x 997, 
即 
[Cy +2)m7— yi]: {Cy +2)"1]"2 t+ [Cy + 2)"]"2 “yi 
十 ， 十 (y "1)"2 1 
= 2 x 997, 第 
注意 到 997 是 质数 ， 3 
(y +2) 一 yy 它 22 之 8， 程 


[Cy +2)m]"2 t+ [Cy +2)m]" y+ + (y "1)"2 tl 
之 [(y +2)"]"! > (3)3! = 36. 
因此 ,2x997 等 于 一 个 不 小 于 8 的 数 与 一 个 不 小 于 3 的 数 的 乘积 ,这 显 
然 是 不 可 能 的 ,所 以 n 是 质数 . 
由 于 ”是 奇 质数 ,因此 组 合 数 CO = 1,2,…,n 一 1) 都 是 的 倍 
数 , 从 而 存在 正 整数 &, 使 得 
(y +2)7— y= (y+nk+2")—-y”= nk+2", 
由 费 马 小 定理 知 
"二 2 (mod n), 
所 以 
(y +2)2 一 yn 三 2 (mod n), 
1994 三 2 (mod nn), 
1992 皇 0 (mod n). 
即 1992 是 奇 质 数 ”的 倍数 . 又 因为 
1992 = 2 x 3 x 83, 
所 以 n= 3 或 n = 83. 
在 ?=3, 则 
(y +2)3— y= 1994， 
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SK 此 六 





y*+2y -331 = 0. 
上 述 方程 显然 没有 正 整数 解 y . 因此,n = 3 时 原 方程 无 整数 解 . 
若 x = 二 83, 则 
(y +2)3— y= 1994 
但 
(y +2)3— y®3 > 283 > 1994, 
所 以 n = 83 时 , 原 方程 也 没有 正 整 数 解 . 
综 上 所 述 , 原 方程 的 全 部 解 为 : 





























2 一 工时 ， 
工 二 Q) 
y= 1994 a， a 为 任意 整数 ; 
n 二 2 时 ， 
T= 29， T= 03， Tr 二 ~ 25, > 二 一 25， 
y = 37; 尺 二 一 了 37; y = 37; y ==~ 37; 
过 二 37， 这 一 一 37， 过 一 37， 二 一 37， 
y= 2; ly= 25; y=~25; ly =~25. 
n 之 3 时 ， 
无 解 . 


4. 186 pp 为 整数 , 试 证 : 
x*—2r- (10p*+10p+2)=0 
无 整数 解 . 
(第 3 届 澳 门 数 学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 将 原 方程 化 为 
xr(zr -2)=2l5p(p+1)+1]. 
易 知 ,x 为 偶数 ,从 而 左边 是 4 的 倍数 .但 右边 不 是 4 的 倍数 , 故 原 方程 
无 整数 解 . 
4，187 p 是 一 个 质数 , 求 方程 
六 
的 全 部 正 整 数 解 (x,y, >, zp). 
《保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 如 有 果 (xz,y,x,p) 是 一 组 满足 题目 条 件 的 正 整 数 解 ,那么 由 
于 访 是 质数 , 必 有 
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(zy) = fF, 

这 里 上 是 一 个 非 负 整 数 . 今 
r= pr'ry= ey, 

这 里 xz” ,y” 是 两 个 互 质 的 正 整 数 . 代 人 原 方程 得 
r* Fy* 一 p* 2， 


显然 上 式 左 端 不 小 于 2, 从 而 z -kp 是 一 个 正 整数 . 令 


2 = z—kp, 
代入 得 
rr ty =p. 中 
上 式 的 形式 与 原 方 程 的 形式 完全 一 样 ,只 是 上 式 多 了 一 个 辅助 条 
件 x*,y* 互 质 . 


姓 生生 


由 名 及 x",y* 互 质 可 以 推出 x* 不 是 p 的 倍数 ,y* 也 不 是 p 的 
倍数 . 
当 p = 2 时 ,方程 @ 变 为 

x” ty” = 2 ， 
由 上 面 的 讨论 知 ,x" ,y” 都 是 奇数 .于 是 ,有 

zr* =1 (mod4),y =1 (mod4) 


内 


因此 

zr 十 vy = 三 2 {mod 4)， 
故 得 

z ”= 1. 


代入 得 
. 本 J. vy -2, 
从 而 有 x*=i,y”=1. 
利用 我 们 关于 Xx YY ) 的 定义 ， 即 得 p 一 2 一 2*,y = 2*, 
> 二 2k + 1,k 是 非 负 整数 . 
当 质 数 p > 2 时 , 即 p 是 奇 质 数 时 ,由 于 xz* + y* 可 以 整除 x* + 


”“ ,因此 由 方程 四 知 ,z* + y* 可 以 整除 产 ,从 而 存在 正 整数 1* ,使 


pr 


世界 数学 奥 林 岂 克 解 题 大 辞典 , 471 





尝 普 访 


从 而 有 
并 ”十 y 之 3， 
因此 可 知 
zx* + y* >x +y. 
将 代入 中 ,得 
加 四 (2 2 pr ， 
展开 上 式 左 端 第 二 项 ,并 注意 p 是 奇数 ,得 


其 国 _ 并 x 区 p—2 
pe _ C) 。 p's 1)+ ”十 -一 Cs, 2p2 工 * 


一 * Pp_ 


一 pr , 
注意 到 p 是 奇 质 数 , Ci(i = 1,2,…,p 一 2) 都 是 p 的 倍数 ,从 而 上 式 左 
端 除了 最 后 一 项 外 , 其 余 各 项 都 是 px + 的 倍数 , 而 最 后 一 项 只 是 


pr 1! 的 倍数 ,因此 上 式 左 端 是 jy *! 的 倍数 ,但 不 是 p '? 的 倍数 ,由 
上 式 即 得 
六 一 了 十 1 ， 


- 代 人 四 得 
Z ”十 y”= p: 71, 他) 
和 = = pz ty 
代 和 人 中 得 
rz” ty = p(x +y’). 4) 


用 数学 归纳 法 容易 证 明 当 a 为 不 小 于 2 的 正 整数 时 ,对 于 任何 不 
小 于 3 的 正 整数 ，， 
ci > 7 
(事实 上 ,n = 3 时 ,ao = a’ 之 4 > 3. 设 对 某 个 n 有 a”!> nn, 于 是 
at+b 一 CQ al> oz27 > n+ 1). 
由 这 个 不 等 式 可 知 , 当 x* 宇 2 有 日 y* 宇 2 时 ,有 
re > py > pp， 
因此 


其 其 ¥ xe 


其 I 其 其 
本 ty 二 + + y +*y > plrx t+ y) 
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此 与 @ 矛 盾 , 所 以 ,x*" 和 y* 中 至 少 有 一 个 为 1. 由 方程 @ 的 对 称 性 ， 
不 妨 设 

Z 二 1. 
代入 国 和 由 得 
l+y = 


1+y = p(l+y”). 


“ -1 
3 





BD 


y = -1 


y” -py =p-1. 
由 @ 可 知 ， 

y 1p-1, 
结合 @@ 可 得 

z —1=1, 


© OQ 





因此 

zz” 二 2, 

vy” =p-1. 
代入 @@ 得 

(p-1)?- plp-1)=p-1, 

(p—-1)?*=(p-1)(p+1), 

(p—1)?*!l!= p+1. GO 
显然 ,p = 3 是 @ 式 的 一 个 解 . 当 p 宇 5 时 ,不 难 用 数学 归纳 法 证 明 

(p-1)r* >p+1,p 之 5 时 . 
(事实 上 ,44 > 6. 若 对 某 个 有 有 (一 1)*1>k+1, 则 胸 > 天 (一 
1) 1>k(k+1)>k+2). 
因此 必 有 

p= 3, 

y =p-1=2. 
由 我 们 关于 x*,y* ,z*” 的 定义 及 对 称 性 ,可 得 p= 3,x = 3*,y= 2: 
3*,z = 3k + 2,k 是 非 负 整 数 ,或 p = 3,x 2.3*,y = 3*,z = 3k+ 
2,& 是 非 负 整数 . 

经 检验 ,我 们 在 上 面 得 到 的 解 都 适合 原 方程 . 
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人 议 党 


钴 加 四 





can 


因此 , 原 方程 的 所 有 解 为 


x = 2*, 工 二 3*, + = 2.3*, 
y = 2*, y = 2.3*, y = 3*, 
z= 2k+1], z= 3k+2, > 二 3k+2, 
p= 2; p=3; p= 3. 

其 中 下 为 任意 非 负 整数 . 


第 7 节 应 用 题 


4. 188 求 所 有 满足 如 下 条 件 的 三 位 数 ; 它 除 以 11 所 得 的 商 等 于 
它 的 各 位 数字 的 平方 和 . 
(第 2 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 设 所 求 的 三 位 数 为 
n= 1l00a+ 10b+ec 
其 中 b,c € 40,1,2,3,…,9| ,a € 11,2,.…,9|. 
n 能 被 11 整除 的 充 要 条 件 是 a。 一 5 + c 能 被 11 整除 ,由 于 
-8 三 a-b5b+c 世 18, 
于 是 只 有 aa -+c=0， 
a—b+t+c=11. 
又 由 题 意 100a + 105+c=11l(al+6b + ce ). 
分 两 种 情况 讨论 : 
、 a—b+c= 0, 
情况 1 解 100a + 106+c= Ta 二 + b+ c’). 
由 中 得 = ec<+ec， 
代入 加 ,得 ”100a + 10(a+c)t+ec= 1lfa*+(a+c)+e], 
11(10a + c) = 11(2a* + 2ac + 2c2), 
l0a+c = 2a +2ac 十 2c2， 
2a*+2(c -5)a+2c2—c=0. (4) 
考虑 判别 式 ”A = 4(c 一 5)* ~ 8(2c* -cc) 守 0,， 


BOO 


得 


二 CA 
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c=0 或 c=1. 
但 由 10a +c = 2a2+2ac+2c2， 
可 知 ,c 为 偶数 ,因此 只 有 c = 0. 
将 c =0 代 入 四 式 ,得 
2a“2 — l0a = 0. 
但 aa 天 0, 故 得 a = 5. 
又 由 bp 二 a+c 得 b=5 
于 是 得 到 三 位 数 550. 
a~b+c= 11, 
稍 咒 2 解 100a + 108 +c = 11(e2 + 02 + cc). 
由 人 得 b=at+c-1il, 
代入 名 得 z 
100a + 10(atc—-11)+t+c= 1ifat+(atc—11)+tce?], 
化 简 整理 得 


2a* +2(c ~ 16)a +2c* + 131— 23c = 0. © 
于 是 ,判别 式 ”A = 4(c -16)?* ~ 8(2c? + 131 -23c) 守 0, 
即 -3c*+14c-6 守 0， 
故 < 


由 于 c 是 非 负 整数 ,因此 

c= 1,c=2,c = 3,c = 4. 
由 @ 式 可 以 看 出 ,c 一 定 为 奇数 ,所 以 c = 1 或 。= 3. 
将 c = 工 代 和 人 轿 式 , 得 2c -30a+110 = 0， 


即 a* ~- 1l5a+55= 10. 
解 得 a - 与 二 忆 ,与 。 是 正 整数 乞 盾 
将 c=3 代 和 人 四 式 ,得 a--134a+40=0， 
解 得 al 二 8 或 a, = 5. 


由 20=a+c-1ll 得 ”65 = 0 或 5。= 一 3( 不 合 题 意 , 舍 去 ). 
于 是 所 求 的 三 位 数 为 803. 
综 上 所 述 ,满足 条 件 的 三 位 数 有 两 个 :$S30 和 803. 
4，189 有 个 不 准 的 双 盘 天 平 , 尽 长 不 等 , 盘 重 不 等 .三 个 重量 不 
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二 三 梁 





台 滋 三 


同 的 物体 A .BC 逐个 用 它 来 称 . 当 把 它们 放 在 左 盘 时 ,各 称 得 重量 为 
Ail, Bi,Ci; 当 把 A,B 放 在 右 盘 时 ,各 称 得 重量 为 A,, Bs. 试 用 Ai, Bi， 
C1, A2z,Bz 的 式 子 表示 物体 C 的 真实 重量 . 
(第 9 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
{ 解 】 设 天 平 的 左 辟 长 [1, 右 臂 长 i,; 天平 的 左 盘 重 mi , 右 盘 重 

m2. 据 题 意 有 

(A+ ml = (4 +72)72， 

(B+ zl) = (BI + m2)1;, 

(C+ ml = (Ci + m2)1, 

(A2+ mi)li = (A + m2)L,, 

(B+ mi)ly = (B+ m2) ly. 
记 m212 一 81V1 三 ,将 上 面 方程 组 整理 得 


All = Ail> 十 天 ， 个 
BO = Bil> + k, OD 
Ci 三 Cii2 十 上 到， 人) 
Azlil = Al, + 上, (4) 
Bli = Bl, +k. G) 
由 中 -名 @ 得 (A— B)L 一 (A1 ~ Bi)i,, 
由 由 - 包 得 (A, -Bi = (A - B)L,, 
所 以 有 (不 妨 设 A > B) 上 = /Bl 
l» AAA 一 DB © 
ll 
A + A, 一 
由 四 图 得 4 At+40 
lit+ /i Ll 
+1 
2 
将 @ 式 代入 上 式 后 整理 得 
A MAYA B+A, vA -Bl 四 
VAI-Bi+ VA-B, 
由 .得 C=(C -AD .+A 
1 
将 @.@ 代入 上 式 即 得 


476 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 矢 





C= (C,-A,) /A,— B, Ai vA- B+ A,vVAil-- Bi 
4 一 Bi VA4I-BI+ VA,— 8B, 
4 190 ”求证 :不 存在 这 样 的 整数 ,把 它 的 首位 数字 移 到 末 位 之 
后 ,得 到 的 数 是 原 数 的 两 倍 . 
(第 17 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 设 存 在 这 样 的 整数 , 它 的 首位 数字 是 a ,其 余数 字 组 成 的 数 
是 x,x 有 上 位 数字 ,并 且 


i0x+a = 2(a x 10*+ zx). 


则 8x = a(2 x 10* ~ 1), 
“ 妓 8x = 199…9， 24. 
个 9 
可 见 a 是 8 的 倍数 , 故 a = 8. 于 是 第 
x = 199.…9. 4 


a 
此 与 x 有 上 位 数字 矛盾 , 故 原 命题 得 证 . 
4. 191 ”将 两 个 整数 的 和 、 差 积 及 商 相 加 得 450, 求 这 两 数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1946 年 ) 
[ 解 ] 设 这 两 个 整数 为 x ,y, 则 


(rt) + ry) try +t = 450, QD) 
由 中 得 、 为 整数 


将 方程 @ 变形 为 (+1) = 450. : © 
注意 到 450=1x2x3x3x5x5, 
于 是 由 方程 @ 可 得 未 知 数 x 与 y 为: 
(28,14),(100,2),(72,4),(~ 32, — 16),(— 200, ~ 4)， 
(— 108, -6),(- 900, — 2). 
4，192 求 这 样 的 三 位 数 , 它 等 于 各 位 数字 的 阶乘 的 和 |. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[ 解 ] 设 M = abc = 100a+10b+ c 是 所 求 的 三 位 数 .由 题 意 ,得 
abc=al+b!l+e! (QD) 
对 【9 的 左右 两 边 进行 分 析 , 考 虑 到 
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人 访 


41 = 24,5! = 120,6! = 720,7! = 5040, 
可 以 断定 M 的 三 个 数字 中 任何 一 个 都 不 超过 6. 因 此 M 不 超过 666. 由 
此 可 知 , M 的 每 个 数字 都 不 超过 5. 由 等 式 @, 数 al+651+ cl 应 为 三 位 
数 ,所 以 a,5,c 中 至 少 有 一 个 数 等 于 5, 否 则 a!l + bl+c!l 志 41++41+ 
4! = 72 小 于 任何 三 位 数 . 
从 所 得 的 a,5,c 的 范围 可 得 
al+b!l+cl5t+5l+5!= 360. | 

此 时 ,从 等 式 得 所 求 的 数 M = ab 二 360. 所 以 a 声 3. 

不 难 证 明 a = 1. 事实 上 , 当 a = 3 时 , 等 式 @ 左边 的 数 大 于 
300(3& > 300) 因为 6 或 c 中 有 一 个 数字 等 于 5, 而 右边 的 数 不 超 过 31 
+ S$! 十 $1 = 246, 即 小 于 300. 因 此 当 4a = 3 时 ,等 式 Q@ 不 成 立 . 

如 果 a = 2, 那 么 要 使 等 式 由 成 立 ,必须 有 2 = c = 5, 因 为 在 相反 
的 情况 下 ,等 式 Q@ 的 右边 的 数 

al+bl+c!l<21+51+4!= 146<25 = M. 

经 检验 可 知 , 对 a = 2,5 = c = 5, 等 式 人 不 成 立 . 因 此 “< = 1. 此 
时 从 等 式 中 的 右边 可 知 ,5,c 中 只 有 一 个 数字 等 于 $, 否则 等 式 就 不 成 
立 . 因 为 

al+pl+cl=1l+5I+5=241>1=M 

数字 5 不 可 能 等 于 $, 因 为 在 相反 情况 下 ,将 有 

ar+p+cl 和 11+S1I+41= 143< 1Sc = NM 

因 a = 1,c = 3. 为 了 确定 数字 5 ,等 式 四 化 为 165=1!+6b! 
+S! 即 125 ==121+ 81 
为 了 使 该 式 成 立 , 数 12 1+ 51 的 末 位 数 必须 等 于 $, 而 这 只 有 在 0 = 4 
时 成 立 . 

所 以 ,所 求 的 数 M = 145. 

4，193 设 r,y,z 是 三 个 不 同 的 自然 数 , 按 上 升 的 次 序 排列 , 且 
它们 的 倒数 之 和 仍然 是 整数 , 求 x， 了 之 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1918 年 ) 

[ 解 ] 本 题 是 求 这 样 的 正 整数 zx,y,z,a, 使 得 > 芭 y<&, 
且 工 + 二 + 工 - Q 中 


I y 2 
由 于 对 任何 +,y, 之 ,都 有 
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这 时 方程 中 变 成 
从 而 有 ”二 < 工 < 二， 
y 2  y 

2<y<4, 因 此 = 3. 


最 后 ,由 方程 


可 求 得 x = 6. 
本 题 只 有 惟一 解 :a = 1,x = 2,y = 3,z = 6. 
4. 194 一 本 书 的 页 号 为 1 至 n, 在 把 这 本 书 的 各 页 号 累加 起 来 
的 时 候 , 有 一 个 页 号 被 错误 地 多 加 了 一 次 ,结果 ,所 得 到 的 错误 的 和 为 
1986 , 问 这 个 被 多 加 了 一 次 的 页 号 是 几 ? 
(第 4 届 美 国 数学 洲 请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 & 是 被 多 加 了 一 次 的 页 数 , 则 0< 有 < 7 +1. 


艾 1+2 二 十 7 刀 1+2+ 十 天 十 天 
<<1+2 十 … 十 天 十 《7 十 工 )， 

即 TD < 1986 < (+ DAn+2) 

2 3 

所 以 n{nt+1) < 30972 < (n+t+1)(n + 2). 


显然 ,n 是 稍 大 于 60 的 数 . 
n= 61 时 ,n(n +1) = 61 x 62 = 3782 < 3972, 
(n+1)(n +2) = 62x 63 = 3906 < 3972, 
所 以 n 关 61. 
n= 62W 时 ,n(n + 1) = 62 x 63 = 3906 < 3972, 
(n+1)(n+2) = 63x64 = 4032 > 3972, 
于 是 2 二 62. 
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证 沁 


姓 加 注 





因此 太 = 1986 一 


即 多 加 了 一 次 的 页 号 为 33. 

4，195 ”从 高 为 300 米 的 陡峭 的 峭壁 上 接连 落下 两 滴水 滴 . 当 第 
一 滴水 滴 下 落 了 0.001 毫米 时 ,第 二 滴水 滴 开 始 下 落 . 问 当 第 一 滴水 滴 
到 达 峭 壁 的 山脚 时 ,两 滴水 滴 之 间 的 距离 是 多 少 ( 答 案 要 求 精确 到 0.1 
上 毫米; 不计 空气 阻力 )? 


62 X63 
= 


六 


( 印 牙 利 数学 奥林匹克 ,1901 年 ) 
[ 解 ] 设 4a 是 当 第 二 滴水 滴 开始 下 落 时 两 滴水 滴 之 间 的 距离 , s1 
和 s; 分 别 是 当 第 一 滴水 滴 到 达 山 脚 时 第 一 滴水 滴 和 第 二 滴水 滴 所 走 
过 的 距离 . 坷 距 离 d,s 和 和 $2 分 别 是 水 滴 在 时 间 Til 和 和 ll 一 内 走 过 
的 , 则 


a , 


ih 


= ~ 2 


$52 二 加 | /1231 zj = SI 一 2 ww5IC td 


即 51 一 52 三 二 /ma- 
在 本 题 中 ,4 = 0.001 训 k = .300000 毫米 ,所 以 s1 一 $2 二 34.6 上 毫米 
4，196 ”在 水 平面 上 ,三 个 点 和 天 线 的 基点 相距 100 米 ,200 米 ， 
300 米 .从 这 三 点 测 得 天 线 的 视角 的 和 为 90" ,天 线 的 高 等 于 多 少 ? 
( 印 牙 利 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[ 解 ] 设 天 线 高 x 米 . 和 天 线 基点 相距 100 米 ,200 米 和 300 米 的 
后 对 天 线 的 仰角 分 别 为 ,8,7. 则 


-到 
| 


tga = tgp = < 
8 io0’ 300’ 87 “7 300° 
因为 a+ 8+ y= 90°, 所 以 


tgy = = tg[90° ~ (ec + 8)] 


Zz 
300 
1 
有 
1], 
_1-tge'tgB 100 200 
tga + tgp Zz 
100 ”200 
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100 x 200— x* 
300x 
:因此 2x = 100 x 200, 而 x > 0, 所 以 x = 100 米 . 
4，197 ” 试 证 :如 果 a,65,c 是 三 角形 的 边 长 ,a,B,Y 是 它们 所 对 
的 角 , 且 
al 一 2cosae)+p(1-2cosp8)+c(1-2cosy) = 0, 则 这 样 的 三 
角形 是 等 边 三 角形 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 设 民 为 三 角形 的 外 接 圆 半径 ,根据 正 弱 定 理 
a=2kFksna,p=2Rsinpgc = 2Rsiny. 
题 中 条 件 所 给 的 等 式 可 以 变 成 
sina(l1 — 2cosa) + sinB(1 - 2cos8) + siny(1 - 2cosy) = 0， 
即 sina + stng + siny = sn2au + sin28 + sin27 人) 
利用 a+ B+Y= x 和 2a +2B+2y = 2r;,0 式 左右 两 边 分 别 变 


只 副 和 


总 3 


为 
sina + sind + siny 
= {sina + sinB) + sin|x — (a + B)] 
= (sina + sinB) + sin(a + 8) 




















a+B a-—-8p .a+pB a+p 
一 、 、 十 9。 
2sin 3 COS 2 2sin 7 C 7 
十 一 十 
= 2sin TF (eos +e st) 
= 4sin( 工 -之 jos 人 cos 
= 4sin 3 7 cos 7 cos -7 


一 4cos 了 cos boos ; 
和 sin2da + sin2B + sin27 
= 2sin(a + B)cos(a — B) +sin27 
= 2siny[cos(a — 8B) + cosy] 
= 2sinyl cos(a — B) — cos(@a + B)] 
= 4sinasinBsiny 


. a. 8. YY a 
= 4 Xx Bsin — sin — sin — cos -cos cos -一 . 


2 2 2 2 2 2 
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9 


a 有 也 ， 0 Bb 7 . A 
因为 5 7 是 锐角 ,所 以 cos 7 C08 7 C08 7 关 0, 因 此 等 式 a 变 成 


QQ， 有 YX 
8 Sn Sn Sn ©O 


将 (2 式 看 成 是 任 一 个 半角 的 方程 ,例如 看 成 是 关于 sin 一 的 方程 ， 
因为 














Sin sin sin 六 
= = (ese OS 2 sin 
2 2 2 2 
= 了 (es 人 -sa jsin > 
2 2 2 2 
所 以 @ 式 变 成 二 次 方程 
sm nfsin + =0 (3 
自 于 方程 @ 的 根 应 该 是 实数 ,因此 它 的 判别 式 co? “一 1 之 0 





但 余弦 的 绝对 值 不 大 于 1, 所 以 
22& 一 有 
2 





COS 一 工 ， 


由 此 得 出 a。= 8 和 方程 @ 有 重 根 
7 1 


sm -7 92， 
所 以 y = 本 ,于 是 可 知 c = 8= y = 本 
4. 198 试 证 数 x = ctg22.5" 是 二 次 方程 的 根 , 而 数 wv = 


一 a 是 4 次 方程 的 根 , 且 两 个 方程 的 系数 都 是 整数 ,最 高 次 项 的 系 
数 等 于 1. 





( 印 牙 利 数学 奥林匹克 ,1901 年 ) 
[证 ] 角 22.5 是 直角 的 四 分 之 一 ,可 用 下 面 的 方法 作出 :在 等 腰 
直角 三 角形 ABC 的 直角 边 CA 的 延长 线 上 从 顶点 A 往外 作 线 段 AD = 


AB ,连接 点 DD 和 8B, 在 等 胖 三 角形 DAB 中 ,人 人 D = 六 之 BAC. 这 就 作出 
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了 直角 的 四 分 之 一 . 8 
若 将 人 ABC 的 每 一 直角 边 的 长 度 取 为 


1, 则 
DA = AB 
( > D 
~ VAC+ BC = 2, z 
DC = DA+AC= v2+1, 
目 
DB = VDC+BC = V (2+1)+1= V4+2Y2. 
由 此 即 得 
1 -utg22.9 = +l 
BC 人 
1 DB 
,= Vv 四 
" sin22 .人 BC 4+2Y2 方 齐 
因此 (u ~ 1)* = 2, OD 程 
v* 二 4+2Y2, 即 (vw? -4)*= 8. OO 


将 (D 和 四 去掉 括 号 化 简 , 即 得 方程 
u 2u-1=0,v—-8v+8=0. 

4. 199 ”一 辆 汽车 从 〇 点 出 发 沿 一 条 直线 公路 行驶 ,其 速度 久保 
持 不 变 . 汽 车 开动 的 同时 ,在 距 O 点 为 a 、 距 公路 线 为 5 的 地 方 有 一 个 
人 骑 自 行车 出 发 , 想 把 一 封 信 递 送 给 这 辆 汽车 的 司机 . 问 骑 自行 车 的 人 
至 少 必须 以 多 大 的 速度 行驶 ,才能 实现 他 的 愿望 ? 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 

[ 解 ] 我 们 设 5 > 0. 若 5 = 0, 说 明 骑 自行 车 的 人 位 于 公路 线 上 ， 
问题 的 解答 是 显然 的 . 

设 M 是 骑 自行 车 的 人 所 在 的 点 ,S ， 四 
是 骑 自 行车 者 同 汽 车 相遇 之 地 ， 设 
了 MOS = a,t 是 骑 自 行车 的 人 从 出 发 到 9 
相遇 所 花 的 时 间 ,xz 表示 自行 车 的 速度 . 
在 全 MOS 中 ( 见 右 图 ),OS = vt,MS = 
zt,OM = ua, 一 MOS = uv. 应 用 余弦 定理 得 


Tt = a + vt — 2avteosa, 
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内 站 六 
| 
I 
Uw 
混 


z2 = alS?— 2aveosa* S+w 
= (aS - vcosa)? + vy ~ vcos’a, 
= (aS — vcosa) + vsin’ a. QD 
要 求 出 正 数 S 的 值 , 使 正 数 x ,即使 zz 取 最 小 值 ,分 两 种 不 同情 形 
讨论 : 
情形 1 cosa > 0, 也 即 a 是 锐角 .由 人 @ 式 知 , 当 aS 一 vcosa = 0 时 ， 
也 即 为 





时 ,x 取 最 小 值 xwn, 并 且 


E 


Xiin = vsin’ a ,xmn = wsina = 


情形 2 cosa 志 0, 也 即 a 是 直角 或 钝 
角 . 这 时 ,不 存在 骑 车 人 赶 上 汽车 的 最 小 速 “ 
度 ,这 是 因为 S 越 接近 于 零 , 也 即 : 越 大 ， 
则 <S - vcosa ,因而 x* 取 值 越 小 . 当 +t 无限 
增 大 时 ,S 趋 于 零 ,由 @ 式 可 见 ,x 将 趋 于 


TU, 





下 面 我 们 用 图 形 来 解释 本 题 的 结论 . 图 4 
当 w < 90" 时 (图 a), 自 行车 最 小 速度 vsina. 骑 自行 车 的 人 赶 上 汽车 所 


用 的 时 间 是 + = 志 = 一 < 一. 因此 , 骑 车 人 赶 上 汽车 所 走 过 的 距离 MS 


UCOSG 





. wu ya ， 
= Sna * 二 atga. 这 就 是 说 ， 
UCOSa 


OMS = 90", 即 骑 车 人 必须 沿 与 直 多 
线 OM 垂直 的 直线 追赶 汽车 ， 
当 w 之 90* 时 (图 b) , 骑 车 人 必须 “ 


人 
NY 
比 汽车 行驶 更 长 的 路 程 . 因此 ,只 有 


当 骑 车 人 的 速度 超过 汽车 速度 时 ,他 图 4 
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才 可 能 赶 上 汽车 .但 ~OMS( 一 OMS = 8) 越 大 , 则 自行 车 与 汽车 两 者 
速度 之 差 则 越 小 . 如果 骑 车 人 的 行车 路 线 (直线 ) 与 线段 OM 的 夹 角 充 
分 地 接近 180” - a, 那 么 这 个 速度 差 将 充分 小 . 

4， 200 ”一 场 舞 会 有 42 人 参加 . 女士 A 与 7 个 男 舞 伴 跳 过 舞 ， 
女士 4; 与 8 个 男 舞 伴 跳 过 舞 …… 女士 A, 与 所 有 男 舞 伴 跳 过 舞 . 问 舞 
会 上 有 多 少女 士 和 男 舞 伴 ? 

(波兰 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 】 设 舞 会 中 有 个 女士 ,于 是 男 钴 伴 的 人 数 为 42 一 .第 个 
(1 上 世 1) 女士 与 & + 6 个 男 舞 伴 跳 过 舞 .因此 第 个 女士 与 n+6 
个 男 舞伴 跳 过 有 舞 . 据 已 知 条 件 , 男 舞伴 的 人 数 为 n + 6. 于 是 n+6= 42 
一 7n. 解 之 得 n = 18. 故 舞会 中 有 18 位 女士 和 42 - 18 = 24 个 男 舞 伴 . 

4 .201 (1) 要 加 多 少 沸 水 到 a 升 i1 僻 的 水 里 ,才能 得 到 zC 的 
水 (1 < 100T )? 

(2) 如 果 测 量 所 得 的 近似 数值 为 ; 

a=3.641 升 ,站 =36.7f,b = 57.4 和 ,那么 要 加 多 少 升 沸水 ? 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1961 年 ) 

[ 解 】 (1) 设 加 沸水 x 升 ， 

则 有 cc. x(100 一 2) = ca(zs 一 1)(c 为 比 热 )， 

\ a(t2>~ {11) 
所 以 xz= 0 
(2) 当 a = 3.641 升 ,t| = 36.7C ,1, = 57.4C 时 ， 
3.641 x (57.4 — 36.7) 
二 00-574 = 1.769( 升 ). 

4，202 ” 甲 城 有 157 吨 货 物 要 运 到 乙 城 , 大 卡车 载重 量 为 5 吨 ， 
小 卡车 载重 量 为 2 吨 , 大 卡车 耗 油 量 为 20 升 ,小 卡车 耗 油 量 为 10 升 , 问 
各 用 多 少 辆 大 卡车 .小 卡车 , 耗 油 量 最 少 ? 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 

[ 解 】 用 大 卡车 运 货 耗 油 量 是 4 升 / 吨 ,用 小 卡车 运 货 耗 油 量 是 
5$ 升 “ 吨 , 故 要 使 耗 油 量 最 少 ,就 必须 尽 可 能 安排 用 大 卡车 运 ， 

157 被 5 除 , 商 是 31, 余 数 是 2, 所 以 用 31 辆 大 卡车 ,1 辆 小 卡车 运 
贷 , 耗 油 量 最 少 . 


4 203 ”有 甲乙 两 煤矿 , 甲 煤矿 每 克 煤 燃烧 时 放出 4 卡 热 , 乙 煤 
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外 三 梁 


议和 





rm 





矿 每 克 煤 燃烧 时 放出 6 卡 热 ,在 产地 每 吨 煤 的 价格 为 : 甲 煤矿 为 20 元 ， 
乙 煤 矿 为 24 元 .已 知 : 甲 矿 煤 运 到 NN 城 ,每 吨 运 费 为 8 元 . 如 果 要 把 乙 
矿 煤 运 到 N 城 ,每 吨 运费 多 少时 比 从 甲 矿 运 出 去 合算 ? 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 

[ 解 ] 设 乙 煤 矿 到 N 城 每 吨 运费 为 x 元 时 ,成 本 与 甲 煤矿 一 样 

依 题 意 有 : 
(20 + 8): (24+x)=4:56, 
_ 28 x6 x 6 
4 


3 性 六 


即 24+x 


并 二 42 一 24= 18( 元 ) 

每 吨 运费 少 于 18 元 时 , 比 从 甲 煤矿 运 出 去 合算 . 

4 204 ”汽车 将 甲 镇 的 日 用 品 运 到 乙 村 , 它 经 过 上 坡 路 20 千 米 ， 
下 坡 路 14 干 米 , 平 路 5 千 米 .然后 再 将 乙 村 的 粮食 运往 甲 镇 .汽车 往返 
所 用 的 时 间 相 差 10 分 钟 .已 知 汽车 上 坡 .下 坡 , 走 平 路 时 ,速度 比 为 3 : 
6 : 3. 试 求 ， 

(1) 汽车 在 上 坡 、 下 坡 、 走 平 路 时 的 各 个 平均 速度 . 

(2) 从 甲 镇 到 乙 村 ,从 乙 村 到 甲 镇 ,汽车 各 需 用 多 少时 间 ? 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 

[ 解 ] (1) 按 题 意 设 汽车 在 上 坡 、 下 坡 、 走 平 路 时 的 平均 速度 分 别 

为 3v、6v、5v( 干 米 /小 时 ). 


四。 ( 避 : 基 三) (加 二 三)- 工 
3u 6v 了 6 3v Sv/) 6 
6 6 

有 2°_ -二 一 

1 3vUv 62 5 : 故 ” 0. 


所 以 上 坡 、 下 坡 十 平 路 时 的 平均 速度 分 别 为 18、36 .30( 千 米 /小 时 ). 
(2) 甲 镇 到 乙 村 所 需 时 间 为 : 
20 14 5 


18 EN 
= 天 = 工 子 (小 时 ) 
之 村 到 甲 镇 所 需 时 间 为 
2 1 1 
1 本 -= 1 二 《小 时 ). 
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4.205 设 有 铜 锌 混合 物 400 克 , 它 的 体积 为 50 立方 厘米 ,已 知 
铜 的 比重 小 于 9 克 /立方 厘米 ,大 于 8.8 克 /立方 厘米 , 锌 的 比重 小 于 
7.2 克 /立方 厘米 ,大 于 7.1 克 /立方 厘米 , 试 求 混 合 物 中 , 铜 和 锌 的 克 


数 在 什么 范围 ? 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 


[ 解 】 设 混 合 物 中 有 铜 z 克 、 锌 y 克 ,并 将 铜 与 锐 的 比重 分 别 记 为 








Di 与 D,, 
+ y= 400, 
则 有 x 
六 = 30. 
50D1(8 - D,) 
解 此 方程 组 得 Da 4 
~ 50D,(D, - 8) 
yD DD -万 广 章 
当 D, 固定 时 , 令 名 = 50(8 -DD;,) > 0,k; = $0D，> 0. 
，_ Di Dy 
”2 A — D> -| 
D2(D! -DI) 


二 k TT 
(Di ~ D;,)(D:’ — D,) 


由 此 可 见 Di 越 大 ,x 越 小 ,Di 越 小 ,x 越 大 . 


y—y 





/Di-8 Dr-s8 
t(D - D,-D,- 5 
(8 — D,)(D1 — D:') 

“ (D1 — Da)(D1’ - D2)’ 


由 此 可 见 Pi 越 大 ,y 越 大 ,Di 越 小 ,y 越 小 . 
勾当 Di 固定 时 , 同 理 可 知 ; 


之 一 = wl 








8— D, 8— D>» ) 
Di~D;, D1- D>; 
(DI - 8)(D;, ~ D, 


) 
一 k RE 二 


D; 越 大 ,z 越 小 ,DD, 越 小 ,z 越 大 . 


y—y 








= 已 > D> 
“\Di-D, Dr'-D, 
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D1(D> - D») 
(Di- D)(Di- DD, 
> 0， 
D; 越 大 ,y 越 大 ,DD, 越 小 ,y 越 小 . 
综 上 所 述 , 当 Di 最 大 旦 DD; 最 大 时 ,x 最 小 y 最 大 ; 当 DD| 最 小 日 DD， 
最 小 时 ,x 最 大 ,y 最 小 . 
50 x 9(8 — 7.2) 50 x 8.8(8 — 7.1) 
必 有 ”9 -7 7 8.8-7.1 
50 x7.1(8.8 - 8) 50 x 7.2(9 — 8) 
Ty 
8.8—7.1 - 9-7.2 
计算 之 ,得 200 克 过 工 达 233 责 ， 
167 克 寺 yy 世 200 元 . 
4，206 ”有 两 个 力 户 . 户 作用 于 坐标 轴 的 原点 O， 


方 = OA = V2(cos45° + isin45" ), 





”) ,其 中 ka = 50(Di 一 8 ) 


a 


信 





万 = OB = 2[ cos(— 30°) + isin(— 30°)]. 
(1) 求 出 它们 的 合力 的 大 小 和 方 癌 ; 
(2) 求 出 A、B 两 点 间 的 距离 (精确 到 0.1). 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 


[ 解 ] (1) 合力 六 = 万 + 方 
= y2(cos4$* + isin43?) 
+ 2fcos(- 30°) + isin(— 30°)| 
1+i+V3 一 1i 
= Y3+1 
= (V3 + 1)(cos0° + isin0°). 
所 以 合力 的 大 小 为 Y3 + 1 ,方向 和 z 轴 相 同 . 


| 


(2) 因 O4 = 1+ i, 故 A 点 的 直角 坐标 为 (1,1), OB= 3-i, 故 B 
点 的 直角 坐标 为 (Y3, 1). 


故 1AB|1= VY(N3-1)+(-1-17 
~ V8-2y3~2.1. 
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4 .207 甲 车 在 乙 车 西 面 100 米 , 现 两 车 同时 向 东 开 出 ,如果 甲 
车 以 50 米 / 秒 匀速 前 进 , 乙 车 以 20 米 / 秒 * 加 速 前 进 , 问 经 过 几 秒 钟 后 ， 
两 车 距离 最 近 ? 这 时 两 车 距离 多 少 米 ? 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 

[ 解 ] 设 +t 秒 钟 后 ,两 车 相距 为 S$ 米 . 

此 时 , 甲 车 离 起 点 为 S| = wt = 501, 乙 车 离 甲 车 之 起 点 为 


S, = 100 + pe = 100 + 10¢?, 


故 S=S -SI=100+10-5S0; 
2 
= I0( -六 有 + 全， 


所 以 当 4 = 祁 ( 秒 ) 时 ,S 最 小 ,此 时 ,两 车 相距 人 米 ， 

4 .208 ”时 钟 在 某 一 时 间 T 时 , 短 针 指 在 2 与 3 之 间 , 长 针 指 在 
4 与 5 之 间 , 过 了 某 一 段 时 间 之 后 ,到 时 间 T 时 ,长 针 指 在 原来 短 针 所 
指 的 位 置 ,而 短 针 指 在 原来 长 针 所 指 的 位 置 . 试 求 原来 时 间 T 和 现在 
时 间 T2 各 为 几 点 钟 . 

(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[ 解 】 设 xz 为 TT 时 短 针 的 度数 ,vy 为 TT 时 长 

针 的 度数 (如 图 ). 


因 短 针 走 过 1 为 2 分 ,长 针 走 过 了 为 二 分 , 故 
得 所 求 时 间 : 
T, = 2 时 芯 分 ,T， = 4 时 到 分 . 


鲜 在 浴 


冲 油 





2(rz -60) = y, 


6 
并 有 | 
2(y ~ 120) = 站“ 
, 10080 18000 
解 得 x = 143 7 143 | 
工 _ 1680 ,107 y 3000 ,140 
改 6 143 = 11 143’ 6 143 0 143: 
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140 _ 107 
所 以 T= 2 时 20 3 分 ,了 T2 二 4 时 11 73 分 


(或 约 为 TI = 2 时 20 分 59 秒 ,T, = 4 时 11 分 45 秒 ). 

4。209 “有 两 小 堆 砖 头 , 如 果 从 第 一 推 中 取出 100 块 放 到 第 二 堆 
中 去 ,那么 ,第 二 堆 将 比 第 一 堆 多 一 倍 . 如 果 从 第 二 堆 中 取出 才干 块 放 
到 第 一 堆 中 去 ,那么 ,第 一 堆 将 是 第 二 堆 的 六 倍 , 问 第 一 堆 中 ,砖头 的 最 
小 数 可 能 是 多 少 ?并 确定 此 时 在 第 二 堆 中 的 砖头 数 . 

(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) z 

[ 解 ] 用 xz 表示 第 一 堆 的 砖头 数 ,用 y 表示 第 二 堆 的 夸 头 数 . 设 > 
是 按 问 题 的 条 件 从 第 二 堆 中 取出 放 入 第 一 堆 中 的 砖头 数 ,此 时 ,下 列 等 
式 成 立 : z 

2(x ~ 100) = y + 100, OQ 
T+z= 6(y— 2), QO 
由 中 得 ”y = 2x -300. 
代 和 人 四 得 11x -77x = 1800. 
即 4z +7(z 一 <) = 1800. © 
因此 -> 是 4 的 倍数. 设 x- =4trEZ, 代 人 团 得 
r+17t = 450,x = 一 7t + 450, 
因此 y = 2x — 300 =— 14 + 600, 
z= TT~4t=-1l1t + 450. 
数 +,y,z 都 是 自然数 ,因此 ,应 该 满足 不 等 式 : 
[ 7t + 450 > 0， 


an 


— 14t + 600 > 0, 

— 11t+450>0. 

解 这 个 不 等 式 组 ,得 上 委 40. 
z 的 值 随 着 1 的 增 大 而 减 小 ,因此 , 当 + 是 最 大 容许 值 时 ,x 可 能 取 
到 最 小 值 ,也 就 是 : = 40 时 ,x = 170,y = 40,= = 10; 通 过 检验 知道 求 
得 的 x ,y,z 的 值 ,满足 问题 的 全 部 条 件 . 因此 ,在 第 一 堆 中 ,砖头 的 最 

小 数 是 170, 此 时 在 第 二 堆 中 的 砖头 数 是 40. 

4 210 在 同一 路 线 上 有 四 个 人 :第 一 个 人 坐 汽车 ,第 二 个 人 开 
摩托 车 ,第 三 个 人 乘 轻骑 ,第 四 个 人 骑 自 行车 ,各 种 车 的 速度 是 固定 的 ， 
坐 汽车 的 在 12 时 追 上 乘 轻 骑 的 ,14 时 遇 到 骑 自 行车 的 ,而 与 开 摩 托 车 
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的 相遇 时 是 16 时 . 开 摩托 车 的 遇 到 乘 轻 骑 的 是 17 时 ,并 在 18 时 追 上 了 
骑 自 行车 的 , 问 骑 自行 车 的 几时 遇 匈 乘 轻骑 的 ? 
(第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 设 汽 车 ,摩托 车 ,轻骑 , 自 _ >， r 六 
行车 的 速度 分 别 为 wl ,v2,v3,v4,T,y 让 
分 别 表示 在 12 时 时 骑 自 行车 的 与 坐 
汽车 的 、 骑 自行 车 的 与 开 摩 托 车 的 之 
间 的 距离 . 依 题 意 ,得 

x = 2(v + va), 


T+y= 4(v + v,), 





T+y= SCv> + v3)， 


OOOO 


y= 6(v; — v4). 
(中 + 时)x2- (@+ 四 ), 得 
37x = 10(wv3 + va), 
10( v3 + va) 


贸 至 湾 


训 


即 
3 
设 骑 自行 车 的 在 上 时 遇见 乘 轻骑 的 , 则 
下 二 (rz 一 12)( vs 十 v4), 
10 


即 上 1 了 


故 t= 15 3 
所 以 骑 自行 车 的 在 15 时 20 分 遇见 乘 轻骑 的 ， 

4 . 211 7 个 精灵 围 坐 在 圆桌 周转 ,在 每 个 精灵 而 前 有 1 个 盛 着 
牛奶 的 杯子 .1 个 精灵 把 自己 的 奶 都 均 分 到 其 余 的 杯子 中 去 ,接着 他 右 
边 的 第 一 个 邻居 照样 做 一 遍 , 然 后 下 一 个 ,等 等 ,在 第 7 个 精灵 把 自己 
的 奶 分 到 其 他 杯子 中 后 ,在 每 一 个 杯子 中 还 是 最 初 的 那么 多 奶 , 所 有 本 
子 中 的 奶 共有 3 升 . 问 :最 初 每 个 杯子 中 各 有 多 少 牛奶 ? 

(第 11 居 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年) 
和 654321 
[ 解 ] 最 初 每 个 杯子 中 各 有 奶 也 , 广 , 访 , 方 , 子 , 汪 ,0 开 . 
事实 上 ,每 一 个 精灵 把 奶 分 倒 给 其 他 精灵 后 (给 每 个 精灵 各 倒 十) 
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和 演 六 


仍然 能 得 到 原先 的 分 配方 案 ,只 是 依次 移动 了 一 个 位 置 ,并 且 所 有 奶 的 


总 和 .++ 正好 等 于 3, 符合 题目 的 条 件 
本 题 的 解 是 惟一 的 . 


事实 上 ,我 们 可 设 在 轮流 倒 奶 期 间 当 轮 到 某 个 精灵 A 分 倒 奶 时 它 
的 奶 最 多 ,有 x 升 .因为 可 以 把 倒 奶 过 程 无 限 地 进行 下 去 ,所 以 可 以 认 
为 A 第 一 个 倒 奶 ,在 7 个 精灵 依次 轮流 分 倒 后 ,由 于 其 余 6 个 精灵 分 倒 


给 A 的 奶 都 不 超过 二 升 .但 倒 给 A 的 奶 的 总 数 是 zx 升 ,因此 ,其 余 6 个 
精灵 都 分 给 A 正好 元 升 ,于 是 由 已 知 条 件 知 ,每 个 精灵 在 轮 到 他 分 奶 
时 都 有 奶 x 升 ,因而 在 他 得 到 k 份 之 后 有 各 升 (k = 1,2,…,6), 又 因为 


总 量 为 3 升 ,所 以 工 + 3 


6 6 
则 r= 了 
于 是 就 得 到 上 面 的 解答 . 
惟一 性 得 证 . 


4. 212 ”河水 是 流动 的 ,在 Q 点 处 流 人 静止 的 湖 中 ,一 游泳 者 在 
河中 顺 流 从 已 到 Q ,然后 穿 过 湖 到 及 ,共用 3 小 时 . 若 他 由 玉 到 @ 〇 再 到 
已 , 共 需 6 小 时 .如 果 湖 水 也 是 流动 的 ,速度 等 于 河水 速度 ,那么 ,从 PP 
到 @ 再 到 尺 需 > 小 时 . 问 在 这 样 的 条 件 下 ,从 只 到 QQ 再 到 尸 需 几 小 时 ? 


(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[ 解 ] 设 游泳 者 的 速度 为 1, 水 速 为 y, PQ = a,QR = 5, 则 

















a 
at+b. 5S 
1l1+y 2) © 
4 + 上 b=6. G) 
1 一 y 
by 1 l+y 
一 一 一 目 一 
-人 得 T 2 pe 2 个 
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。 3(1 一 区 
四 -@ 得 生生 -3, 即 U2 © 
VY 
由 四 .由 .得 
5 1 
SUI+ty)=atb= (4-3y) 
基 Sy= 4~3y 
1 
于 是 > = 了， 
1+ 二 
atb a+p 1l+y 3 2 1 
1 vv 1+y 1-y 2” 2) 
2 


4。213 已 知 一 个 长 方形 盒子 ,可 用 单位 立方 体 填 满 . 如 果 改 放 
尽 可 能 多 的 体积 为 两 个 单位 的 立方 体 ,而 且 使 其 与 盒子 的 棱 平 行 , 则 盒 
子 的 容积 恰 被 填 满 40% , 试 求 出 具有 此 种 性 质 的 长 方形 盒子 的 容积 
(2 = 1.2599:…). 

(第 18 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[ 解 ] 设 Q 为 一 具有 所 要 求 性 质 的 长 方形 盒子 ,a,b,c(e 委 8 委 
c) 为 符合 条 件 的 Q 的 边 长 ,由 于 这 个 长 方形 盒子 内 可 填 满 单位 立方 
体 , 故 a,5,c 为 自然 数 ,现在 放 人 体积 为 2 的 立方 体 , 它 的 棱 长 为 V2 , 故 
知 a 之 2. 

我 们 知道 , 在 长 度 为 n 的 线段 上 用 没 的 线段 去 量 , 只 能 量 
| 艺 | 次 ,多 余 的 部 分 不 足 亲 .这 里 | 艺 | 表示 不 超过 万 的 最 大 整数 .办 


n 


. 5 5 
此 ,这 个 箱子 内 共 可 放 人 
寺中 | 于 ] 


个 体积 为 2 的 立方 体 ,由 于 其 体积 为 abe 的 40% ， 
则 得 。 2 . [对 ][ 志 [二 1= oou 








并 有 儿 江 儿 污 
所 以 :| - =- 5. 
二 | | 芳和 
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侣 尘 


二 二 梁 





为 求 适 合 上 式 的 自然 数 a,o,c ,可 先 考虑 函数 


代 g(n) = 一 人 (n 之 2). 
8 
列表 如 下 : 








上 表 中 ， 去 10 的 函数 值 s(n) 是 通过 具体 计算 得 到 的 .而 对 于 nn > 10 
的 估计 可 按 下 述 方法 进行 : 


n 























Fi ni 
加 四 折 |! 汽 加 四 、 ) 
人 (其中 节 | 表示 志 的 小 数 部 分 )， 
_1 I 
1 | 也 
人 0.79 一 芒 
1 
>0.72-j0 
_ 2 
=0.69> 3 
所 以 ”一 < 广 , 即 当 > 10 的 情况 下 g(n) < 之， 
| 药 | 
若 aw > 2, 则 
3 
g(a)g(b)g(c) < (5 ) = 5， 
这 与 g(a)g(b)g(c) = SS 矛盾 . 故 a = 2. 
因为 a = 2, 所 以 g(b)g(c) = >. OD 
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如 果 g(6),g(c) 中 有 一 个 小 于 六 ,不 妨 设 g(c) < ,那么 由 四 
就 有 g(5) > 过 ,从 南 有 g(5) = 2,8(c) = 闻 , 此 与 
g(n)>= 没 >1.25 
汽 
矛盾 ,因此 g(5),g(e) 都 不 小 于 六 ,经 逐个 验证 可 知 


$ 3 3 
g(b) = 本 ,8(c) = (或 g(b) = D18(0) 一 


从 而 有 
b = 二 5,c = 3 或 6( 或 者 5 = 3 或 6,c = 5). 

因此 ,箱子 Q 的 内 部 尺寸 的 所 有 可 能 的 值 为 (2,5,6) 或 (2,3,5)， 
它 的 容积 为 60 或 30. 

4.214 A、BC 三 人 做 游戏 :在 三 张 卡片 上 分 别 写 上 整数 p 、g、 
r(0 之 p< gq 过 rr). 把 这 三 张 卡片 混合 后 分 发 给 A.B、C, 每 人 各 得 一 
张 ,再 按 各 人 所 得 卡片 上 的 数字 ,发 给 个 人 小 弹子 ,然后 ,将 卡片 收回 ， 
弹子 留 给 个 人 ,如 此 进行 了 两 轮 以 上 (每 轮 包括 混合 卡片 ,发 卡片 ,发 弹 
子 和 收 卡 片 ), 最 后 一 轮 结束 后 ,A 、.B、C 分 别 得 到 的 弹子 总 数 是 20， 
10,9, 已 知 B 在 最 后 一 轮 得 到 7 粒 弹子 , 问 哪 一 个 在 第 一 轮 得 到 g 粒 弹 
子 ? 

(第 16 届 国际 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 】 设 游戏 共 进 行 了 轮 , 于 是 
n(p+g+r)= 20+10+9 = 39, 
因为 0<p<g<r, 故 pt+g+r 守 6, 又 因 nn 之 2, 而 且 39 只 能 惟一 
地 分 解 为 3 x 13, 所 以 
n=3,ptgq+r= 13. 

由 题 设 ,B 在 最 后 一 轮 得 到 + 粒 弹 子 , 而且 总 共 得 到 的 弹子 数 是 

10(< 13) ,因此 ,号 在 头 两 轮 中 得 到 的 弹子 只 能 是 户 , 于 是 
p+pt+r= 10. 

因为 C 总 共 得 到 的 弹子 数 是 9(< 10) ,所 以 C 在 每 一 轮 都 不 能 得 

到 -~ 粒 弹 子 , 从 上 面 分 析 中 已 经 知道 ,B 在 第 一 轮 和 第 二 轮 中 都 得 到 p 
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粒 弹 子 ,因此 ,C 在 第 一 轮 和 第 二 轮 中 得 到 g 粒 弹 子 . 

故 在 第 一 、 二 轮 中 ,A 、B.C 分 别 得 到 的 弹子 数 是 + 、p、g. 

又 在 最 后 一 轮 中 ,B 得 到 yr 粒 弹子 ,C 得 到 的 弹子 只 有 两 种 可 能 :p 
和 4. 

若 C 得 到 g 粒 弹 子 , 则 A 应 得 到 p 粒 弹 子 ,于 是 

2r+ p= 20,2pt+r = 10,3g = 9; 
并 且 pt+g+t+r= 13, 从 而 p= 0,g = 3,r = 10, 这 与 p > 0 相 矛 盾 . 
故 知 C 在 最 后 一 轮 中 得 到 的 弹子 数 必定 为 p,A 在 最 后 一 轮 中 得 到 的 
弹子 数 为 g, 于 是 ,我 们 有 

2r+gq=20,2p+r= 10,2g+ p=9. 
解 得 p=1l,g= 4,r=8. 

4，215 运动 会 连续 开 了 2 天 ,一 共 发 了 m 枚 奖章 .第 一 天 发 一 
枚 以 及 剩 下 (mm - 1) 枚 的 二 ,第 二 天 发 2 核 以 及 发 后 和 下 的 二 ,以 后 各 
天 均 按 此 规律 发 奖章 ,在 最 后 一 天 邑 第 n 天 发 了 剩 下 的 枚 奖章 . 问 运 
动 会 开 了 多 少 天 ?一 共 发 了 多 少 枚 奖章 ? 

(第 9 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 

[ 解 ] 设 运动 会 开 了 天 之 后 ,还 剩 下 wk 枚 奖章 .其 中 = 0,1， 
2,…,72 ,并 且 ao = m ,a = 0. 则 在 第 上 天 发 出 的 奖章 数 为 : 


1 l 
ki+i (an-l 一 k) = Ql 二 oy. 


a 


7 7 
， 1 6 
所 以 A 一 QR-] 一 (Fa 十 了 
1 6 
一 Ql 7 -1 了 天 
6 6 
= 了 -1 了 
有 - dp-1 一 k++ Za, 
于 是 ,由 此 弟 推 式 得 
m 二 1+ 6 
7 
一 上 十 (2 十 一 oj 
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| 
十 
个 


3 (Z) + (72) + (2). 
二 1 十 6 6 nl 6 6 


a 


因为 a, = 0, 所 以 得 


2 7 n—l 
m=1+2. +3. (二 | +tn. (二 ) ， 


7 7 
一 一 工 
] ( 志 j (二 ) 
即 一 天 了 一 1， 6 ， 
6 
故 m = 人 人 + 36 


对 于 ”> 1, 显 然 有 
lIn-61l<6"1,(7",6"!1)= 1. 

又 由 于 m 是 整数 ,因此 必 有 nn 一 6 = 0. 
即 1 一 6,m 一 36. 
这 就 是 说 ,运动 会 共 开 了 6 天 ,发 出 了 奖章 36 枚 . 

4. 216 ” 试 求 出 所 有 这 样 的 正 整数 的 个 数 : 它 在 2 进位 制 的 表示 
中 数字 各 不 相同 ,并 且 除 去 最 左边 的 数字 外 ,每 一 个 数字 均 和 在 它 左 边 
的 某 个 数字 相差 二 1( 答 案 用 7? 的 简单 的 显 范 数 形 式 表 达 ) ,并 证 明 你 的 


结论 ， 


(第 19 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
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绊 尊 六 


[ 解 ] 尽管 0 不 能 作 第 一 个 数字 ,但 我 们 先 不 考虑 第 一 数字 是 否 
为 0, 规 定 F(n) 是 进位 制 中 包括 第 一 个 数字 为 0 的 符合 题 设 条 件 的 
正 整数 的 个 数 .例如 ， 
F(1) = 1,[0]， 
F(2) = 4,[0,1,01,10], 
F(3) = 11,[0,1,2,01,10,12,21,012,102,120,210]. 
现在 建立 F(n + 1) 的 递 推 式 . 
因为 n + 工 进位 中 的 数字 串 最 右边 的 数字 只 能 是 数字 串 中 的 最 大 
数 或 最 小 数 ,所 以 我 们 把 它们 分 成 三 类 : 
(1) 单一 的 数字 :0 ,1 ,2，…，,7z; 
(2) 在 每 个 2 进位 数字 串 右 面 接 一 个 数字 , 它 比 原 数字 串 中 的 最 
大 数字 多 1. 
(3) 将 每 个 n 进位 数字 串 的 各 位 数字 都 加 1 ,然后 在 它 右面 再 填 一 
个 数字 ,所 填 数 字 比 左面 数字 中 的 最 小 数 小 
于 是 有 Fl(n+1)=n+1l1+2F(n), 


其 Fl(nt+1)+(n+t+3)= 2[F(n)+ n+ 2]|, 
从 而 有 F(n+1)+ (n+3)= 2*[F(1)+1+2]. 
因为 F(1)= 1, z 


所 以 Flnt+1)tn+3 = 2*+2. 
由 此 得 ”FF(n) = 221 一 7 -2. 
由 于 以 0 作为 第 一 个 数字 的 数 不 合 要 求 ,这 样 的 数 , 在 坟 进 制 中 有 
0,01,…,012:…(n — 1). 
所 以 所 求 正 整 数 的 个 数 为 : 
Fl(n) =27 —2n-2. 

4.217 组 装甲 . 乙 丙 三 种 产品 , 需 用 A .BC 三 种 零件 ,每 件 甲 
需 用 A、B 各 2 个 ;每 件 乙 需 用 B.C 各 1 个 ;每 件 丙 需 用 2 个 A 和 1 个 
C. 用 库存 的 A、B、C 三 种 零件 ,如 组 装 成 p 件 甲 产 品 ,g 件 乙 产品 和 
件 琴 产品 , 则 剩 下 2 个 A 和 1 个 B, 但 C 恰 好 用 完 , 试 证 :无 论 怎 样 改变 
产品 甲 . 乙 .两 的 件数 ,也 不 能 把 库存 4 .BC 三 种 零件 都 恰好 用 完 . 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 

[证 ] 组 装 成 p 件 甲 ,g 件 乙 和 r 件 丙 共 需 零件 A:(2p + 2r) 件 ， 

零件 B:(2p + 2) 件 ,零件 C:(g + x) 件 .因此 ,加 上 剩余 零件 后 ,库存 
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零件 数 A 有 2p+2r+2 件 ,B 有 2p+g+1 件 ,c 有 g+r 件 . 
如 果 围 乙 .再 的 件数 分 别 改 变 成 zx,y,z, 于 是 可 以 列 出 方程 组 : 
2r7+2z= 2p+2r+2, 
2 +y=2p+g+1, 
y+ 之 二 gr. 
解 之 得 。 z= p+ 字 ,y = 
产品 的 件数 应 是 非 负 整数 ,但 解 得 的 zx 、y、x 都 不 是 整数 ,由 此 说 
明 , 若 要 使 x 、y、z 都 取 整 数值 ,一定 不 能 把 
库存 的 三 种 零件 都 恰好 用 完 . 
4. 218 ”在 一 次 中 学 数学 竞赛 中 共 出 
了 A.B.C 三 题 .在 所 有 25 个 参加 竞赛 的 
学 生 中 ,每 个 学 生 至 少 解 出 一 题 ,在 没有 解 
出 A 的 那些 学 生 中 , 解 出 B 的 人 数 是 解 出 C 
的 人 数 的 两 倍 .只 解 出 A 的 人 数 , 比 余下 的 
学 生 中 解 出 A 的 人 数 多 1. 只 解 出 一 题 的 学 生 中 ,有 一 半 没 有 解 出 A. 
问 多 少 学 生 只 解 出 B. 


人 | 一 
Oy 


钙 三 深 





识 


(第 8 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[ 解 ] . 设 不 只 解 出 A 的 为 x 人 , 仅 解 出 B 的 为 y 人 ,没有 解 出 A 但 
解 出 B 与 c 的 为 > 人 . 则 (参看 上 页 图 ) 
VY 之 








+ Xt+1l+y+t+z+ = 23， 
TX 二 工 Y D 
r+1= y+. © 
2 
解 之 得 





2 一 下 
» 一 3 $ 
(z= 23— 3r. 


由 y 宇 zz 知 ,+ 宇 6， 
并 且 只 有 x = 7 时 ,y,z 都 是 正 整 数 ， 
所 以 r=7,z=2,y=6. 

故 只 解 出 B 的 有 6 人. 
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ee 哗 六 


4.219 ” 试 证 :三 个 不 同 素数 的 立方 根 不 可 能 是 一 个 等 差 数 列 的 
三 项 (不 一 定 相 邻 ). 
(第 2 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 若 不 然 , 则 VY pl = a， Vp =at+md, Vp3=a+nd, 其 
中 m 和 nn 是 整数 ,消去 a, 得 
SRYE ww 
yh IR 
即 (m Vpy— nvp) = (mm —n) pi1: 
展开 且 合 并 ,再 利用 条 件 
m Mp3—n /py3= (7 一刀) VD ， 
最 后 得 到 
mpa3— np (mo— npl= 3m(n—an) Y PiP,P;, 
上 式 左 端 是 有 理 式 , 右 端 是 无 理 式 ,因此 导致 蔬 盾 . 
4，220 ”有 一 群 儿 童 ,他 们 的 年 龄 之 和 是 50 岁 ,其 中 最 大 的 是 13 
岁 , 有 一 个 是 10 岁 ;除去 10 岁 的 这 个 儿童 之 外 ,其 余 儿 童 的 年 龄 恰好 组 
成 等 差 数 列 . 问 有 几 个 儿童 ?每 个 儿童 几 岁 ? 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 将 最 大 儿童 的 年 龄 记 为 a, 即 a = 13. 
设 除 去 10 岁 的 那个 儿童 之 外 ,还 有 5+ 1 个 儿童 ,并 设 他 们 的 岁数 
的 公差 为 4 , 则 这 5 + 1 个 儿童 的 岁数 为 


aa— d,a— 2d,…,a — bd OD 
于 是 a+(a-ad)+(a-2d)+:…+(a- bd) 
= (b+ Da- et a- 50-10- 40, 


即 (5+ 1)(2a —- bd) = 80. 
可 见 (65 + 1) 能 整除 80, 但 2a -bd=at+(a-6d)>13, 故 6+1 雪 


,又 2a - bd < 24 = 26, 故 5+ 1 > 2, 综 合 这 二 方面 考虑 ,就 知道 


b+ 1 只 能 是 4 或 5. 
当 8+1=4 时 ,4(26-3d) = 80, 故 d = 2. 将 bd 之 值 代入 @ 
式 得 :13,11,10,9,7. 所 以 一 共有 4+1 = 5 个 儿童 ,他 们 的 年 龄 分 别 为 
13,11,10,9,7. 
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当 5+1=S$ 时 ,5(26-4dg) = 80, 这 时 4 为 非 整 数 , 所 以 这 种 情况 
不 可 能 ,于 是 解 是 惟一 的 . 
4. 221 ”试问 对 怎样 的 自然 数 n 和 ,二 项 式 系 数 CE CC 
成 等 差 数 列 ? 
( 印 牙 利 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 三 个 二 项 式 系 数 构成 等 差 数 列 的 充 要 条 件 是 下 面 等 式 成 


立 ; . 
Cr -2C,+ C= 0. 0 
“ 设 k&-10 和 有 +1 过 nn, 即 1 之 Ak 之 n-1. (2 
一 | 
在 中 式 两 边 乘 以 正 数 生 于 一 生得 
k(k+1)—2(k+1)(no-k+t+1l)+(no-k)(n-k+1i)=0, 第 
即 ns — 4nk+4k*~n-2=0, @ 四 
或 n= (nx—-2k) -2 广 二 
= 好 一 2. 
其 中 w 是 满足 关系 式 u = nn 一 2k( 或 w = 2k 一 nn) 的 自然 数 ,由 此 可 得 
,NH WH | 
k= k= 2 一 2 -1= C0C,-—1, 


为 使 n 取 正 值 ,应 有 4 宇 2. 但 当 w = 2 时 , 值 k, 和 ,不 满足 不 等 
式 加 , 当 w 实 3 时 ,得 
ki 一 C -1 之 1, 晶 I 二 < n, 
并 且 由 i+ = n 和 | << 上 可 得 和 ,都 满足 不 等 式 @. 
于 是 ,从 @ 式 出 发 得 到 了 结果 : 当 wx > 2 时 ,由 n= 4 -2 和 
k= C% 一 1 或 k= CC,| 一 1 确定 的 数 对 ,k 满足 Q@. 
4，222 试 证 :如果 一 个 直角 三 角形 的 三 边 之 长 成 等 差 数 列 , 那 
么 它们 的 比 是 3 :4 :5. 





(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[证 ] 设 直 角 三 角形 三 边 之 长 分 别 为 wa- 4,a,a+d( 其 中 a>4d 
> 0) , 则 


(a+d)=a’+(a-dad), 
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nt 


化 简 得 a — 4ad = 0. 
因 4a 关 0, 所 以 a 一 44 = 0, 由 此 推出 
a~d= 3d,a= 4d,a+d = $d. 

从 而 这 个 直角 三 角形 三 边 之 比 为 ”34 : 4d : 54d， 
印 3:4:5. 

4. 223 ”三 角形 的 边 构 成 公差 为 d 的 等 差 数列 ,三 角形 的 面积 等 
于 S, 求 三 角形 的 边 长 和 角 . 再 对 4d = 1,S = 6 这 个 特殊 情况 ,求解 本 
题 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1894 年 ) 

[ 解 】 将 三 角形 的 边 表 示 成 w = 5-d,b,c=6t+d(0<d<b)， 

将 表达 式 





ob ob 
Pp b=-7 PP-c=- 7 ~ d, 
代入 海伦 (Heron ) 公式 
S*= p(p-a)(p- b)(p-e). 


2 2 
得 到 S* = (人 - 4). 


把 它 看 成 关于 2 的 二 次 方程 , 解 得 


3 
所 以 b = (+ d+ 竺 ]， 
a=pbp-—d, 
CC 二 六 二 cd 


a 和 4 所 对 的 角 a 和 有 必定 是 锐角 ,由 
S= sina, S = sing, ”= 180 一 (a + B) 可 求解 得 a、B 和 


如 果 & = 1,s = 6, 则 有 6 = 4,a = 3,c = $5,H sina = 二 ， 
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sing = 和, 可 得 a = 36"$2 ,8=90" -aa=S38 ,yy = 90". 

4 . 224 ”单位 正方 形 被 平行 于 边 的 直线 分 成 相等 的 9 部 分 , 并 且 
删 去 正中 间 的 一 部 分 . 剩 下 的 8 个 小 正方 形 每 一 个 也 被 平行 于 边 的 直 
线 分 成 相等 的 9 部 分 ,正中 间 的 部 分 也 删 去 . 然后 ,对 剩 下 的 每 一 个 正 
方形 进行 类 似 的 做 法 , 若 将 这 样 的 做 法 重复 次, 试问: 

(1) 边 长 为 的 正方 形 有 多 少 ? 

(2) 当 无 限 增加 时 ,在 次 之 后 所 删 去 的 正方 形 面积 之 和 的 极 
限 等 于 什么 ? 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1908 年 ) 

[ 解 ] (1) 在 第 一 次 划分 并 从 所 得 
到 的 9 个 正方 形 中 删 去 一 个 正方 形 后 , 剩 
下 8 个 边 长 为 的 正方 形 ;第 二 次 划分 
后 得 到 8 x 9 个 正方 形 , 从 中 删 去 8 个 正 
方形 , 剩 下 8 个 边 长 为 的 正方 形 ， 
ee. ;如 果 这 样 重复 ， 次 , 则 在 第 ”次 划 
分 及 删 去 后 ,将 剩 下 8， 个 边 长 为 二 的 正 


方形 .如 图 . 
(2) 在 第 n 次 之 后 所 剩 下 的 正方 形 的 面积 之 和 为 


2 mn 
se 人 二 = (3) 
3” 9 


因此 ,所 删 去 的 正方 形 的 面积 之 和 为 工 - (5 ) . 


由 于 当 充分 大 时 ,( -5 】 可 为 任意 小 ,于 是 当 ， 无限 增 大 时 ,所 


删 去 的 正方 形 的 面积 之 和 趋向 于 1 
4，225 ” 试 证 :由 正 整数 组 成 的 等 差 数 列 的 所 有 的 项 不 可 能 都 是 素 
数 (除了 晓 化 的 情形 , 即 公 差 为 零 的 数列 , 它 所 有 的 项 可 以 等 于 同一 素数 ). 
(多 牙 利 数学 奥林匹克 ,1923 年 ) 
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[证 ] 由 条 件 知 ,数列 的 公差 4 是 正 整 数 ,者 a, 是 它 的 通 项 , 则 

ay = ar + sd. 

因为 a1 之 1, 而 d > 0, 所 以 在 这 个 数列 中 总 可 以 找到 这 样 的 项 
a,, 使 得 a, > 1 和 s = a,, 这 时 

ay = a,tad= a(l+d) 
是 一 个 合 数 . 

4，226 ”若干 个 居民 点 都 分 别 有 道 路 与 市 区 相连 ,但 居民 点 之 加 
没有 道路 相连 .一 卡车 上 装 有 需 立 即 送 往 各 居民 点 的 所 有 货物 ,要 从 市 
区 出 发 送 给 各 点 .运费 的 计算 办 法 是 :车 上 所 装 的 货物 重量 乘 以 所 跑 的 
距离 .假定 每 个 居民 点 所 需 的 货物 重量 都 刚好 等 于 它 到 市 区 的 距离 .证 
明 无 论 卡 车 按 怎样 的 顺序 将 货物 送 往 各 居民 点 ,总 的 运费 都 一 样 . 

(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 只 需 证 明 改 变 任意 两 个 居民 点 之 间 的 先后 顺序 ,总 运费 都 
不 变 . 

为 此 ,又 只 需 证 明 改 变 任 一 居民 点 与 紧 接 在 它 之 后 的 那个 居民 点 之 
间 的 先后 顺序 ,总 运费 都 不 变 .这 是 因为 ,任意 两 个 居民 点 之 间 顺 序 的 改 
变 都 可 以 通过 一 系列 这 种 紧 接 着 的 居民 点 之 间 顺 序 的 改变 来 实现 . 

设 汽 车 原 计 划 给 居民 点 N 送 货 后 , 紧 接 着 给 居民 点 M 送 货 ,并 设 
居民 点 N 和 NM 所 需 货 物 的 重量 分 别 为 x 入 .由 已 知 ,居民 点 NN 和 M 
到 市 区 的 距离 分 别 为 n 和 1. 

如 果 将 运送 计划 中 居民 点 NN 与 居民 点 M 的 先后 顺序 改变 ,仅仅 影 
响 “ 这 n+ m 重 的 货物 从 市 区 出 发 , 往 N 和 M 之 一 先 送 货 ,再 返回 市 
区 ,又 从 市 区 往 N 和 AM 中 的 另 一 点 送 货 "这 一 部 分 的 运费 计算 , 而 不 影 
响 其 他 货物 在 任意 路 段 上 的 运费 计算 ,也 不 影响 这 n + mm 重 的 货物 在 
其 他 路 段 上 的 运费 计算 . 

而 对 于 运费 计算 有 影响 的 这 一 部 分 , 按 原 计 划 计 算 ,运费 应 为 

(nt+m) .nim*:nt+m’; 
按照 改变 后 的 计划 计算 ,运费 应 为 

(n+ m)m+i+n:mt+ 12 . 
显然 ,即使 是 运费 计算 有 影响 的 这 一 部 分 ,计算 运费 都 是 (yx + 2) 六, 即 
实际 运费 不 变 , 所 以 原 命题 得 证 . 
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4，227 菜 人 花 了 一 枚 硬币 头 了 一 块 面包 和 一 瓶 元 瓦斯 (饮料 ). 
当 物 价 上 涨 20% 后 ,这 枚 硬币 只 够 买 半 块 面包 和 一 拍 克 瓦斯 .试问 :如 
果 物 价 由 上涨 20% ,那么 这 枚 硬币 够 不 够 光 严 一 瓶 克 瓦斯 ? 
(第 58 属 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 设 硬 币 币 值 为 1. 涨 价 前 ,一 块 面包 的 价格 为 x ,一 瓶 克 瓦 
斯 的 价格 为 y. 由 题 意 ， 


XxX+y= 1 
1.2(0.5r + y)= 1 
解 得 。 y= 三. 
2 2 6 6 24 
由 于 了 4 
因此 ,物价 再 上 涨 20% 后 ,这 枚 硬币 还 够 买 一 瓶 克 瓦 斯 . 四 
方 章 
程 
第 8 节 其 他 
4，228 ”如 果 值 + = sina,y = sin8 给 定 了 ,那么 表达 式 
z= sin(a + 8B) 


在 一 般 情 况 下 有 四 个 不 同 的 值 . 试 写 出 联系 x,y 和 x 的 方程 ,但 不 许 包 
售 根 式 和 三 角 函 数 .并 求 使 > = sin(a + 8) 有 少 于 四 个 值 的 x 和 vy 的 
值 . 
( 邹 牙 利 数学 奥林匹克 ,1903 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 得 


cosa 二 二 V1 一 xcosB = 土 1 ~ y’, 
因此 >= sin(a + B) = sinacosp + cosasing 


具有 下 面 四 个 值 
之 ] 二 计 V1l—y+y v ] 一 并 <， 
-z=~x Vl-y~_y 1 一 六， 


s2 一 Vi-y—-yvV1l- x, 
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六 


z— (+t eo)(2— 2)(2+ 2)=0 


a 


其 中 ar Vi vy P (y VT) 
= 2(02 一 2? YY “+ y), 


= (rv -yy -(yvl- rx) 


7 
二 7 一 yr . 


将 这 些 式 子 代 入 方程 中 , 即 得 所 求 方程 为 
st- 2 -2 + y+ (ry) = 0. 

由 于 A=(x*-272y+y)- (ry =4ry(l- x )(l-y), 
从 而 为 使 sin(a + 8) 有 少 于 四 个 值 当日 仅 当 x = 0 或 y= 0 或 |x1= 
1 或 |y1= 1. 

4。229 十进制 的 自然 数 a 由 个 相同 的 数字 x 组 成 ,而 数 5 由 
n 个 相同 的 数字 y 组 成 , 数 c 由 2 个 相同 的 数字 x 组 成 .对 于 任何 宇 
2, 求 出 使 得 ”a? + 5 = cc 成 立 的 数字 x,y,<. 

(第 20 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 设 a = 2 = x 11， 











c= z= 11…1. 
2n 个 
则 x7 ll +v 11l 11. 
中 个 x 个 271 个 
即 2 11+y= (10"+1)， 
个 


(x* ~ 9z)11…1 = 2+—y. 


2 _ 0 1 一 2， 
故 rr 或 和 = 
之 ”人 一 了 
-一 9x = 
解 之 ,得 
T= 3,y=2,2=1,n22;rt= 0,y = 8,2 = 4,n > 2: 
T= 8,y= 3,=7,n=2 
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4. 230 ”如 果 整 数 * 可 以 表示 成 
nn 二 Qj ay+ 十 ap， 
其 中 人 1， 人 2 是 满足 
1 1 


l 
一 一 - 十 一 -一 十 二 十 一 一 一 i 
ual a2 Uk 


的 正 整数 (不 一 定 相 异 ) ,那么 ,我 们 称 x 是 “好 数 ”. 


已 知 整 数 33 至 73 是 “好 数 ” ,证 明 每 一 个 不 小 于 33 的 整数 都 是 “好 


(第 7 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 若 (ai ,7 ,ap) 是 “好 数 ”, 的 一 个 分 解 , 则 有 


人 QD 


一 十 一 十 十 一 二 1. OO) 


“十 
2a2 2ak 
于 是 2 8=4+4+2al+2a 十 … 十 2ak， 
2n+9=3+6+2al+2as + + 2ay. 


这 就 是 说 ,2n + 8 和 2n + 9 都 是 "好 数 ”. 


于 是 ,我 们 已 经 证 明 若 ”是 一 个 “好 数 " ,那么 22 + 8 和 2n+9 都 


是 “好 数 ” 
现在 设 户 是 这 样 的 命题 : 
所 有 整数 ,n+ 1,…,27n + 7(n 全 33) 都 是 "好 数 ”. 
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我 们 用 数学 归纳 法 证 明 命题 户 . 

n = 33 时 ,2n +7 = 73, 由 题 设 欠 33 到 73 之 间 的 所 有 整数 都 是 “好 
数 ”, 因 此 命题 p33 成 立 . 

假设 nw = 上 时 ,命题 成 立 , 即 ,kk+1,…,2k+7 是 “好 数 ”, 又 由 上 
面 的 证 明 :& 是 “好 数 ” 时 ,2k + 8,2k + 9 都 是 “好 数 ”, 于 是 由 命题 p 成 
立 可 以 推出 命题 pi| 成 立 . 

因此 ,对 n 衬 33, 命 题 p, 都 成 立 . 

所 以 ,每 一 个 写 33 的 整数 都 是 好 数 ”. 

4.231 求 出 所 有 的 实数 a ,使 得 有 非 负 实数 x x x3 X45 


5 5 5 
D> kx 一 a, Ok’ “Th = a?, Dk x = a:. 
k k=1 k=1 
(第 21 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 设 有 非 负 实数 Xl 29 T3495 适合 要 求 , 则 由 cauchy 和 
schwarz 不 等 式 


a = (Pp) = [> (R222) (Ex ) 








5 : 
二 (Dkri) (Dk x) aa =a’, 
=1 k=1 
5 1 i 
k2 -xp k’ “Xf 
于 是 一 一 人 = 一 一 人 = 常数 (k=1,2,3,4,5) 人 @ 
k2 Xp x 
者 zl=xr=…=r=0 则 < = 0, 若 Xx1,X;，"… ,ws 中 有 两 个 


或 更 多 个 不 为 0, 则 的 不 能 成 立 . 于 是 x1 ,x;,…,xs 中 只 能 有 一 个 不 为 
0. 设 xz 关 0, 这 时 ， 

JXx; = a,j x 一 a 六 = a’, 
由 前 两 式 , 得 ”a = 六 ,而 x; = j ,其余 各 数 为 0, 而 j 可 为 1,2,3,4,5， 
所 以 只 有 当 a = 0,1,4,9,16,25 时 才能 有 非 负 实数 ri ,x;,…, x; 适合 
题目 要 求 . 

4 232 如果 a,p,c 是 正 整数 ,满足 c = (a + 65) 一 107i, 求 
c( 其 中 j=--1). 

(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
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[ 解 ] 由 已 知 得 
c= (a -3ab) + i(3ab -人 ~ 107). 
因为 c 为 正 整 数 , 所 以 
3a:*b— 0 — 107 = 0， 


即 bl(3a* -~ b*) = 107. 
因为 a,b 是 正 整 数 , 并 且 107 是 质数 ,所 以 只 能 有 以 下 两 种 情形 . 
, | = 107, 
情形 1 3a* ~ 6b*=1. 


此 时 3a“ = 1072 + 1. 
但 上 式 左边 是 3 的 倍数 ,右边 不 是 3 的 倍数 ,因而 上 式 不 可 能 成 立 .也 就 
是 说 ,情形 1 不 可 能 出 现 . 
b=1, 
情形 2 3 - b* = 107. 
此 时 ,3a2 = 108, 解 得 a = 6. 
又 c=a 3a =-3x6x1 = 198. 
4.233 设 a,b,c,d 为 奇数 ,0<a<b<c<d,HBad=t. 
试 证 如 果 a+ qd = 2,65+c 二 2”, 其 中 .mm 为 整数 , 则 a = 上 
(第 25 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 闷 为 ad = be,; 所 以 
al(at+d)—- (b+c)l=a+ad~-ab- a 
= a*+bc-ab—ac 


= (a—b)(a- ce) 
> 0， 
从 而 有 a+d>btze, 
即 2* > 27， 
故 k>m. 
又 p27—-a.2=b(b+c)-a(a+d) 
= b+b-a’—ad 
= ba”, 
即 22(2 a2 m) = (0 a)(b+a). 0 


因此 2” 可 整除 (45 - a)(b+ a). 
但 (5 一 a)+ (b+ a) = 2 不 是 4 的 倍数 ,因此 65 -a,b+ a 不 能 同时 
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被 4 整除 .从 而 其 中 必 有 一 个 能 被 2 整除 .注意 到 
bp-—-a<b+a<b+ec = 2", 
因此 - a,b + a 中 必 有 一 个 等 于 2”!. 但 


代 
数 I 
郑 0 -aoa<b< 林 (+c) 2 
故 5+a=27”1 
代入 中式 得 
b+a = 2 !, 
b-a= 2(b- a:2t”), 
解 得 ”a = 220- 人 2， 
因为 a 为 正 奇数 ,所 以 a = 1. 
4，234 ”如 果 Ilogsa + logsb” = 5, 并 且 logsp +logla2 = 7, 求 ab 
(第 2 届 美 国 数学 流 请 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 将 题 设 二 式 相 加 得 
logsa + logsb + log482 + logsa* = 12, 
利用 对 数 性 质 得 
logs(ab) + logs(ab)” = 12， 
用 换 底 公式 得 
人 + log(ab) = 12， 
整理 得 logz(ap) = 9， 
解 得 ab = 2? = 512. 
4，235 设 a,b,c,d 是 正 整数 ,满足 a” = 41,c? = d?, 且 
c-a= 19. 求 4d -5b. 
(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 在 a”= 多 中 ,由 于 5 与 4 互 质 ,因此 存在 正 整数 ,使 
5 


a 二 m1,b = 1. 


同样 地 ,存在 正 整数 ,使 


C 二 nn,d 一 nn, 


于 是 由 c-a = 19 得 
n*:— pt = 19, 
即 (7 ~ mn+ mm) = 19. 
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注意 到 19 是 质数 ,上 nn 一 识 * 之 n+ m* ,因此 必 有 
n— m= 
7 + 722 = 19. 
解 得 ”nn = 10, = 3. 于 是 
d-b= 1 -m= 1000-243= 757. 
4，236 ”如 果 f(x) = x*+ x7, 证 明 : 关 于 a,b 的 方程 4f(a) = 
f(b5) 没有 正 整 数 解 . 
(第 9 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 方程 4f(a) = f(b) 就 是 方程 
4(o +a)= b+b. 
按 a 的 降 舌 排列 ,得 
4a* +4a+(- 6 —-b)=0. 


于 是 -4+ VIi6+166*+166 ~-1+vVb*+b+l 
二 


8 2 | 
如 果 a,b 是 方程 4f(a) = Fo) 的 正 整数 解 ,那么 5b 是 正 整数 .但 由 
p<b+b+t+l<(b+1) 


可 知 , Vb” + b+ 1 是 无 理 数 , 从 而 a 不 是 正 整数 ,矛盾 . 故 命 题 得 证 . 
4. 237 ”证 明 对 于 无 穷 多 个 素数 p ,方程 x*+ x +1 = py 有 整数 
解 (zx,y). 
(第 2 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 当 x = 4 时 ,44+4+1=3x7. 因 此 , 当 p = 3 或 7 时 , 原 
方程 有 整数 解 . 
假设 原 方程 只 对 有 限 多 个 质数 pi,p,，…, pp,, 有 整数 解 (zx,y), 那 
么 我 们 可 取 x = p;， p，:…… p, ,这 样 
z+ r+t1l= (Pb 
显然 , 它 不 能 被 p1,p;,…,p,, 中 的 任何 一 个 素数 整除 ,因此 , 它 必 有 一 
个 不 同 于 pi,p2,…,p 的 质 因数 g ,这 就 是 说 
2 十 +1 = ay 
有 整数 解 . 此 与 我 们 所 作 的 假设 矛盾 . 故 原 方程 对 无 穷 多 个 素数 p 有 整 
数 解 . 
4' 238 设 有 理 数 x ,vy 满足 方程 
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3 啼 六 


5 二 = 272 人 2， 
证 明 1- xy 是 有 理 数 的 平方 . 
(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 把 已 知 方程 两 边 同 时 平方 ,得 


(x3 二 加) = 4r1yl, OD 
O 〇 式 两 边 同 减 4zx ”vy ,得 
(x — y) = 4riy!(l - ry). © 


若 xy = 0, 则 1 -xy = 1 是 有 理 数 1 的 平方 . 
知 xy 关 0, 则 将 多 式 化 为 
sy) 





] 一 xy = | 
因此 1 - xy 也 是 有 理 数 的 平方 . 
4. 239 若 整 数 x,y 使 得 y 二 3x*y = 30z + 517, 求 3r*y. 
(第 $ 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 原 方程 化 为 
(3x* + 1)(y -10) = 507 = 3 x 13. 
因为 3x* +1 与 3 互 质 ,所 以 它 只 可 能 是 1 或 13 或 13. 相 应 的 
y-10 是 3x13 或 3x13 或 3. 但 只 有 YY-10=3x13 时 ,y=49 
是 平方 数 , 并 且 相 应 的 3x* = 13 一 1 = 12. 所 以 
3zx2y = 12 x 49 = 588. 
4，240 求 三 个 自然 数 z+,y,z 满足 方程 x + y+ = x;, 问 这 个 方 
程 的 解 集 在 目 然 数 集中 是 有 限 还 是 无 限 的 ? 
(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 因为 224 + 2 = 25, 所 以 
(28 )3 十 (20)4 一 (2°)°. 
也 就 是 ”x = 2 = 256;y = 2 = 64,z = 25 = 32 是 已 知 方程 的 一 组 
解 . 
男 一 方面 , 若 (x0, yo, 0) 是 已 知 方程 在 自然 数 集 中 的 一 组 解 , 则 
(kxo,k yo,kY 0o) 也 是 它 的 解 ,其 中 是 任意 的 自然 数 . 
因此 ,已 知 方程 的 解 集 在 自然 数 集 里 是 无 限 的 . 
4.241 已 知 2lg(xr -2y) = lgx + lgy, 试 求 > : y. 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
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[ 解 ] 所 给 等 式 可 以 化 成 (x -2y) = xy， 
即 zx:— 5ry+4y = 0， 
或 (x — y)(x -4y)= 0. 


由 r+ 一 y= 0, 得 > = 1, 又 因 x 和 y 都 应 为 正 数 ,故此 时 x - 2y < 0， 


与 题 中 所 给 等 式 矛盾 .由 了 - 4y = 0, 得 二 = 4, 可 知 只 > = 4 为 所 
、 、 36 5 
4 . 242 设 a.b 为 台数 , 间 A4 = | .5 《| 的 最 小 正 整数 值 c 为 多 


少 ? 对 满足 A = c 的 各 组 正 整 数 解 (a ,5) 中 ,要 使 a + 5 为 最 小 的 值 , 问 
a .各 为 多 少 ? 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[ 解 ] 因 A = 36a -816b = 9(4a -965)， 
而 a ,2 为 整数 , 故 4a ~- 92 也 是 整数 , 因 最 小 正 整 数 为 1, 所 以 4 的 最 小 
正 整 数值 c 不 小 于 9. 

因 4 与 9 是 互 质 的 , 故 由 定理 知 , 必 存在 整数 a .2 使 得 
4a — 96=1, 

9D 十 | b+l 

一 4 一 22D 十 4 


要 使 a 是 整数 ,只 要 “二 是 整数 即 可 ， 


由 a 


p+l1 
4 
b=4t-1, 
a = 2(4t:—-1)+t= 9:—2.(t=0,+1,+2,.…) 
而 当 + 取 正 整数 1,2… 时 , 即 得 所 有 的 正 整数 解 . 
而 a + 6 = (4t—1)+ (9 -2)= 13:-3(r= 1,2,.) 
因此 ,只 需 取 上 = 1 即 可 使 a + 5 为 最 小 的 值 . 
”此 时 ,a = 7,6 = 3,a+65 = 10. 
4，243 设 a 是 任意 给 定 的 正 整 数 . 试 证 :总 可 以 找到 一 对 且 仅 
一 对 正 整 数 (zx,y) ,使 得 


令 :; 





故 
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六 


rr QD 
( 色 牙 利 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[证 ] 设 x+y~1= 上 &, 则 
(r+y—1)(r+y—2) 四 k(k—1) 
2 2 
对 于 任 给 的 正 整数 a , 取 上 的 值 满 足 
ED a < _ e+ 
这 个 不 等 式 惟 一 地 确定 了 上 & 的 值 .从 而 惟一 地 确定 了 x 和 y. 
k(k—1) 
2 3 
y= k+l~-x. 
4. 244 ” 试 证 :车 变量 x 和 y 的 某 一 组 值 满 足 方程 


,0< 工 挟 有 . 


让 二 


x -3ry+2y +x-y=0. QD 

和 Xx ~2ry+y—5rt+7y= 0， 0 
则 这 一 组 值 也 满足 方程 z 

zy 一 12r+1Sy = 0. (3) 


( 色 牙 利 数学 奥林匹克 ,1897 年 ) 
[证 ] 将 方程 和 人 @ 的 两 边 分 别 乘 以 (zx -= y 一 9) 和 (一 x++ 2y 
+ 3), 相 加 后 整理 ,得 
(xz 3xzy+2y 4+ -yr y+(r -2ry+ Sr+ 
7y)(—- x+2y+3) 
= 2(xy ~ 12x + 15y). 
因此 ,大 x 和 >y 的 某 一 组 值 满足 方程 O 和 名, 则 上 式 的 等 号 左边 等 于 
零 , 从 而 右边 也 等 于 零 , 即 x 和 y 满足 方程 @. 
4 .245 试 证 : 当 且 仅 当 方程 
Yt < 十 二 = a 
没有 非 负 整数 解 时 ,方程 
T1272+ "二 Nr, = 二 a 
没有 正 整数 解 (a 是 正 整 数 ). 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1908 年 ) 
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[证 】 数 x ,x2，… ,x, 满足 方程 
ZI1TT2X2 二 十 3 一 CQ OD 
的 充 要 条 件 是 : 数 yt 万 [一 1, y> 一 2 工 yy, 一 nr 一 1 满足 方程 
(yi +1)+2(y +1)++n(y,+1)= a. 
上 式 可 变 为 如 下 形式 
2 1 四 
因此 , 当 且 仅 当 方程 包 有 非 负 整数 解 时 ,方程 中 有 正 整数 解 , 即 当 
且 仅 当 方程 @ 没有 非 负 整数 解 时 ,方程 @ 没有 正 整 数 解 . 
4，246 证明: 方程 6(6a* + 3 +c) = 5n? 除 去 a=5b=c= 
n 二 0 无 整数 解 . 


+2y2+ + ny = a 


(第 1 届 亚 太 地 区 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 非 零 解 a ,b,c,n 的 最 大 公约 数 
(a,b,c,n)=1. 
由 方程 6(6a? + 36* + c2) = Sm? OD 
得 61n?, 从 而 61n,6* 16(6a? +362+c2),31e. 
令 n= 6m,c = 34, 其 中 ,a 为 整数 , 则 
2a* + b+ 3d? = 10m7. 人 
由 于 平方 数 x* 除 以 8 时 余数 为 1 或 0 与 4, 因 此 @ 式 右边 除 以 8 
的 余数 为 2 或 0. 于 是 @ 式 左边 5,d 的 奇偶 性 必定 相同 . 
在 5b.a 均 为 奇数 时 ,@@ 式 左边 除 以 8 后 余数 为 2x1+1+3= 6 或 
0 + 1+3 = 4, 均 与 右边 不 同 .所 以 4 ,2 均 为 偶数 ,这 时 a 必 为 奇数 ( 否 
则 ,2 是 a,65,c,n 的 公约 数 ,与 (a ,b,c,n) = 1 矛盾 ). 从 而 名 式 左边 除 
以 4 余 2, 右 边 的 mm 也 必 为 奇数 . 
令 5 = 26b1,d = 241, 则 
a 十 2bf + 6d? = Sm’. (3) 


5m? 一 a? 除 以 8 时 余数 为 5 一 1 = 4， 所 以 2 一 和 和 除 以 4 时 余数 


为 2. 这样 由 人 鲍 得 56f+ 3af 除 以 4 时 作 数 为 2. 但 平方 数 除 记 4 时 余 0 或 
1 ,所 以 好 +3d1 除 以 4 时 余数 应 为 0 或 1 或 3. 矛 盾 . 这 表明 原 方程 仅 有 
一 组 整数 解 a =5656 一 c=n=0. 

4.247 试 找 出 所 有 的 正 整 数 ,使 得 下 列 方程 式 有 一 个 整数 
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狠 下 洽 


论 久 





+(2+y)2+(2 一 2 一 0. 
(第 5 届 亚 太 地 区 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 当 n = 工时 ,得 z+(2+z)+(2-z)=07r = 一 4 为 其 
整数 解 . 
当 ”为 偶数 时 , 原 式 有 整数 解 的 充 要 条 件 为 : 


这 三 0， 
1 + 工 二 0， CD 
2 一 =0. 

但 9 为 矛盾 方程 , 故 知 ”为 偶数 时 , 原 方程 式 无 整数 解 . 

当 2” 为 大 于 1 的 奇数 时 ,利用 二 项 式 定 理 展 开 左边 再 合并 整理 得 
到 多 项 式 p(x), 它 的 最 高 次 项 系数 为 1, 各 项 系数 都 是 非 负 整数 ,常数 
项 为 2"'!. 内 韦 达 定 理 知 , p(x) = 0 的 可 能 整数 解 可 设 为 - 2: ,i 为 非 
负 整 数 ， 

若 t = 0, 则 x = 一 1, 原 式 左 式 为 3 个 奇数 之 和 , 故 不 可 能 为 零 . 

若 1 = 1, 则 x =-2, 原 式 左 式 为 (- 2)” + 0 + 4", 亦 不 可 能 为 0. 

若 1 之 2, 设 1 = p+1,p 之 1, 则 原 式 的 左 式 为 

2”[— 2 + (1 -27)" + (1 + 27)")] 


= 2 -2m+2|1+ (jt+ (2 jar 
2 4 


但 实 3, 上 式 大 插 绝 内 之 值 被 4 除 余 2, 不 可 能 为 0, 因此 左 式 不 
可 能 为 0. : 

故 当 ”为 大 于 或 等 于 3 的 奇数 时 , 原 方程 式 无 整数 解 . 

综合 上 述 ,方程 xz* + (2+ x)"+ (2 -x)” = 0 有 整数 解 的 充 要 条 
件 为 n = 1. 

4 248 ”要 使 方程 

[一 |= 1989 
有 整数 解 , 正 整数 ”最 小 取 何 值 ? 
(第 23 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 





[ 解 ] 由 方程 可 得 
1989 之 一 < 1990, QD 
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由 于 zx 委 0 时 , 原 方程 无 解 ,因此 不 妨 设 zx > 0. 这 样 ,由 Q 可 得 


1 
10* .< 710". 


1990 1989 
即 
10” . 0.0005025… < x < 10” .0.0005027… © 
当 = 1,2,3,…,6 时 ,满足 @ 式 的 整数 zx 不 存在 ,因此 ”< 7 时 原 方 
程 无 整数 解 . 


当 = 7 时 ,@ 式 化 为 
5025..… < x $5027.…， 
X11 二 5026 或 xz = 5027. 
经 检验 ,它们 确 是 原 方程 当 nx = 7 时 的 整数 解 . 
因此 ,要 使 原 方程 有 整数 解 ,m 的 最 小 值 是 7. 
4.，249 证明; 方程 x+ -y+ x= 1 具有 无 穷 多 组 满足 如 下 条 件 的 
正 整数 解 :其 中 zx,y,z 两 两 不 同 , 并 且 它 们 中 任意 两 个 数 的 乘积 都 可 
被 第 3 个 数 整 除 . 
(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 】 设 x,y,z 为 原 方程 符合 题目 要 求 的 正 整 数 解 . 则 x,y,xz 两 
两 不 同 , 并 且 存 在 正 整 数 u,v ,xw ,使 得 


XYy = zu, 人 
和 = xv, © 
zx = yw. (3) 
QO x ©@x@ 得 (xyz)* = (xyz)(uvw), 
注意 到 xyz 关 0, 于 是 ,我 们 有 
XYyz = uvw. @) 
将 中、 加 .G 分 别 代 入 @ 式 左 端 ,得 
Zu = Xv = yw = rye = uvw 
从 而 有 
XT = wy = uz = vw 
即 T= Vuw,y= Vuv,z= Van 
令 n= Vu,m = Vw,k = Vv 
则 T= nm,y= nk,z = (5) 


将 @ 代 人 原 方 程 , 得 
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sr 将 六 


nm —~ nk+mk= |1, 


即 n(k—-m)= mk!1. 
取 上 一 二 1, 则 

k=m+l, n=m+m-l (人 
把 人 @ 代 人 作 得 


T=m(m +m-— 1),y= (m+ Cm +m 1),z= m(mt+ 
1 站). 经 验证 , 当 zm = 2,3,4,…… 夺 ,上 式 给 出 了 原 方程 的 无 穷 多 组 符合 
要 求 的 正 整 数 解 . 

4.250 给 定 方程 zx? 一 3xy + y= 三 n, 其 中 为 正 整 数 . 试 证 : 

(1) 如 果 方 程 有 一 组 整数 解 (x,y), 则 它 至 少 有 三 组 整数 解 ; 

(2) 当 n = 2891 时 ,方程 没有 整数 解 . 

(第 23 届 图 际 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] (也 由 (y 一 xz) 三 胡 -3z+3zrey- 友 可 得 
XT -3ryY ty = (yx) -3r(y~ rr) 


即 X33ry+ty = (yr -3.: (y— 7x). (7x) +(- xr). 
因此 , 若 (x,y) 是 方程 
Tr 一 3xzy 十 y 一 hn (1D) 


的 整数 解 , 则 (y 一 xz, 一 xz) 也 是 方程 山 的 整数 解 . 同 理 (~ x 一 (yz)， 
一 《y 一 了)) = (一 y,X 一 y) 也 是 方程 O 的 整数 解 . 

根据 x,y 不 同时 为 零 ,我 们 不 难 用 反 证 法 证 明 , 这 三 组 解 是 两 两 
不 同 的 . 

(2) 设 方程 在 n = 2891 时 有 一 组 整数 解 .(x,y), 即 . 

7” — 3ry + vy = 2891. 

则 1 +y = 3ry +3x963+2, © 
从 而 有 x? + y 寺 2(mod 3). 
于 是 ,x,y 可 能 有 三 种 情况 : 





(i) TT 三 0 (mod 3), (ii) 二 2 (mod 3), 
y 三 2 (mod 3); y 生 0 (mod 3); 
Giii) rT 三 1] (mod 3), 
y 三 1] (mod 3). 





对 于 情况 (iD) ,我 们 令 x = 3;s,y = 3 + 2, 其 中 ;,:t 都 是 整数 .代入 
人 式 得 


S18 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





(3s)3 + (3t + 2)3 = 9s(31 + 2)* +9x 321+2, 
土 式 左 端 模 9 等 于 8, 右 端 模 9 等 于 2, 刻 盾 . 因 此 ,情况 (i) 不 可 能 出 
现 . 
对 于 情况 (ii) ,我 们 令 x = 3s + 2,y = 31， 
其 中 ; ,zt 都 是 整数 .代入 @ 式 得 
(3s +2)3+ (3 = 3. (3s +2). (31)*+9x 321+2, 
上 式 左 端 模 9 等 于 8, 右 端 模 9 等 于 2, 刻 盾 . 因 此 ,情况 (ii) 不 可 能 出 现 . 
对 于 情况 Gii) ,我 们 令 z = 3s +1,y = 3t+1, 其 中 ;,t 都 是 整数 . 
代入 回 式 得 
(3s+1)3+(3r+1 = 3 (3s+1)(3+1) +9x321+2 © 
上 式 左 端 模 9 等 于 2, 上 式 右 端的 第 一 项 
3(3y+1)(3t+1) = 3(3s + 1)[3:(3: + 2)+1] 
= 27s1 (3t + 2) + 9s + 97(31 + 2) +3 ， 和 
可 见 @ 式 右 端 模 9 等 于 5, 了 矛盾. 因此 ,情况 (ii) 也 不 可 能 出 现 . 程 厂 
故 方程 在 mx = 2891 时 没有 整数 解 . | 
4* 251 设 1987 可 以 在 5 进 制 中 写 出 三 位 数 rywv 自 r+ y+z=1 | 
+9+8+7, 试 确定 所 有 的 zy,z 及 0. 
(第 19 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 


过 党 


[ 解 ] 由 题 设 知 
w+ w+z= 1987(7r 守 1) (由 
且 > 1987,b* < 1987. 于 是 
12<b< 45. 
又 由 题 设 知 x+ y+ x = 25. ©) 


中 -Q@ 得 (656-1)(br+x+y) = 1962. 
所 以 5 -1 工 可 以 整除 1962. 考 虑 到 1962 = 2 x 9 x 109， 


且 12 < b < 45, 

可 知 8 = 19. 

于 是 1987 = 5x19+9x19+11, 
妈 x = 5,y=9,<=11,6 = 19. 


4 . 252 (1) 求 一 切 正 整 数 , 它 的 首位 数码 是 6, 去 掉 这 个 6, 所 成 
整数 是 原 整 数 的 二 
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综 站 六 


(2) 证 明 :没有 这 样 的 正 整数 , 它 的 首位 数码 是 6, 去 掉 这 个 6, 所 成 


整数 是 原 整 数 的 3 
(第 2 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 满足 题 设 条 件 的 正 整数 是 
6.10"+7 ;其 中 2 人 六 且 0 和 志和 委 107 -1 
(1) 由 给 定 条 件 得 
nm 一 二 (6 。 102 + 2 ) ， 
化 简 为 
nD = 2" ，S7”. 
因此 所 求 的 数 为 
6.10”+2" .5"= 625.10"°, 
即 625,6250,62500,… 
(2) 由 给 定 条 件 得 


m = (6 10” + zx), 


化 简 为 ”17m = 3 .10". 
上 式 左 端 是 17 的 整数 倍 , 右 端 不 能 被 17 整除 ,这 是 一 个 蔬 盾 .因此 , 满 
足 给 定 条 件 的 正 整数 不 存在 ,从 而 命题 得 证 . 

4.253 已 知 正 整数 ac 和 6 使 得 ab + 1 整除 a?+ 22 ,求证 :(a2 + 
5*)A(ab + 1) 是 某 个 正 整数 的 平方 . 

(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 设 正 整数 & = (a*+ 6b*)/A(ab+1) 不 是 完全 平方 数 ,考虑 不 

定 方程 
a + 65? 一 kab = 上,k 为 定数 . QQ 

显然 ,这 个 不 定 方程 的 解 (a ,5) 不 会 使 ab 志 0. 设 (a0,6b6) 是 @ 的 解 中 
满足 a > 0,6b > 0 且 使 e +5 最 小 的 解 ,不 妨 设 ao 宇 5b0. 固定 上 与 b， 
把 中 n 视 为 a 的 二 次 方程 .显然 , 它 有 一 根 ao, 设 另 一 根 为 w“ .于 是 由 根 
与 系数 的 关系 知 
ao+a = kbo, 


地 
a0.a' = bf—k. (3) 
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由 @ 知 a 为 整数 ,由 @ 又 知 a 闪 0, 否 则 不 为 完全 平方 数 , 与 反 证 假 
设 矛 盾 . 由 于 (ca ,bo) 是 不 定 方程 @ 的 解 且 po >>0, 故 a > 0. 于 是 有 
,_ bi—k 6—k 一 如 ji-1 at-l 


20 Ul dn 


可 见 ,(a ,bo0) 为 的 解 且 a >0,60 >0, 但 a + 60 < ao+ bo, 此 与 
(av;,bo) 的 选 法 矛盾 ,所 以 有 必 为 完全 平方 数 . 
4.254 ”证 明 : 存 在 无 穷 多 个 数 B, 使 方程 
[x2]+ [y2]=B 
至 少 有 1980 个 自然 数 解 + 、y( 这 里 [x] 表示 不 超过 > 的 最 大 整数 ). 
(第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] ”我们 先 证 明 一 个 引 理 :对 任意 的 自然 数 M ,都 存在 数 B, 使 
原 方程 至 少 有 M + 工 个 自然 数 解 . 
事实 上 ,如 果 存 在 一 个 定数 M ,使 对 任意 的 数 B, 原 方程 的 自然 数 
OT M ,那么 对 于 任意 的 正 整数 N， 自然 数 对 的 集合 
= |(rz,y)11 和 zz 过 NI 过 vv 过 N| 


由 的 所 有 (zx,y) 使 表达 式 [x ] + [y] 取 不 少 于 | | 个 值 . 因此 存 
在 (zo,yo) E S, 使 


[2 + Ly > 六 


[i 


3 
另 一 方面 , [zf ]+ [对 ] 过 2[N2] 二 2N2， 


机 N 
故 得 2Na > MT， 
即 N 去 4M2. 


此 与 N 的 任意 性 矛盾 , 故 引 理 成 立 . 

根据 引 理 ,对 于 Mi = 1979, 存 在 B = Bi ,使 原 方程 有 ri 个 解 ,其 
中 zi 之 AM +1 > 1980. 

对 于 M: = x1, 存 在 B = B,,; 使 原 方程 有 x 个 解 , 其 中 xz» 让 M， 
+ 1 > 1980. 

对 于 M3 = zz, 存在 也 = B;, 使 原 方 程 有 x; 个 解 ,其 中 x3 之 Mi 
+ 1 = 1980. 
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代 
数 
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这 个 过 程 可 以 无 限 地 进行 下 去 . 因此 存在 无 限 多 个 数 B( 即 Bl， 
B;,B;3,…), 使 原 方程 至 少 有 1980 个 自然 数 解 . 
4，255 设 刀 是 给 定 的 整数 ,求证 存在 整数 ec, 和 ,其 中 ,0 
均 不 能 被 2 整除 ,上 之 0, 使 得 
2j1 = a + b+. 21%. 
(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1999 年 ) 
[证 ] 因为 当 ; ,x,y 都 是 奇数 时 ， 
-y= (ry + ry+t + yw !). 
并 且 其 中 x+ x ?y+… + y! 是 奇数 ,所 以 下 列 命题 成 立 : 
如 果 x ,y 是 奇数 ,r 是 正 整 数 ,并 县 
天 yy (mod27)， 
那么 ,对 于 任意 奇数 ; ,都 有 
EY (mod 27). 
由 这 个 命题 可 知 , 当 + 取 遍 mod 2 的 既 约 剩余 系 时 ,r 也 取 遍 mod 
2" 的 既 约 剩余 系 ( 又 称 缩 剩余 系 ). 
因此 ,对 于 奇数 27m - 1, 必 有 奇数 a ,使 得 
2m—-1= a +g. 2%. 
令 5 = 1, 那 么 由 上 式 即 得 
2m = a + 6 + og .+ 2%. 
如 果 g 宇 0, 那 么 题目 的 结论 已 得 证 . 
如 果 gq < 0, 那 么 ,可 分 别 用 


a=a-h.209% 

19 1999 \ 19 
— a -(a—-h.27) 
gd 一 21999 +g 


代 再 u 和 9, 仍 有 


2m = a + 6 +g :2%, 


只 要 取 有 足够 大 ,就 有 5 > 0, 从 而 题目 的 结论 也 成 立 ， 


于 是 , 原 命题 得 证 . 

4 .256 图 数 Ax) 和 g(x) 定义 在 绝对 值 不 超过 100 的 整数 集 
合 上 .把 适合 f(x) = g(y) 的 整数 对 (x ,y) 的 数目 记 作 m ,适合 f(x) 
= f(y) 的 整数 对 (zx,y) 的 数目 记 作 ,适合 g(x) = g(y) 的 整数 对 
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(Xx,y) 的 数目 记 作 .证明 :2mm n+. 
(第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1994 年 ) 
[证 ] 设 4 是 任意 给 定 的 一 个 值 ,并 设 使 得 f(x) = a 的 x 的 个 数 
为 ,g(x) = a 的 x 的 个 数 为 &,( 个 数 可 能 为 0). 则 满足 











f(x)=a 

g(y)= a 
的 数 对 (x,y) 有 nn 上 &, 个 ;满足 

f(r)=a 

f(y)= 4a 
的 数 对 (x ,y) 有 ni 个 ;满足 

g(x)= a 

gly)= a 第 
的 数 对 有 2 个 . 2 

设 Dj 是 了 (x) 的 值 域 ,D, 是 g(x) 的 值 域 , 则 和 有 


m= D>, nk,, 


dd 全 DNn, 


1 
7 一 > 72 ， 
“ED 
_— 、',2 
k= > 


d 尼 了 ， 
于 是 ,我 们 有 
2m 三 >， 2nok, 


“EDPAD, 
下 
2 2 
< tk 


du€ DND 
1 kg 


4.257 考虑 方程 
< 十 y + 2 +17 一 YL — n= 0; 


这 里 n 是 一 个 给 定 的 正 整数 . 
(1) 求证 :存在 无 限 多 个 正 整 数 ,使 得 上 述 方程 有 正 整 数 解 (x， 
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6 尝 次 


yyt) 
(2) 取 nn = 4 (8m+7), 这 里 ,mm 是非 负 整数 ,求证 此 时 题目 中 
的 方程 没有 正 整 数 解 . 
(越南 国家 队 选 拔 赛 ,1994 年 ) 
[证 ] 《1 取 关 = a ?+ 如 +c ,其 中 a,5,c 为 任意 正 整 数 , 则 方程 
有 正 整 数 解 
T=a,y= b,= ec,t = nakc. 


(2) 先 证 明 : 若 n= 4*: (8m+7), 则 不 能 表示 成 三 个 整数 的 平 


方 和 . 
用 反 证 法 . 
若 存 在 三 个 整数 a ,b,c ,使 得 
1 = (B+7) = ar+6 +e’ OQ) 
当 = 0 时 ， 
8 7T= ao2+82 十 cc © 


因为 8m + 7 是 奇数 ,所 以 a ,5,c 是 一 奇 两 偶 或 者 三 个 都 是 奇数 .注意 
到 奇数 的 平方 除 以 8 的 余数 必 为 1, 偶数 的 平方 除 以 8 的 余数 为 0 或 4， 
因此 
a + +c 关 7 (mod 8) 
与 多 式 克 盾 . 
当下 之 于 时 ， 
4t*(8m +7)= oO 二 ce @) 
因为 44(8m + 7) 是 偶数 ,所 以 a ,b,c 是 一 偶 两 奇 或 者 全 是 偶数 . 
各 a,b,c 是 一 偶 两 奇 , 则 | 
a*+b*+c 三 2 或 6 (mod 8) 
从 而 a? + 5* + c ?不 是 4 的 倍数 ,与 @ 了 艺 盾 . 
行 a,p,c 都 是 偶数 , 则 由 (3 可 得 


(S$) ($F) en 
依 此 类 推 ,显然 可 得 


a 2 b 2 2 
6 +( 共 + (去 ) = 8n 十 7， 


其 中 和 所 ,之 ,5 都 是 整数 .但 由 前 面 的 讨 ; 
Fk ?Fk » ok "i 前 面 的 讨论 可 知 ， 
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( 委 ) + (去 ) + (大 ) 关 7 Gaod8) 


2 
政 盾 . 
因此 , 当 = 44(8m + 7) 和 时 , 不 能 表示 成 三 个 整数 的 平方 和 . 
下 面 用 反 证 法 来 证 明 (2). 
当 ) 靖 = 4(8p +7),k,m 是 非 负 整 数 时 , 若 方 程 


T+ y+e tt -nryt-n=0 


有 正 整数 解 (ro,yn,<o,tp). 
由 对 称 性 ,不 妨 设 xo 二 yo 二 zo 三 40. 
显然 to 是 方程 
1 — nroyosot + (xh + y+ 26—n) =0 
的 一 个 根 . 设 | 是 该 方程 的 另 一 个 根 , 则 
tl 三 N70Y020 一 10( 显然 1 为 整数 ). 
下 面 证明 +， < io. 
事实 上 ,各 所 之 1o, 则 
210 委 nroy zo. 
于 是 ， 


210(1 + 0y0sot0) 委 nroyozo(l + royosoto) 


2 : 
= xoyozo(xé + yh + zh + 16). 


由 上 式 即 得 
0 <2t0R royso(rit+ WW+ -6). 
因此 ,利用 上 式 及 xo 之 yo 过 s0, 有 
thri+t wt eh < 30. 
由 上 式 及 0 < 10, 得 
n+ nroyosh Sn(l + xovozoto) 
= xf+ yit d+ 
< 626. 
男 一 方面 ,由 之 7 可 得 
n+ nrowed > 7 了 < 人 
显然 ,上 面 两 个 式 子 是 了 矛盾 的 . 
所 以 , 必 有 1 < 过 io. 
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证 当 


亡国 流 





an 


下 面 证 明 加 > 0. 

用 反 证 法 . 

若 zt < 0. 由 + 的 定义 ,有 

tf — nroyozoti + (xh + WB+ -nn)= 0, 
即 

n(xoyozoti + 1) = xf+ yh + zh + 71. 
土 式 右 端 大 于 0, 而 左 端 小 于 或 等 于 0, 故 矛盾 . 

因此 必 有 :| 宇 0. 

综 上 所 述 , 春 (xzo,yo,zo,tio) 是 原 方程 的 一 组 正 整数 解 ,其 中 xo 二 
yo 二 0 < 10; 则 存在 非 负 整数 11 < i0, 使 得 (xzo,yoyxoyD) 是 原 方程 
的 一 组 非 负 整 数 解 . 换 句 话说 , 若 (zo,yo,xo,to) 是 原 方程 的 一 组 正 整 
数 解 , 则 可 以 减 小 其 中 的 一 个 变量 的 值 , 使 新 得 的 四 元 数组 是 原 方 程 的 
非 负 整数 解 .如 果 新 得 的 四 元 数组 中 ,每 个 数 都 不 等 于 0, 那么 仍然 可 
以 重复 进行 这 个 过 程 .显然 ,经 过 有 限 步 ,就 可 以 得 到 (z *,y*,z*,0) 
是 原 方程 的 一 组 非 负 整 数 解 .从 而 有 

1 二 二 
其 中 x“ ,y ,<” 是 正 整 数 .此 与 “4 (8 + 7) 不 能 表示 成 三 个 整数 的 
平方 和 ” 玫 盾 . 
磷 nx = 4*(8n.+ 7) 时 , 原 方程 无 正 整数 解 . 
4，258 p,q,r 是 两 两 不 同 的 实数 ,满足 方程 组 
q = p(4— p), 
1 = g(4— g), 
p=r(4-7). 
求 所 有 p + g + r 的 可 能 的 值 . 
(爱尔兰 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 
p= r(4-r)=-(r-2)+4 达 4, 
同 理 可 得 
d 扫 4,r 近 14. 
下 面 证 明 p 之 0, 用 反 证 法 . 
硅 p<0, 则 由 4-p 之 0 可 得 
gq 寺 0. 
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再 由 4-g 之 0 得 
r<0. 
于 是 ,有 
pt+gt+r<0. 
将 题目 中 三 个 方程 相 加 ,得 
pr+g+r=3(pt+tgqgt+r) 
由 以 上 两 式 得 
p” + 0? 十 2 <0 
逆 盾 . 
因此 有 4 宇 p 宇 0. 
间 理 可 得 
4 之 9 之 0,4 之 上 之 (0. 
令 
p = 4sin20,0 € | 0, 到 | 
将 上 式 代 和 人 原 方程 组 的 第 一 个 方程 ,得 
q = 4sin220， 
将 上 式 代 入 原 方程 组 的 第 二 个 方程 ,得 
r = 4sin240. 
将 上 和 式 代 人 原 方程 组 的 第 三 个 方程 ,得 
p = 4sin286. 
于 是 ,我 们 有 
sin80 = + sind. 
由 于 0 这 809 世 47, 因 此 有 以 下 8 种 可 能 : 
80 = 0,806 = xr- 0,80= x+0,80 = 2x -0, 


80 = 2x + 0,80 = 3x — 080,80 = 3xr + 9,80 = 4x — 0. 


TXT NX 2r ox TA 3x dx 
即 OE 0 97 9， 7 3 :791 


当 6 = 0 或 分 时 ,p=g=,= 0 或 3, 舍 去 . 
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岳 下 入 





Xt 4x 3 ) 
9 “9 

= 6-2(2 TR 到) 
一 cos 3 Con 9 C05 9 


3 演 六 





oT 3 
一 6 2cos -7 cos 7 了 1) 

27 .37 
| sin 7 (2cos 7 -1) 
=6- 

sin 了 
一 和 一 一 (sin 3 sin 李 -sin 他) 
Sin 

7 

一 6+i = 7. 


因此 ,本 题 所 求 的 p + g +r 的 全 部 可 能 的 值 仅 有 两 个 :6 和 7. 
4 259 ”对 任何 整数 ,求证 方程 
y k= 
不 可 能 同时 有 下 述 5 组 整数 解 (ziyi), (x2,y1 ~ 1), (x3,y1 ~ 2)， 
( x4 yl 一 3) 和 (sywl 一 4) .如果 上 述 方程 有 下 列 4 组 整数 解 (>， ,3y1) ， 
(zy-1l),(zy 一 2) 和 (x ,yi 一 3), 求 证 :上 k 寺 17 (mod 63). 
(韩国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
证] 先 证 第 一 个 结论 ,用 反 证 法 . 
若 方 程 vy 一 上 一 x3, 即 
x+kR= 


有 题目 中 给 定 的 5 组 整数 解 ,那么 
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rit+k= yi, 
x3+k= (yi 1)*, 
3 = (vy! 一 2)， 
7T3 十 户 = 二 (vl 一 3)?， 
(rt k= (yi -4). 
将 上 面 等 式 组 的 前 四 个 等 式 中 的 每 个 分 别 减 去 在 它 后 面 的 一 个 等 
式 , 得 





7 一 da = 2y! ~ 1,， 
73— x3 = 2y1— 3, 
3 3 
3 3 


娘 到 种 


将 上 面 等 式 组 前 三 个 等 式 中 的 每 一 个 减 去 在 它 后 面 的 一 个 等 式 ,得 。 | 
— 2x2+ .x3 = 2, 中 程 

一 2 十 x = 2, 四 

-2+ 2 : @ 


由 于 每 个 整数 zx 必 为 3 ,3&+1,3 -1 之 一 ' 其 中 是 整数 ， 并 且 
(3k)3=0 (mod 9)， 
(3k+ 1 = (3R)3+3. (3kR)?+3.(3k)+1 


三 1] {mod 9), 
(3k -1) = (3 六 一 3 (3k)* +3.(3k)-!1 
.三 -1 (mod 9), 
因此 ,对 任意 整数 zx, 有 
7 二 0,l 或 -1 (mod9). 中 
由 中 和 加 可 知 ,x1,xr2,x3 只 有 下 述 四 种 情况 : 
7 二 1,77 三 0,xi 二 1， (mod 9); 
ri 三 1,x3 二- 1,x3 ss- 1, (mod 9); 
7) 寺 0,73 三- 1,x3 0， (mod 9); 
ri 11,2 = 1,7 =e1. (mod 9). 
由 区 和 由 可 知 , rzayxzi 只 有 类 似 的 四 种 情况 : 
3 三 1,2 二 0,xi 二 1， (mod 9); 
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72 二 1,x3 
72 二 0,x3 三 - 
z=- 1,73=-1,7xi=l. (mod9). 
因此 ,要 使 @ 和 G@ 同时 成 立 , 必 有 


x} 三 1,7x} 二- 1,7z3 三 - 1,xi 三 1 (mod 9) © 
同 理 ,要 使 @ 和 人 @ 同时 成 立 , 必 有 
7x3 二 1,x 3 二 -1,7xi=-1,xi=1 (mod 9) © 


@ 和 人 © 显然 矛盾 .所 以 ,题目 的 第 一 个 结论 得 证 . 
现在 证 明 题目 的 第 二 个 结论 
如 果 原 方程 有 4 组 整数 解 (x1,y1), (rx2,y1 一 1),(x3,y1 一 2), (x4， 
yi 一 3) ,那么 用 证 明 第 一 个 结论 时 的 同样 的 讨论 可 得 3 式 , 即 
ri 二 1,7x3 =- 1,7xi=-1,xi 三 1 (mod 9) 
因为 
=0 (mod 7),1 1 (mod 7),2 = 1 (mod 7),3 =- 1 (mod 
7),4 三 1 (mod 7),5 =- 1 (mod 7),6’ =- 1 (mod 7), 
所 以 对 于 任意 整数 x ,有 
x 三 0, 1 或 一 1 (mod 7). 
因此 ,只 需 将 证 明 第 一 个 结 论 时 的 mod 9 改 成 mod 7， 就 可 专 得 到 类 似 
于 @ 式 的 结论 : 
ri 二 1,7}3 -1,ri=-1,ri=1 (mod 7). 
于 是 就 有 
zi 1,7x}) =- 1,xi=-1,ri 三 1] (mod 63), 
由 此 得 
17i— Xx 二 2 (mod 63), 
即 
(yf —k)-((y -1)-k)=2 (mod 63), 
化 简 ,有 
2y 寺 3 (mod 63)， 
于 是 ， 
yl 三 33 (mod 63)， 
所 以 
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k= yi-xri=33 -1 (mod 63). 
注意 到 33 -1 = 63， 17 + 17, 故 得 
k=17 (mod 63). 
4，260 证明; 方程 
x+ 只 
有 无 穷 多 组 整数 解 . 
(第 S7 届 英 斯 科 数 学 谈 林 匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 令 z 
T= n(4n 一 1) 十 二 
| 1 一 ?2(42 — 1), 1 二 ,2,… 
z=1-4n’. 
于 是 ,我 们 有 : 
r(x-1)= [nxn(4n -1)+1} .nn(4n:—1) 
= [n(4n: —1)—1] .nn(4n m1)+(4n -1).: 


4ns | 

— .2 2 _ 

= y(l~y)+ 2z’(l1—z), 
即 T+ y+ = x+y + 


所 以 , 原 方程 有 无 穷 多 组 整数 解 . 
4*261 ”寻找 所 有 整数 &, 使 得 存在 一 个 整数 x ,满足 方程 


V39-6 VI2+ Vkr(kr+ V12)+3 = 2k. 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 易 知 
39-6 v12 = (6- 3), 
kr(kr+ V12)+3= (kr + V3). 
因此 , 原 方程 可 化 为 
6~ V3+| kr + V31= 2k, 


即 
| kr +y31= 28+V3 -6. QD 
由 Q@ 可 知 
2k+Y3-6 衬 0, 
V3 
k 宇 3 一 号. 
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六 


因为 是 整数 ,所 以 
k 实 3. 
由 于 上 ,x 都 是 整数 ,因此 
kr +V3 天 0. 
如 果 kr + Y3 > 0, 那 么 由 @ 得 
kr+V3 = 2k+V3-6, 


k(2—- x)=6. 
注意 到 & 宇 3, 且 有 ,x 都 是 整数 ,由 上 式 即 得 
k= 3, k= 6， 
女 一 0; TT 二 1. 








如 果 kr + V3 < 0, 那 么 由 人 @ 得 
— (kr+y3)= 28+V3 -6， 
即 
(2+ xr)k+2Y3-6=0. 
上 式 中 只 有 V3 是 无 理 数 ,其 余 都 是 整数 . 显然 上 式 不 可 能 成 立 . 
综 上 所 述 ,可 知 所 求 的 所 有 整数 & 上 为 &= 3 或 &k = 6. 
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第 五 章 ”多 项 却 


第 1 节 多 项 式 及 其 系数 的 值 


5.1 已 知 多 项 式 
f(r) = aor tar t+ arir ta, 
中 ,系数 wsdl， ,an 名 为 整数 ,并 且 /(2) 和 /(3) 能 被 6 整除 . 试 证 ; 
f(5) 也 能 被 6 整除 . 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 ] f(2) 一 av2” 十 al1221 十 。，， 十 Qa,_12 十 0, (DD 
f(3) 二 ap3” 十 a13"-! + t+ al3+a, 


因 f(2) 能 被 6 整除, 故 也 能 被 2 整除 ,由 中式 知 ,a 能 被 2 整除 .又 因 
了 (3) 能 被 6 整除 , 故 也 能 被 3 整除 ,由 @ 式 知 ,a, 能 被 3 整除 . 
从 而 ,a, 能 被 6 整除 . 
f(5) = ao(2 + 3)”+ ai(2+ 3 i+ a 2+3) +c IC2 
+ 3)+a,+a,— a,. < (3 
按 二 项 式 定 理 展开 ,并 由 中 , 包 ,有 
f(5) = f(2) + f(3) — a + ao( C2 1 .3+ C2 .3 + + 
CHH2. 371) + al(Ch2" .3+ Co 
C2 3) + + a 2: CI.:2.3, 
由 名.@.@ 以 及 上 式 后 一 段 中 每 项 都 含有 6 的 因子 ,所 以 1(5) 能 被 6 
整除 . 
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六 记 


5.2 设 Prz)=ae+aitk +…+ax+ao 式 中 各 系 
数 a;(j = 0,1,2,…,&) 都 是 整数 : 今 设 有 四 个 不 同 的 整数 xl,zr2,z3， 
使 p(x;)(i = 1,2,3,4) 都 等 于 2, 试 证 :对 于 任何 整数 x, p(x) 决 不 
等 于 1,3,5,7,9 中 的 任何 一 个 . 四 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 ] 根据 余 式 定理 ,有 

p(x) -2= (x -ri)(r- rir - rr- ri Q(z) 人 
其 中 Q(z) 是 一 个 整 系数 多 项 式 , 或 者 是 一 个 整数 ,无 论 x 等 于 什么 整 
数 , 广 一 ,一 ;一 X33,X 一 X4,Q(x) 总 是 整数 ,而 且 前 四 者 各 不 相 
等 . 

所 以 式 右 边 至 少 有 四 个 不 同 的 因数 .但 是 1,3,5,7,9 减 2 分 别 
为 一 1,1,3,5,7; 不 可 能 是 四 个 不 同 的 因数 的 乘积 , 因此 P(x) 不 可 能 
等 于 1,3,5,7,9. 


5.3 试 证 :3 十 ps 十 -上 对 任何 正 整数 ”都 是 整数 ,并 
且 用 3 除 时 余 2. 
(中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1956 年 ) 


[证 ] 23 + 3 + 1 _ 1 = n(nt+t en + 1) 
= A+) OD 


2 
因为 对 任何 整数 ,2 为 整数 , 故 原 式 为 整数 . 


2n(2n + 1)(2n + 2) 





1 


中 式 末 端 又 可 以 写成 一 sg 一 一 1 而 2n,2n + 1,2n 
+ 2 中 至 少 有 一 个 数 是 3 的 倍数 ,又 3 与 8 互 质 ,所 以 


2n{(2n 十 ee 十 2) 是 能 被 3 整除 的 整数 
于 是 原 却 等 于 3 的 整数 倍 减 去 1 ,因而 用 3 除 它 时 必 余 2. 
5 .4 对 给 定 的 数 p,qg € RR, 求 多 项 式 
p(x)= x +prt+g 
当 x [1,1] 时 所 有 的 值 . 
(罗马尼亚 数学 竞赛 ,197S 年 ) 
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[ 解 ] 函数 p(x) 在 x 轴 上 有 一 个 最 小 值 点 xo = - 信 , 当 rx 


时 ,函数 pp(z) 递 减 , 当 z > zo 时 ,函数 z(z) 递 增 . 因 此 函数 p(x) 在 
区 间 !- 1 1 上 所 有 的 值 的 集合 4 为 :如 果 p <-2, 则 .ro > 1, 且 
= [p(1),p(~1)}]=[1+pt+gq,l—-p+gql]. 
如 有 果 -2 所 5 和 志 2, 则 -1 和 受 zro 扫 1 有 旦 
A= [p(xro),maxlp(— 1),p(1)})], 


2 
即 当 -2 过 过 0 时 ,A = [qa -人 ,p+q], 


2 
而 0 过 pp 过 2 时 ,A = [gq -全 ,1+p+ ql. 


如 果 p > 2, 则 xo <<-1, 生 
= [p(—1),p(1)] = [1-p+gq,l+p+gql]. 
5.5 多 项 式 p(z)= ar?+bri+crt+d, 当 x =-1,x= 0,x 
= 1,x=2 时 取 整 数值 .证 明 : 这 个 多 项 式 对 所 有 整数 zx, 都 取 到 整数 
值 . : 


2 
二 


(第 14 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 首先 ,我 们 有 下 列 恒等式 成 立 : 


p(x) = 6a. (xT — 1)rx(r+ 26H 1) Ho 


6 
a 

因为 4 = p(0) 和 a +65+c+d = p(1) 是 整数 ,所 以 a+b+e 
是 整数 ; 

因为 ap(-1)=20-(a+p+c)+ 过 是 整数 ， 所 以 25 是 整数 ， 

因为 p(2) = 6a +26b5+2(a+b5b+c)+4d 是 整数 ， Tn 

又 因为 对 任意 的 整数 x， Et a > 是 整数 ,所 
以 对 任何 整数 zx, p(x) 的 信 都 是 整 才 

5.6 a p(X) 是 一 个 n 次 多 项 式 , 且 对 = 0,1,2,…,n, 有 
p(k) = 一 一 17， 试 确定 p(n + 1). 


(第 4 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 设 Q(r) = (zx+1)p(x) 一 x. 由 已 知 条 件 可 知 , Q(x) 是 


世界 数学 奥林匹克 解 是 大 辞典 535 





一 个 次 数 不 大 于 nn + 1 的 多 项 式 , 并且 当 x = 0,1,2,…,n 时 ,都 有 
Q(zx) = 0. 于 是 ,我 们 有 














代 Q(x) = ar(x — 1)(x -2)(7r -7n), 
其 中 为 常数 . 即 z 
(六 十 1)p(x) -x= ar(r—-1l)(r -2)(r-n) 
令 x= 二 一 1, 得 
1 = a(— 1)" I(x + 1) 
CD" 
“(n+1) 
于 是 
_ QD)+X 
plr) = +l1 
(Do 
ee Txtz 一 1(z 一 2) 和 (zx 一 n) 十 x 
十 1] ， 
- C1)" tn+l 
plnt1)= 1 十 2 
即 


1 ,nn 为 奇数 ; 


pi 


5 .7 设 次 多 项 式 p(x) 满足 p(k) = 去, 其 中 一 0,1,2,…， 


n. 求 p(n + 1). 


(第 24 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 根据 拉 格 朗 日 插值 公式 ,得 到 


p(x) = 3 1 TT 三 二 


ww | _; 
i Cry zk 大 一 1 
Ni 


但 [| (G8) = EGR-1)kR- (Eo1)] :Ek (Rk+1)](k— 7) 
下 . . 


和 





= kl(— 1)”" (nn 一 到) 
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六 (rx— i) 


jk 
"| OIE 


k=0 CR (一 1 )2 «(yn 一 k )!k! 
| 四 1 十 一 中 
CD GD He 


k= 人 0 


pln+l)= YD i En (n+1-i) 
人 (n+ 1)! 


0 TSs 


ne 
= 


故 p(x) = 





- Sp 


£=0 
因此 , 当 ，) 为 奇数 时 ,pp(2 +1) = 0, 当 为 偶数 时 ,p(n +1) = |. 
5 .8 证 明 : 对 任何 整数 x 和 y, 代 数 式 
X77 十 3234y ~ Sxz3V2 — lSr yw + 4xrvi + 12y° 


的 值 不 会 等 于 33. 


2 
址 i 


(第 9 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 

[证 ] 将 所 给 代数 式 分 解 因 式 得 

(xr—-2y)(r- yr+ yr+2y)(r + 3y), 

如 果 y = 0, 那 么 这 个 代数 式 为 x” .显然 不 可 能 存在 整数 x ,使 x 
= 33. 

如 果 y 关 0, 那么 这 个 代数 式 的 五 个 因 式 的 值 两 两 不 同 , 但 33 的 因 
数 只 有 一 33, - 11, 一 3, 一 1,1,3,11,33. 如果 要 把 33 分 解 成 五 个 不 同 
的 因数 的 乘积 ,显然 这 五 个 因数 中 不 能 包含 + 33, 也 不 能 包含 + 11. 由 
此 可 见 ,33 不 可 能 分 解 成 五 个 不 同 因数 的 乘积 ,故此 时 代数 式 的 值 不 
可 能 等 于 33. 

5 .9 将 表达 式 (z7 + rs + 1)2 展开 并 合并 同类 项 ,得 一 个 多 项 
式 . 求 这 个 多 项 式 的 xz 和 yx 的 系数 . 

(第 10 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1947 年 ) 

[ 解 ] 因为 17 = 5x2+7x1, 所 以 x 了 了 的 系数 为 

20! 20! 20.19.18 
21(20-2-1) 2.17 一 2 = 3420. 
因为 18 不 能 表示 成 若干 个 5 和 7 的 和 ,所 以 这 个 多 项 式 中 不 含有 
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En 


zu 的 项 ,或 者 说 ,x 的 系数 为 0. 
5.10 设 A 与 8 分别 为 (x +a)" 的 展开 式 中 奇数 项 与 偶数 项 之 
和 , 求 A - B*. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1936 年 ) 
[ 解 ] 显然 A+B= (x+a)”, 
A~-B=(r~-a)’”, 
所 以 A*— B= (r+a)(r—-a)’” 
一 (x? _ a )”. 


5. 11 a,b,c 取 何 值 时 ,多 项 式 xz4+ ar “+ br+c 被 (zx-1) 除 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1935 年 ) 
[ 解 ] 多 项 式 x114 er + br +c 除 以 x -1 得 商 式 
Pi(z)=xz+zz+(a+l)xz+a+p+li 及 余 式 
QI(r)=a+b+c+l1. | 
由 题 意 ,Q(x)=a+b+c+l1=0. (1) 
又 Pi(x) 除 以 x ~ I 得 商 式 
P(x) = xz2+2zr+(a+3) 及 余 式 Q(x) = 2a+b+4. 
由 题 意 , Qs(x) = 2a+b+4=0. © 
又 P(x) 除 以 x 一 1 得 商 式 
P(x) = x 十 3 及 余 式 Q3(7)= 二 a+6. 
由 题 意 ,Qi(z) = a+6=0， : 


所 以 a 二 — 6. 
代入 加 得 b= 8&8. 
再 代 人 四 得 c=-3. 


5.12 设 多 项 式 1->x+r-xz+…+xz6-xn 可 以 写成 
4Q0 十 Qly 十 Qa2y* + a3y” + "+ Qi6316 十 Q17y ， 其 中 y= x+1, 并 且 
每 个 i 都 是 常数 , 求 U2. 

(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 

[ 解 】 1 一 六 + 一 好 十 全 + rx! 

1]— x 
1+x 
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四 1-(y— 1)% 


了 
上 式 分 子 中 y 的 系数 是 Cisg ,所 以 
a> = Ci = 816. 
5. 13 证 明 ; 不 存在 整数 a 、b、c .qd ,使 得 表达 式 axr? + pz +cr+ 
d 当 x = 19 时 值 为 1, 而 当 x = 62 时 值 为 2. 
(第 2 届 全 俄 数学 仙 林 匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 设 p(r) = ar+ ar +cz+z, 则 对 任意 整数 we,p,c 有 
p(62) - p(19) = a(622 - 193) + 0(622 — 19) + c(62 - 19) 
能 被 43 整除 ,从 而 不 可 能 等 于 工 .因此 命题 得 证 . 
5。14 证 明 : 多 项 式 


1 9 上 7 ,二 5 _ 82 3 + 3 五 
Pl7) 07 2 + 207 ~ 63* + 357 多 和 
对 所 有 x € Z 都 取 整 数值 . 


(前 民主 德国 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[证 ] 原 多 项 式 可 表示 为 
p(x) = 和 (xz -rz-3)r-2)r 1)r(r+l)(rt+ 
2) (x + 3)(x + 4). 


因为 9 个 连续 整数 中 总 能 找到 被 2,5,7,9 整除 的 自然 数 ,并 且 2 .5.7 
“9 是 互 素 的 乘积 ,因此 对 任意 x E Z, 乘 积 |[ (++i) 被 2.5.7.9 


整除 , 即 p(x) 的 值 都 是 整数 . 

5.，15 试 证 : 奉 当 自 变 数 zx 取 任 意 整数 时 ,二 次 三 项 式 ar? + 6bx 
+ < 总 取 整 数值 ,那么 2a,a + p，,c 都 是 整数 .并 且 反 过 来 也 正确 . 

(波兰 数学 奥林匹克 ,19S7 年 ) 

[证 ] 首先 假定 , 当 z 取 整数 时 , f(x) = az2+ br +c 也 是 整数 . 
于 是 

(1)f(0) = c 是 整数 ; 

(2)f(1) = a+ 5+c 是 整数 ,由 此 得 a +P = f(1) -cc 也 是 整数 ; 

(3)f(2) = 4a + 26 +c 是 整数 ,由 此 得 2a = f(2) -2(a+6)- 
c 也 是 整数 . 
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9 泪 六 


反 过 来 , 若 2a ,a + 5,c 是 整数 , 则 对 任何 整数 x,ar?+ bx +c 都 取 
整数 值 . 事实 上 ， 
az2 + bri+c= az 
= ar(r—-1)+(a+b)riec 
x(x—1) 
2 


“一 cxz+ar+ar+rc 


= 24a + (a+b)ric. 


因为 x(x - 1) 是 两 个 连续 整数 的 积 , 因 而 x(x - 1) 人 2 是 整数 .于 
是 ,az + bx +c 是 三 个 整数 的 和 ,从 而 是 整数 . 
5. 16 设 对 任意 x E 2Z, 整 系数 多 项 式 
ars + rz 十 cr 二 如 
都 能 被 5 整除 .证 明 : 系 数 ce,p,c,d 都 能 被 5 整除 . 
(第 20 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1957 年 ) 
[ 解 ] 令 x=0,1, 一 1,2 得 
d = 0(mod5S) 
at+bt+ect+d 0(mod5) 
-atb-c+d=0(mod5) 
8a +46 +2c+d 0(mod5) 
将 内 用 于 名 ,名 ,@ 得 
at+ b+c 0(mod5s) 
—- a+b -ce 二 0(mods) 
3a + 40 + 2c 0(mod5) 
+© 26=0(mod5),b = 0(mod5). 
于 是 a + c 三 0(mod5) 
3a + 2¢ = 0(mod5) 
电 x(-2)+ 四 得 a 三 0(mod5), 于 是 cc 二 0(mod5). 
5，17 设 a < 6b<c<4d. 如 果 变 量 x,y,x,t 是 数 a,b,c,d 的 
某 一 排列 ,试问 表达 式 
n= (zy +(y- x) +(z -1) +(t- zr) 


可 以 取 多 少 种 不 同 的 值 ? 


四 的 QOO QOQOOO 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1943 年 ) 
[ 解 ] 设 n(r,y,z,t) = (x- y+(y-z)+(z-1)+(t- 
x), 因为 表达 式 
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n(xr yszst) +t (r—-z) +(y- 2z) 

= n(xroy,2t) + (r+ y+ e+t) -2(xz+ yw) 
与 选取 数 a ,b,c ,d 的 哪 一 种 排列 作为 自 变量 的 值 是 无 关 的 ,和 且 x*+ yy? 
+ z* 十 对 自 变 量 的 值 a,5,c,a 的 任 一 排列 也 到 同一 个 值 ,因此 2” 的 
值 仅 与 V = xz + x 取 怎 样 的 值 有 关 , 且 和 它 一 起 达到 最 大 值 和 最 小 
值 . 

V 一 共 可 以 取 三 个 不 同 的 值 ; 

=cpgfcedyv = ac+ bd, V3= adt+t i. 
且 满 足 不 等 式 VI > V, > V;, 这 是 因为 

Vi—-V;,= (d-a)(c—-6b)>0, 

V,— V;= (6b-a)(d-r)>0. 
因此 ,nn 所 取 的 值 可 以 按 大 小 排列 如 下 : 

nl{acsbd) > n(a,b,cd) > n(a,b,d,c). 

5. 18 试 证 (1) 具有 给 定 的 常数 系数 的 任 一 二 次 三 项 式 Ax* + 
Bx + C, 可 以 表示 成 


Tr(r— 1) 1) 
+ lx 十 
| .2 ir+m 


的 形式 ,其 中 有 ,1 和 wm 有 完全 确定 的 数值 . 
(2) 二 次 三 项 式 4z + Bx + C 对 所 有 的 整数 x 都 取 整 数值 当 且 仅 
当 ; 如 果 把 它 表 示 成 
6 1 ) 
的 形式 时 ,系数 &,! 和 xm 是 整数 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1903 年 ) 
r(x—1) . 
2 


+ Zr 十 了 


[证 ] (1) 因 为 x* = 2 
所 以 二 次 三 项 式 
Q=A4r+Br+C 
可 以 变 为 
Q = kh + /ir+m, 
其 中 有 =2A,1 =A+B,m=C. 
(2) 着 二 次 三 项 式 Q 对 所 有 的 整数 x 都 取 整 数值 , 则 当 x 等 于 0， 


之 ， 
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e 沫 六 


1 ,2 时 ,得 到 二 次 三 式 相应 的 值 
r=m,s=i+m,t=k+2/+m, 


它们 都 是 整数 ,因此 m ,/ 和 k 也 是 整数 . 
反之 ,车 上 ,1 和 加 都 是 整数 , 则 对 任意 的 整数 ,三 一 ， 


数 ,因此 Q 的 所 有 三 项 都 取 整 数值 ,从 而 Q 本 身 也 取 整 数值 . 
5.19 设 多 项 式 
P(x)= r+ar lt+…+a_irt+l 
有 ?7 个 根 ,并 且 系 数 aj,a,,…,a,-! 都 是 非 负 的 .证 明 : P(2) 之 37. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 因为 多 项 式 P(z) 的 所 有 系数 都 是 非 负 的 ,所 以 它 的 根 a， 
az,…oan 都 是 负数 .于 是 
P(x) = (r+ Bi)(r+ Ba) (x + B,), 
其 中 B: =— a;>0,i= 1,2,.…,n. 
根据 平均 定理 ,有 
2+B=1+1+B23 V1.1.B = 3VB(i= 1,2,..,n). 
注意 ,由 韦 达 定理 , 818,…pB, = 1, 于 是 得 到 
P(2) = (2 + B1)(2+ B.)…(2+8B,) 
>3". VB B, = 3". 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
5.20 设 P(x) 是 某 个 n 次 多 项 式 , 数 a < 5 满足 
Pl(a) <0,-P'(a)<0,P’(a) <0,…,(-1)"*P (4) 0, 
P(b) > 0,P'(b) 守 0,P’(6) 守 0,.…%, PI (bp) 0. 
证 明 :多 项 式 P(x) 所 有 实 根 都 在 区 间 (a,5) 内 . 
(新 加 坡 中 学 数学 竞赛 ,1978 年 ) 


也 是 整 


[证 ] 考虑 多 项 式 
Q(Xr) = Pla—-7x)= ar + “+alr+t+ ay, 
则 有 
ao = Q(0) = P(a) < 0， 
al=Q(0)=-POc) 委 0， 
Q' (0)  (- 1 P (ae) 
2 SS) 


以 2 
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天 沧 本 刘 三 由 





Q (0) (DPCe) 0 


和 nl 
因此 ,对 所 有 x 宇 0, 有 
Q(xr) < 0. 
即 多 项 多 P(x) 在 x E (- %,a] 上 没有 根 ， 
同 理 , 对 多 项 式 
R(x) = PC(b+ 7x)= 607 + +bir+bo 
有 
bo = R(0) = PLD) > 0， 
bl = R'(0) = P'(b) 宕 0, 


ss 项 
(n) (n) 
p= R*”’(0) _P (5b) -> 0. 
7 1 7 1 


因此 , 当 x 之 0 时 ,有 
R(X)>0. 
从 而 多 项 式 P(z) 在 zE [65,+%) 上 没有 根 .这 就 证 明 , 多 项 式 P(z) 
所 有 实 根 都 在 (a ,5) 上 . 
5.21 求 所 有 的 x € Z, 使 得 多 项 式 
2x7*—-x-36 
的 值 是 某 个 素数 的 平方 . 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 设 2x* x-36 = 声 ,p 是 素数 , 则 
p* = (rx+4)(2r -9)= ab, 
其 中 a= r+4,0=27-—- 9a,bE 7Z,2a— b= 17. 
因为 a 是 整数 ,而 且 整 除 六 ,所 以 只 有 如 下 6 种 情况 : 
(1)a = pr,5b = 1, 则 2p* 一 1 = 17, 即 p= 3, 因 此 
r=a~4=p-4=5.. 
(2)a = p,b = 2p, 则 2p 一 p= 17, 即 p= 17. 因 此 
r=a-4=p-4= 13. 
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(3)a = 1 = p, 则 2 一 p? = 17, 即 p* = 一 15, 不 可 能 . 
(4)a =-p,b = 一 1, 则 -2p?+1= 17, 即 p? = 一 8, 不 可 能 . 
代 (Sa =-p,6=-p, 则 -2p+p=17, 即 p=~17, 则 x= 4a- 
4=-p-4= 13. 
(6)a =-1,6 = 一 户 , 则 一 2+ p? = 17, 即 p* = 19, 不 可 能 . 
于 是 ,所 求 的 值 是 x+ = 5 和 x = 13. 
5.22 给 定 实 系数 多 项 式 pg(z) ,pzr)，…… 记 (并 ) 和 实数 
al, ,Qn. 证明 :如 果 函 数 


f(x) = po(z)+ 之 | p(x) | 
在 R 中 不 同 的 点 上 取 不 同 的 人 则 它 的 值 域 为 R. 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 所 有 的 多 项 式 pi1(x),…,p,(zx) 都 是 非 零 的 , 取 这 
样 的 数 z* , 它 大 于 上 述 多 项 式 的 所 有 实 根 , 则 当 x 之 x' 时 ,函数 f(r) 
与 多 项 式 


p’ (x) = po(x)+ arlsignpe (x*)) plz) 


是 一 致 的 .因为 每 个 多 项 式 p(x),…,p,(x) 在 区 间 [x*, + oo) 上 都 
有 固定 的 符号 . 同 理 可 取 这 样 的 数 +- ,使 得 x 三 +- 时 函数 f(x) 与 某 
个 多 项 式 p- (xz) 一 致 .因为 隆 数 f(x) 的 每 个 值 都 不 取 两 次 ,所 以 多 项 
式 p' (x) 与 p (x) 都 不 是 常数 .因此 

lim, | f(x)1= lim | f(x) 1= %. 
由 函数 /(z) 的 性 质 可 知 , 只 有 如 下 两 种 可 能 : 
要 人 么 lim f(x) = 一 coi lim f(x) =+ %; 
要 人 么 tim f(z) = + oo， lim, f(x) = 一 oo. 
在 这 两 种 情况 下 ， 因数 (x) 都 可 取 绝对 值 任意 大 的 正 值 和 负 值 我 们 
证 明 , 函 数 f(x) 可 到 任意 的 CE R. 事 实 上 ,由 上 面 的 几 个 极限 式 知 ， 
存在 这 样 的 点 xi ,使 得 f(x1) > C, 也 存在 这 样 的 zx; ,使 得 f(x;) < 
C. 因 为 FLz) 是 连续 函数 ,所 以 根据 介 值 定理 ,在 点 zi 与 x; 之 间 存 在 
点 ,使 得 f(x) = C. 证 毕 . 

5，23 ”对 整数 p 和 g 应 当 加 上 什么 限制 ,才能 使 得 
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(1) 对 所 有 x € Z ,多项式 P(z) = x + pr + gq 都 取得 数 (奇数 ) 
值 ? 
(2) 对 所 有 x E 2Z, 多 项 式 Q(x) = x + px + 9 的 值 都 能 被 3 整 
除 ? 
(罗马尼亚 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[ 解 ] (1)P(0) = gq. 
P(1)=p+g+l1. 
要 使 z+ € Z 时 ,P(x) 为 偶数 全 PC0)， P(1) 为 偶数 全 9 为 偶数 ,p 
为 奇数 . 
要 使 x € Z 时 ,P(x) 为 奇数 局 P(0),P(1) 为 奇数 傅 g 为 奇数 ,p 
为 奇数 . z 
(2) Q(0) = g,， 
Q(1)=1+p+g, 
Q(2)=8+2p+g 三 2+2p + gq(mod3). 
要 使 + € Z 时 ,Q(zx) 被 3 整除 千 319,311+p+g， 
312+2p+ gg 0,p 2(mod3). 
5.24 设 M 是 所 有 形 如 
P(x)=ar +t+br +crtda,b,cd ER,HYrE [一 了 ,1 时 
满足 ! P(x) | 这 上 的 多 项 式 的 集合 .证 明 : 必 有 某 个 数 衣 ,使 得 对 所 有 
P(r) € M, 者 有 1 a | 才 &, 并 求 最 小 的 上 . 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 因为 多 项 式 Po(x) = 4x 一 3x 满足 Po(-~1)=-1,Po(1) 
= 1, 并 且 在 它 的 极 值 点 上 有 


1 /1 

eH) et) 
所 以 Po(x) E M .现在 证 明 , 对 任意 P(x) € M, 有 1a 1 声 4. 否 则 , 设 
存在 多 项 式 

P(r)=ar +br+cr+dE€EmM™, 
且 1 a 1> 4, 则 非 零 多 项 式 

Q(x) = Polz) - APp(z) 
的 次 数 不 超 过 2. 由 于 当 | x | 才 1 时 ， 
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2 Yo 
坟 后 洲 





< 1, 所 以 





4pGz) 


QaC-D<oal- 了 ) > 0， 


3 染 六 


Q (=)<0,Q( >0. 


从 而 ,多 项 式 至 少 有 3 个 根 ,矛盾 .于 是 所 求 的 上 & 等 于 4. 
5… 25 设 给 定 整 数 ze < Xl 芝 … 芝 zx, 证明; 多 项 式 x”+ ajx”! 
+ 十 a 在 点 x0,7T1,… ,zx 取 的 值 当 中 ,存在 这 样 一 个 数 ,其 绝对 值 不 
小 于 太 ， 
(越南 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 根据 拉 格 朗 日 插值 公式 ,多 项 式 


P(x)= x +a I+ +a, 
可 表示 为 ”P(x) = 六 人 LU Pe 
用 反 证 法 . 设 题 中 结 沦 不 成 立 ， 和 二 0,1,…,7 时 ， 


nt 
| P(x,) <. 
1 人 


则 多 项 式 P(z) 的 首 项 系数 1 同 应 等 于 乘积 [| = 二 Pls) 的 首 项 系 





0 
数 之 和 ,是 其 模 不 超过 
p > 1 
ee 
ee 0 : 
"1! ll 
<Y .1 
j=0 2” TIG-2 [1 (Gi-») 
Os i ni>] 
1 A 1 1 
2 人 (一 了 
1 ~ . 
和 Pe 
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矛盾 .假设 不 成 立 , 故 结论 成 立 . 
5°.26. 设 ia,| 是 斐 波 那 契 数列 ,其 定义 如 下 :al = ay = 1,c+a 
= al+a ia EN 证 明 ; 如果 990 次 多 项 式 P(x) 满足 : 当 & = 
992…,1982 时 , P(k) = a;, 则 P(1983) = algg3 1. 
( 罗 蕊 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 对 nn€ NN 用 归纳 法 证 明 更 一 般 的 结论 :如 果 次 多 项 式 满 
是 , 当 
=n+2,n+3,.…,2n+i+2 
时 , P(Ek) = i, 则 P(2n 寺 3) = a2,43 一 1, 当 = 1 时 ,有 P(3) = 2， 
P(4) = 3, 从 而 P(x) 三 xz-1, 且 
P(S)=4=as—-1. 


现在 设 结论 对 n 一 二 成立. 下面 证 明 它 对 ”也 成 立 . 设 多 项 式 P(x) 的 第 
次 数 为 凡 ，, 且 当 &= n+2,k= n+3,…,2n 十 2 时 ,有 多 

P(k) = ak. 
考虑 多 项 式 


Q(xr) = P(x +2)— P(x + 1). 
显然 它 的 次 数 不 大 于 一 1, 因为 当月 = n+ 1l,n + 2,…,2n 时 ， 
Q(k) = Plk+2)~ P(Ek+1) 
一 CR+2 Gkp+l 
= ay. 
所 以 Q(z) 满足 , 当 上 = n+1,n+2,…,2n 时 , Q(k) = a .由 归纳 法 
假设 ,有 
Q(2n +1) = ai 一 上 上， 
但 是 
Q(2n +1) = P(2n + 3) — P(2n + 2), 
因此 
Pl2n + 3) = Pl(2n +2) + Q(2n + 1) 
= d2n+2 + a2n+1 1 


= Q20+3 — 1. 


5. 27 证明: 非 零 的 复 系 数 多 项 式 已 和 Q 的 根 相同 ( 重 数 也 相 
同 ) 的 必要 且 充 分 条 件 为 ,函数 f(z) = 1 P(z) |-|1Q(z) | 在 所 有 非 零 
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的 ~ EC 处 的 值 的 符号 相同 . 
《罗马尼亚 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 设 多 项 式 已 和 Q 的 根 (连同 它们 的 重 数 ) 是 相同 的 , 则 有 

P(z) = a(z 一 ZE 一 ge 一) 

Q(z) = ps 一 xl)2(s 一 3) 2 
其 中 a .5 是 非 零 复数 ,n,n2,… ,mx EN, 因 此 ,函数 

f(z) =|1 P(z) |~| Q(:) | 

= (jal-i6l) | (zo ein(z) — oo | 

不 能 取 符 号 不 同 的 值 . 现在 证 明 充 分 性 . 为 确定 起 见 , 设 As) 不 取 负 
值 , 则 degP 之 degQ ,否则 对 模 充 分 大 的 = 有 | P(x) |<1 Q(z) 1, 即 
f(z) < 0, 矛 盾 .其 次 , 设 

P(2) 一 (~ 一 zo) "0 Po( <), 
其 中 zo € C,no EN,Po(z) 为 多 项 式 ,并 且 Po(<6) 关 0; 又 设 

Q(z)= (2— =0) ”0 Qo( 2), 
其 中 mo EE x! ,Qo(<) 为 多 项 式 ,并 且 Qoktxo) 了 天 0. 下 而 证 明 , 0 之 
n0; 人 否则 0 过 m6 < m6, 则 对 距 点 zo 是 够 近 的 < 有 

sh) = 一 =012o(l(s 一 z0)"0 “0Po(so) [一 Qo( 20) 1) 
将 是 负数 . 因此 , 如果 多 项 式 P 有 根 >), <,,…, zi ,其 重 数 分 别 为 ， 
n2，", 74, 则 多 项 式 Q@ 也 有 这 些 根 ,而 且 其 重 数 访 |, 访 ，，,… 依次 不 
小 于 n,n;,… ,74. 最 后 ,出 


nl D2 RR my, 


nn 


7+ 二 pap. 

得 到 = 1,… ,nk 二 pu4, 即 degP = degQ ,而且 除 = ,<;,…, 外 ， 
多 项 式 没有 其 他 的 根 .因此 多 项 式 P 和 Q 的 根 相 同 . 

5 .28 给 出 一 个 集合 M, 它 由 7 个 连续 的 自然 数组 成 ,而 且 存 在 
一 个 5 次 多 项 式 P(x), 使 得 :(1) 多 项 式 P(x) 的 每 个 系数 都 是 整数 ; 

(2) 在 M 中 有 包含 它 的 最 大 数 和 最 小 数 在 内 的 5 个 数 & 满 足 P(A) 
一 k; 
(3) 存在 &E M 满足 P(&) = 0. 

(英国 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 设 7 个 连续 数 为 ae,a + 1,a + 2,…,a +6. 构 造 
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Prz)=r+z-alz-a-6(zr-pb)(rs — b2)(r2 — b3) 
中 
其 中 站 ,003E iae+la 二 2 + 3|. 
满足 P(k) =0 的 &E je+la+2 ar+5l. 
车 k= a+1, 则 由 加 
a+l+l.(-$) .cli.c cgi=0, 其 中 cczc3 为 -1 一 2,-3， 
一 4 中 的 三 个 . 
令 cl=-1c =-2,c3=-3. 
则 e+l+1l.(-5).(-1D.(-2).(-3)=0,o<0, 于 丑 . 
同 理 ,leccjCl-l 一 2, 一 3, -4 时 都 有 a<0, 了 矛盾 . 
若 &=a+2, 则 由 人 
a+2+2.(-4). ci. c .cg=0, 其 中 
jclycayciiClil,-1-2, 一 3 
取 cl = lc =- 1,c3 = 一 2， 
则 at+2+2.(-4):.1:.(-1).(—-2)=0. 
a = 14,7 个 数 为 14,15,16,17,18,19,20. 
故 P(x)= x+(r-14)(r -20)(7r -15)(xr -17)(r 一 18) 
满足 P(16) = 16+2:.(-4):1:.(-1):(~2)=0, 
P(14) = 14,P(20) = 20, P(15) = 15, 
P(17) = 17,P(18) = 18. 
5。29 ”将 表达 式 
(C(x 2) 2) 2) — ~- 2) ~ 2)°, 
其 中 共有 A& 重 括号 ,去 括号 并 合并 同类 项 之 后 得 到 一 个 多 项 式 . 求 这 个 
多 项 式 中 的 x* 的 系数 . : 
(第 10 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1947 年 ) 
[ 解 ] 令 所 得 的 多 项 式 为 PE(z), 并 设 
P(x) = Ap + Brr+ Cr 十，…. 
因为 
P.(0) = ((…(((0 -2 -2 2) -2) -2) 
二 4， 
所 以 
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P(x)=4+ Brt+ Cr + 
下 面 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 : 
B, =—4*,C, = 44:1. 于 
事实 上 , 当 = 1 时 ， 
Pi(x)= (x—-2)= x ~4r+4, 
因此 B =~4,C1!= 1. 
设 &= mm 时, 我们 有 
4° 一 1] 





Bu =-4" Co = 4" 1 
于 是 
P (xz)=((4+Bzr+Cz+…) 一 2) 
= (2+ B,rt+ Cr+) 
= 4+4B,x + (BS, + 4C,)x 二 
因此 
Br = 4B = 4° (一 4 和) =— 4 
Cari = (4 +4. (4 ) 
dmti -1 
441 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 &, 都 有 
C, = 44- ， 4 一 1 
4-1 


而 所 求 的 x? 的 系数 就 是 Ct， 
5。30 ” 试 决 定 所 有 的 正 整 数 对 ( ,nn), 使 得 (1] + "+ 十 … 十 
zx) 能 被 (1+ 工 二 x? 十 … 十 x”) 整除 . 
(第 6 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 1+x+x* 二 … 二 x” 二 0 的 mx 个 根 是 





2kx 2kx 
Xk 二 cos 一 + 十 isin + 本 1k = 1,2,…,m), 
所 以 I+xrxtr + +r* = (rx- TT T(r — Xr,). 


因此 f(z) 一 1 + x" 十 全 十 :十 rn 能 被 1 + 六 十 .十 x" 束 除 
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的 充 要 条 件 是 对 一 切 x = 1,2,…,m), 都 有 f(z) = 0. 
ntl) _ 
由 于 f(x) = 一 一 ,所 以 前 述 关于 整除 性 的 充 要 条 件 等 价 


于 T+) 一 由 = 0， OD 
且 XE 天 1. © 
人 式 是 显然 成 立 的 ,G@) 式 相当 于 


2k 
kn is PE 1 1,2,. 
m+l1 


因此 ， 所 求 正 整数 对 (六 ) 是 由 一 一 切 汪 条 人 171 +1 和 1 互 质 ” 
的 那些 正 整 数 六 ,2 所 组 成 . 
5.31 试 证 :如 果 和 是 自然 数 ， 那么 对 于 任何 x， 
(+ Ut) (1+) 
二 1+ 广 二 十 如 十 十 
这 里 mr 是 与 有 关 的 自然 数 ， 并 求 出 m. 
《波兰 数学 奥林匹克 ， 1958 年 ) 





[证 ] 表达 式 
Pi = (1+ x)(1+ ri) +x) (1 + x?) 
是 + 1 个 二 项 式 之 积 .去 括号 后 ,得 2**! 个 加 项 之 和 .在 各 括号 中 取出 
一 项 ,然后 作出 它们 的 积 , 就 能 得 到 各 个 加 项 .因此 把 PP 看 成 是 变量 x 
的 2**! 个 不 同 的 寡 的 和 ,其 中 次 数 最 低 的 午 由 乘积 1 .1.….1= x 
产生 ,任何 其 他 的 备 都 是 下 列 形式 的 积 ， 
2 2 2 
不 失 一 般 性 ,可 以 假定 ki < 有 2 < … 芭 到. 
我 们 来 研究 多 项 式 P,_| 中 的 两 个 项 的 短 指 数 .它们 有 下 列 形式 : 
241 十 2 入 十 十 24 及 2 + 212+… 二 24， 


天 大 天 
i+2 2+.…+2 
_ 2K1+2 


其 中 
ki<ky< <k,l 人 < 人 <1,， 
并 且 自 然 数组 1,k,,…,k, 与 11,L，,… ,4 不 相 重合 .我 们 证 明 , 这 两 项 
的 舌 指 数 不 相 等 . 
用 反 证 法 . 设 
24 十 2 和 二 十 24 二 24 十 22 + 十 24， 0 
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则 
24(1+26 十 十 26 二 211+ 2 和 + +24 和). 
因为 数 一,… ,kk; 一 1,12 一 上 1，… ,ls 一 1 甸 为 正 数 ,因此 名 式 两 
端 括号 中 的 数 是 奇数 ,所 以 由 外 得 
2 = 24. 
由 此 ,Ri = 六 于 是 在 等 式 中 的 两 边 可 以 消去 第 一 一 项 , 绊 采 得 到 旨 短 了 
的 等 式 


2 二 2 3) 
对 等 式 (3 重复 前 面 的 论证 得 
k, 一 2 . 


继续 缩短 初始 等 式 中 ,最 终 得 到 :如 果 中 成立, 那么 r = >, 且 对 ;= 1， 
4 二 / ,也 即 指数 组 ki,k2,**,k, 与 指数 组 71,/,,…, 1， 重合 . 
但 对 于 Pi 的 两 个 不 同 的 项 来 说 ,这 是 不 可 能 的 .因此 多 项 式 Pl 的 任何 
两 项 都 是 x 的 不 同 的 突 . 因 为 PP 的 最 低 项 等 于 乘积 1 .1.….1 = x"， 


大 


它 的 最 高 次 项 等 于 > .zz .rz = z2 -1 而 且 P, 共有 24+1 
个 项 ,因此 ,多项式 已 是 x 的 所 有 从 0 次 到 2*+! - 1 工 次 赛 的 和 , 即 


2 大 + 
P=1+x+.r + +z? 1 


可 见 jy = 24+1 1. 
5 . 32 已 知 有 整 系数 a1,02,…, 的 多 项 式 
z f(x) = ta lta + tart+a,. 
又 已 知 存在 四 个 不 同 的 整数 a ,5 ,c,d ,使 得 
fla)= f(6) = fl(c) = ad) = 5. 
证 明 没 有 整数 ,使 得 FA) = 8. 
(第 2 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 由 已 知 条 件 知 ,多 项 式 
f(x)—5 
有 四 个 不 同 的 整数 根 a ,b,c ,ad. 因 此 可 设 
fr)-5= (ra br- cr-d). p(xr), 
其 中 g(x) = x” + Do |! + 二 Di; 且 51,D;,… 是 整数 . 
如 果 存 在 整数 ,使 FA) = 8, 那 么 
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(k—-a)(k—b)(k-c)(k-d). rrR) = 3. 
于 是 ,四 个 整数 外 一 ,RE 一 5D, -c,k 一 d 中 至 少 有 三 个 的 绝对 值 都 等 
于 1, 因而 至 少 有 两 个 相等 .此 与 条 件 “a,5,c,d 为 四 个 不 同 的 整数 ” 矛 
盾 . 故 命题 得 证 . 

5.33 ”如果 a,b 是 整数 ,日 x*--x-1 是 arr" + br*+ 1 的 因 
式 , 试 求 a 的 值 . z 
(第 6 届 美 国 数 学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 方程 x* -x -1= 0 的 根 为 
EE 


2 4 2 ， 
并 且 pt+gq= 1,pg=-1. 


由 题 设 可 知 ,p,g 也 是 方程 第 
| arl’ + br +l1=0 多 2 
章 
的 根 .因此 , 机 
17 16 和 
ap +ppb +l=0 OD 
ag! + bg +1=0 四 


四 xok, 得 apDolkT+ bple gl + 0 -0 


利用 pa = 得 

ap+b=—-oa" © 
类 似 地 ,Q x p*, 并 利用 pg = - 二 可 得 

ag + b=- pr 由 
-四 得 : 

a(p— gq) 一 pie — 9 ， 

站 pie 一 qe 

p-g 


= (p+q)(p + aq)(p + gqg)(p+ gq). 
由 于 p+g=1, 
p+q=(ptg) -2pg=1+2=3, 
pi+o: 一 (p* + gqg) ~ 2(po)? =0-2= 7， 
Ptra = (pl+q) -2(pg)! = 49 -2= 47, 
因此 d= 47x7x3x1= 987. 
5，34 ”多 项 式 








Ean 


(1 z)o(l 22)%2(1 _ x3)03…(1 _ 2 ) 0 
中 ,2 为 正 整 数 (i = 1,2,…,32), 并 且 该 多 项 式 具 有 下 列 奇妙 的 性 质 : 
把 它 乘 开 之 后 , 删 去 z 的 高 于 32 次 的 那些 项 ,人 恰 留 下 1 一 2z. 试 决定 
632( 管 案 可 以 表示 为 两 个 2 的 方才 之 差 ). 
(第 17 届 美国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 fz) = (1 -2z)%(1 一 2)?2(1 23) (1 ~ 2 ) 
=1-—-2z+g(z), 
其 中 g(x) 的 每 一 项 都 高 于 32 次 . 
比较 两 边 = 的 系数 ,得 ”6b = 2. 
fl(— xz) = (1 + (~ +o) (1 一 32)03 一 十 2= 十 
g(— =) 
f(z) 。 大 一 ~z) = (1— 2 ) 21+26 (1— ~4)204 。 (1 _ 6)03+266 (1 
8 )208 。 (1 zl0) ost2810 网 (1 _ 2 ) st2030 。 (1 


32)2b3 。 。,， 


=1-4z + gi(z), 
其 中 g1(x) 的 每 一 项 的 次 数 都 高 于 32, 并 且 都 是 偶数 . 
令 w= ,fi(w) = xz) f(- 2), 则 
fi(w) = (1 - vw ) ot+2b2( 1 ww )204( 1 ww?)s31206 (1 加 ru4)208(1] 加 
to5)05+2640…( 工 1)605+26030(T — vol6)2632... 
= 1 ~ 4w+ g2(w), 


其 中 g,(w) 的 每 一 项 关于 w 的 次 数 都 高 于 16. 


比较 上 式 两 边 w 的 系数 ,得 
b! 十 20， 一 4， 
因而 0 = 1. 


再 重复 以 上 步骤 . 设 r = wp(r) = fi(w)fi(- w)， 
可 得 
folr) 一 (1 rr) +20a+404 。 (1 __ r*)468 。 (1 方 )63+<06+4012 。 (1 _ 
r4)4016( 1 _. 广 )05+2010+4020 。 (1 6 )4024 , (1 
广 )07+2014+4028( _ 六 8 )4032。， 
一 一 16r 十 g3(r), 
其 中 gs(7) 的 每 一 项 关于 / 的 次 数 都 高 于 8. 
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比较 两 边 > 的 系数 ,得 
bi +26, + 464 = 16. 
由 51 = 2,5，= 二 1 得 65b4 = 3. 
继续 上 面 的 过 程 ,可 依次 得 58 = 30,bie = 22 -24 = 4080. 最 后 由 
bl + 267+ 4b4 + Bbs + 16b16 + 3203 = 22， 
, 232 216 
得 bb32 三 37 
5. 35 (1) 求 多 项 式 P(r,y) = 4+x2yi+ x4y: 一 3x? 的 可 
能 的 最 小 值 。 
(2) 证 明 : 这 个 多 项 式 不 可 能 表示 成 关于 变量 x .y 的 多 项 式 的 平 
方 和 形式 ， 


一 227 IE 





(第 15 届 全 苏 数 学 奥 林 匹 元 ,1981 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 算术 平均 一 一 几何 平均 不 等 式 可 得 
] 十 了 十 ry 之 37”y, 

并 且 当 x = y = 1 时 等 号 成 立 .因此 我 们 有 

P(r,y)=3+(1+x y+ riy — 3r°y) 

之 3， 

并 且 当 rz = y = 1 时 ,P(zr,y) = 3. 故 所 求 的 最 小 值 为 3. 

(2) 设 plx,y) = gi(x,y) + g(x,y) + … + g%(x,y), 其 中 
pi(zyy) 是 多 项 式 , i = 1,2,…,n. 

因为 p(x,0) = p(0,y) = 4, 所 以 多 项 式 g;(x,y) 不 可 能 有 形 如 
ax* 和 by 的 单项 式 , 从 而 pzyy) 中 六 项 的 系数 应 该 为 正 ,此 与 已 
知 条 件 巴 盾 . 故 P(z,y) 不 可 能 表示 成 关于 变量 x 、y 的 多 项 式 的 平方 
和 形式 . 

5 . 36 ” 试 求 出 3 个 互 不 相等 的 非 零 整数 c,p,c ,使 得 代数 式 

r(x—-a)(r—-b)(r—-c)+li 
可 以 表示 成 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 式 . 
(第 8 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1945 年 ) 

[ 解 ] (1) 者 d,e,f,g 为 整数 ,并 且 
(rx~a)(r-b)(zr—-c)+1l= (r+ad)(x i?+er:+frt+g) Q) 
则 令 x = 0, 得 ”dg = 1,d =+ 1. 依 次 令 x = a,b,c, 可 得 
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cr+d= 土 |， 
和 
cC+d= 土 十 . 

若 d = 1, 则 非 零 整数 a = 5 = c =- 2, 与 已 知 条 件 a,b,c 互 不 
相等 矛盾 ; 若 d = 一 1, 则 a = 5 = c=2, 仍 然 矛 盾 . 故 人 式 不 可 能 成 
4. 

(2) 若 4d,e,f,g 为 整数 ,并 且 

rx-a)(r- br-c)+t+1l= (rtdrte)(x +frt+eg) 

: 从 
则 令 x = 0, 得 eg = 1. 

(i) 车 e = g = 1, 则 人 @ 式 化 为 
rr-a(r-br-c)+1l= (r+drt+l)(r +fr+1) (3) 
依次 令 x = a,5b,c 可 得 

a*+da+1=+l1, 
(ip 由 
c+dc+1l1=+l. 

如 果 a*+ da+1=1, 那 么 a = 4d. 又 由 5 关 a,c 关 a, 可 得 
+dbt+1l=-1, 
c+dct+l=-1. 


bl(b+d)=-2, 
即 {etn 


p= 了， b=-1, b= 2, b=—2, 
解 得 a 二 3， a 一 一 3， a = 了， a = 一 3， 
C= 2; C 一 一 2; c= 1; c= 二 一 1. 


由 此 可 知 , 当 方 程 组 @ 的 左边 至 少 有 一 个 为 + 1 时 ,可 解 得 
(a,b,c) = (1,2,3) 的 任意 一 个 排列 ， 
或 (a,5,c) = (-1, -2, - 3) 的 任意 一 个 排列 . 
如 果 方 程 组 @ 的 左边 都 等 于 - 1; 那 么 方程 两 两 相 减 ,得 
| -p+d{ta-b)=0, 





bp-~-c+d(b-c)= 0, 
-a+d(c-a)=0. 
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由 a 一 5b 关 0,6-c 关 0,c -a 关 0, 得 


从 而 有 a=6=c=- 所 ,此 与 4 ,b,c 互 不 相等 矛盾 . 


(i) 若 e = g=- 工 则 人 @O 式 化 为 
r(xr—-a)(r-b)(r-c)+1= (r+dr-l)(xr +fr-1) 


依次 令 z = a,b,c 可 得 
a*+da—-1=+1, 
(wt 
c+dc—-l=+tl1. 
类 似 地 可 解 得 
(a,b,c) = (1, -1,2) 的 任意 一 个 排列 ， 
或 (a ,b,c) = (1, 一 1, 一 2) 的 任意 一 个 排列 . 
经 检验 知 ， 
xz(r— Dr-2)((r-3)+1= (rr -3r+1)’, 
r(x+1)(r+2)(r+3)+1= (rt+3r+1)’, 
xz(r—- D(xr+i)(r-2)+1= (rx:-r -1), 
r(r—l)(rtl)(r+2)+1= (r+r- 1)*. 
故 所 求 的 (a,5,c) 为 (1,2,3),( 一 1, 一 2, 一 3),(1, 一 1,2),(1, 一 1， 
- 2) 的 任意 一 个 排列 . 
5. 37 求实 数 a,5,p,q, 使 等 式 


(2 一 1) 名 一 (ax 十 六 )20 = (x*+ px 十 qa) 


对 任何 x 都 成 立 . 
(第 3 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 令 x = 了 ,得 
a 20 1 p 10 
(4 + + (3 ”2 4 =0 
由 此 得 到 
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+b=0, 


2 
代 即 a 三 一 25. 
数 | ”于 是 原 等 式 可 化 为 
闪 (2z — 1)23- (~-20r+6) = (r+ pr + gq),, 


20 1 全 20 1 \” 2 10 
即 2 (了 一 (2p) (> -了 | = (x +pri+aq), 


20 
[22 ~ (265)2] (+ 一 = = (x + pr + gq)!. 


2 
对 照 上 式 两 端 x2 项 的 系数 ,得 
220 _ (25)2 = 1， (1) 
因此 得 
(大 1 
一 5 = 一 (zc+pr+aq) ， 
2 
即 (一 = x+ br +g， 
故 玉 三 一 1 ,9 一 本 
同时 ,又 可 以 @ 式 解 得 
_ 1 ,0/20 
b 三 十 5 2 1 
故 a 二 二 人 220 一 1. 
5.38 P(x) 是 3n 次 多 项 式 , 使 得 
P(0) = P(3) = … = P(3n) = 2， 
P(1) = P(4) = :… = P(3n -2)=1, 
P(2) = P(5) = …… = P(3n -1)=0, 
P(3n + 1) = 730. 
试 确定 2”. 


(第 13 届 美国 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 当 过 分 别 取 0,1,2,…,32 时 ,P(z) -1 循环 地 取 值 
1,0, 一 1,1,0, 一 1,…,1. 因 此 可 以 考虑 数列 


fr} = 11,w, vw’, 1, rw, )}. 


其 中 w= 1 ; V3) 为 1 的 立方 根 .用 Im(w") 表示 wm 中 ; 的 
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系数 , 则 
12Im(w” ) /V3) 
= {0,1, —1,0,1, 一 |， 
{2Im( vw"*!1)/Y3} 
= {1,0, —1,1,0, — 1,.…}. 
因此 当 x = 0,1,2,…,3n 时 ,有 
P(x) -1 = 2Im(ro2z+l)VV3. OO 
为 了 求 得 关于 x 的 多 项 式 . 由 二 项 式 定理 有 


wr = [1+(a2 1)] = CECw? -TD 
故 GD 式 右边 又 可 写成 
2Im(zw Ch(w? - 1)*)/Y3. 


这 里 必 = zx(xz 一 1)(x 一 2)…(x 一 上 +1) 可 展开 为 x 的 & 次 多 项 式 ， 
且 当 zx 取 小 于 & 的 非 负 整 数值 时 ,CC = 0. 
考虑 多 项 式 


3n 
Q(z) = 2Im[w 2 Ce(w? - 1)*]/Y3, 
它 的 次 数 显 然 为 3n, 且 当 z 取 3n +1 个 值 0,1,2,…,3n 时 , 它 和 从 式 
相等 ,所 以 有 恒等式 


于 是 Pl(3n +1)-1= Q(3n+1) 


= 2Im[w Ch (ww ~ 1)*]/Y3] 
3 
= 2Im[ w 2 CC — 1)* ~ wC3t1(w? — 1)3*1]/Y3 
= 2Im[w(1 + w ~— 1) ww — 1)3"+1]/Y3 
= 2Im[ we ~ wlivw V3)3*+!1]/Y3 
= — 2Im[ ivwwo’ (i V3)3"] 
(43% 当 n= 2&k, 
(= Di3stt2 当 n = 2k+1. 
已 知 P(32+1)-1=730-1=729, 即 (-1)33 = 3, 所 以 & = 2， 
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举 兹 六 


7 二 4. 

5.39 可 以 证 明 , 对 于 任意 给 定 的 正 整数 ”每 一 个 形 如 > + 
si(r,s 都 是 整数 ) 的 复数 都 可 以 表示 成 (- n + i 的 多 项 式 ,并 且 多 项 
式 的 系数 都 属于 10,1,2,… ,ni. 

也 就 是 说 ,等 式 

risi=a— nt+i”"+ta, -nti)” it +al(—-nt+i)+ 
Q0 
成 立 , 其 中 m 是 惟一 确定 的 非 负 整数 , 而 a0,a1,…,as, 是 从 10,1， 
2,……,7 | 中 选 定 的 惟一 的 一 组 数 , 且 a,, 天 0. 

我 们 称 这 个 等 式 为 7 + si 以 -n+ i 为 基 的 展开 式 ,并 简写 成 

r+ si = (amam-1' "41Q0) nti 

已 知 ,只 有 有 限 个 整数 + 0i 可 以 展开 成 

k= (a3a2a140)_311,Q3 基 0. 
试 求 所 有 这 样 的 & 的 和 . 
(第 7 届 美 国 数学 洲 请 赛 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 由 题 设 知 

k= a-3+i)?+a(-3+i)?+a(-3+1i)+ao 
= (~ l8a3+ 8a2 ~ 3al + ao) + (26a3 — 6a; + ai)i, 
其 中 a1,a,,a3 都 选 自 和 0,1,2,…,9}. 
对 照 上 式 两 端的 虚 部 ,得 
264a3 — 6a; + al = 0， 
al = 2(3a, — 13a;). QD 
因此 a 是 偶数 . 

和 奉 al = 0, 则 3as - 13as = 0. 故 a; 是 13 的 倍数 ,只 有 取 a2 = 0， 
于 是 又 得 ai = 0, 矛 盾 . . 

于 al = 2, 则 3as - 13a3i = 1, 解 得 a, = 9,ai = 2. 此 时 un 可取 
0,1,2,…,9 中 的 任意 值 . 

阁 al = 4, 则 3a2 - 13as = 2. 解 得 a， = 5,a3 = 1. 此 时 ao 也 可 
取 0,1,2,…,9 中 的 任意 值 . 

大 al = 6, 则 3as - 13a3 = 3, 它 在 10,1,2,…,9| 内 无 解 . 

车 al = 8, 则 3az 一 13a3 = 4, 它 在 |0,1,2,…,9| 内 也 无 解 . 

把 这 20 组 解 分 别 代 人 
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k =-1l8a3+8as ~ 3al+ao 

中 ,再 求 和 ,得 

Dk = 10(~-18)x2+8x9-3x2]+(0+1+2+*…+9) 

+ 10[(—18)x1i+8x5-3x4]j+(0+1+2+:…+9) 
= 490. 

故 所 有 这 样 的 的 和 为 490. 

5.，40 设 n 是 正 整 数 , 求 多 项 式 P,(x) = (x“+x+1)" 的 奇 系 
数 的 个 数 ， 

(保加利亚 数学 竞赛 ,1988 年 ) 

[ 解 】 设 P(x),Q(x) 是 整 系数 多 项 式 ,如 果 P(z) 一 Q(z) 的 所 
有 系数 都 是 偶数 , 则 记 为 P ~ Q. 如 果 P 一 Q, 则 P(x) 与 Q(x) 的 奇 
系数 的 个 数 相同 下 面 分 几 种 情况 讨论 .以 8(P(z)) 表示 P(xz) 的 奇 系 
数 个 数 . / 

(1)n = 24,g € 27 ,此 时 用 归纳 法 易 证 

Ps(zr) = (zz+x+1l)2 ~ x + r+ 1 ， 

所 以 pl(Praa(x)) = 3. 

(2)n =272-~-1 € N, 先 设 m = 2k+1,kEN, 则 n = 2” 一 
1 二 1(mod3), 考 虑 多 项 式 

R(x) 一 (x 十 1) (C(x! 十 人 2 人 4 十 …. 十 rnt6 十 2+3 十 rntl 

+ x + i+t (rt1l)x (Cr +r + 二 x? ++ 1). 


显然 有 B(R(z)) = 2x |( n—4 =- 


7 一 4 








+r1)+3+ | +1)x2 


= 村 (2"2+ 切 ,而 且 


R(x)(x? 十 之 十 二 (x +1)(x"t! + x27 十 x2nl 4 
t+ I) + lrt+ rx +1)+ (rt+ 
1)(x" + 3 十 十 工 十 了 
(n+2 寺 n+3] 十 (2+3 十 zn+l + x 1) 十 
(zx !+1) 
~ 2nf2 十 at+l 十 ]， 


由 (1) 的 证 明 , 又 有 
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2 


直上 各 





六 


P (xz)(z2+z+1l) 一 2nt+2 十 nt 十 荆 ， 


因此 p(P(z)) = BA(R(z)) = 于 (2 + 1 
再 设 mw = 2 六, 则 ”= 0(mod3) ,考虑 多 项 式 

Q(x) 一 (x 十 1 (六 22 十 人 2 十 ，，, 十 n+5 十 At+2) 

+ r+(rtil)(r 3+r ++r +1). 

同 理 可 得 

BCP(z)) = B(Q(x)) = 2" -1). 
总 之 ,有 

p(Pav_i(z)) = 3 2" (1)"). 

(3) 把 n € N 用 二 进 制 表示 为 


个 六 个 a 1 个 6 个 ai 个 个 
其 中 对 每 个 i 实 1,a, > 0, 对 每 个 1 之 2,0 >0,0 之 0. 


令 31 = bi1, 


5 一 01I 二 QI 二 DO2， 


sk 二 DOI+QI+O2+42 二 十- 十 名， 
. 
于 是 n = 2,27(2° ~ 1), 
一 外 
& 5. 
从 而 P,(z) = H(z +r+1) (24 -1) 


上 S.+1 3。 a. 
~ H(z +x +1)"l. 
i=1 


并 利用 前 面 已 经 证 明 的 结果 ,可 以 得 到 


pa(P,(z)) = TT 3 2 (DD)"). 
5 41 设 p() 是 实 系数 多 项 式 函数 


p(xr) = az3 + Br2 +cr 十 地. 
证 明 如 果 对 于 任何 | x 1<< 1, 均 有 1 p(x) | 志 1, 则 
lalt+lbl+lcl+ld li 和 7. 
(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
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[证 ] 由 于 p(x) 是 连续 函数 ,因此 由 已 知 条件 可 知 , 当 | x | 二 1 


时 , 均 有 | p(x) | 三 1. 
今 x = 二 AA, 其 中 A= 土 1, 得 





lAat+b+Ac+t+dl1l OD 
1 、， 
再 令 z = 了 ,得 
1 A 
ar lordet dale GO) 
由 中 和 多 可 得 
| Ma +Bi 


_ 14 . (< 工人 ) 
- | 二 Ga +6+ ic+ 加 2 sot 46+t oetd 


2 (之 a + 二- 之 ) 
+ got+ a4? Cd 














< 了 are+Me+al+2 aatibtTctadlt 
2 A 1 A 
| -全 e+ 二 -二 cd 
4 2 
委 本 +2+ 坏 
3 
= 4， 
因此 |a 1+161= maxllae+plil-a+pbl 委 4. 
同样 地 , | Ac + a 1 
| 工 (全 1 4 ) 
-| 3 (Mtb+tAtd)+t2 got alt octad 
-三 (- 太 1 A ) 
3 got+4? 2°1d 
1 A 1 从 
之 一 — — —— 
3 Ca 和 十 
2 A 1 A 
| -二 二 6- 二 cd 
1 2 
式 一 二 2+ 一 
3 “ 3 
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a 


因此 lcl+idl= maxtlc+t+di,1-c+dil 志 3. 
故 得 1al+101+icl+rldil 和 4+3= 7. 
5. 42 是 否 存在 这 样 的 实 系数 多 项 式 p(x): 它 具有 人 负 系 数 ,而 
对 于 ”> 1,p"(x) 的 系数 全 是 正 的 ? 
(第 57 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 存在 . 
例如 实 系数 多 项 式 
p(x) = 10C(xr3 + 1)(r+1)- x 
= 1l0z4 + 10xz3 x+10r+10 
是 具有 负 系 数 的 多 项 式 . 但 是 
p(xr) = 100(z3+1)2(z+l) 一 20r(z3+1)(z+1)+z4 
= 20(z3+1)(Sz5s + 10z4+4z3+4z2+ 10x 十 S) 十 并 4 
的 系数 全 是 正 的 ; 
px) = 1000(73 + 1)(r+1)— 300r (x3 + 1)}(r+1) 
+30z4(z3 + 1)(xr+1)- x 
= 100(z +1)(x+1)[10(x3 + ID)(r+1) -3ri(r+1))] 
+ 30xri(xr +1)(r+1)- x 
= 100(x” + 1)°(x+1)(10x5+20xt4+7r3+7r2+20x+ 
1) + 30xr14(x? + 1)(x+1)— xe. 
注意 到 上 式 ze 的 系数 不 小 于 999, 因 此 加 (zxz) 的 系数 全 是 正 的 . 
于 是 ,由 
PRX(xr) = (p(x))* 
pt*1(x) 一 (p(xr))*! , p(xr) 
可 知 , 对 一 切 自然 数 nw > 1 ,加 (z) 的 系数 全 是 正 的 . 
5.43 设 
fx) = ax” + an_ Ir" ++ a0, 
g(X) = cr + cr + + co, 
是 两 个 实 系 数 非 零 多 项 式 , 且 存在 实数 x ,使 
gz)= (rx-r)f(xr). 
记 aea=maxila 1 | a11, ,|ao tl, 


c= maxitical, Tce, 1, |coli. 


564 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 醇 典 





求证 :二 之 n+1. 
c 


(中 国 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ,1998 年 ) 
[证 ] 由 已 知 crt+ cx + + co= (xr-r)(anr” 十 
QT 十 … 十 ao)， D 
得 
Ctl 一 Gs 
Cn 二 Gn-l 7Cn， 
Ca-l = An-2 一 7 1) 
ci a0 rai, 
co 三 一 ran 五 
于 是 ,我 们 有 和 章 
[Qn = Ca+l， 入 


Qn-1 一 Cn 十 rontl, 
_ 2 

dn-2 一 (一 上 十 Fey 二 r Cnt+l? 

C0 三 Cl 十 加 十 rc3 十 … 十 和 Cl1. 

若 | r | 之 1, 则 

| dn |= | Cn+l [< c， 

[al [lo I+| 7 1| or le 2c, 

| an [lc t+iritlczl+lrl? telt+irl”? | cn | 
(n+ 1)e. 

由 此 可 见 ,a 委 (n + 1)c. 


若 1 + 1> 1, 则 在 两 边 同 除 以 - rz**1, 并 令 y = 一 ,得 


ytl Hy 
r rr r 
l _ 
= (9 ) Coy t ay tt +a,), 
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和 前 面 一 样 ,我 们 可 以 得 到 


Cc 


代 a<(atD Ti < (+he. 
数 故 命题 得 证 . 
# 5.44 设 P(x)= x4+ar + br 二 crx+qd, 其 中 a,5,c,d 为 常 


数 , 且 P(1) = 1993,P(2) = 3986,P(3) = 5979. 


试 计算 LPO) + P(- 7)1. 
(第 3 届 澳 门 数 学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 邻 Q(x) = P(x)— 1993x, 
则 QQ(1) = Q(2) = Q(3) = 0， 
克 Q(zr)= (r-D(r-2)(r -3)(r-r). 
于 是 ,由 P(x) = Q(x)+1993x 可 得 


二 [PLD + P(-7)] 


[Q(11) + 1993 x 11 + Q(- 7) + 1993 x (~ 7)] 


于 
4 
1 


4 [QU(11) + Q(- 7)] + 1993, 
Q(11) = 10x9x8x (11-7) 
Q(-7)= (-8)x(-90)x(-10)x{-7-r), 
所 以 Ql)+ Q(-7)= 10x9x8x 18 = 12960, 


但 


一 一 


[LP(11) + P(- 7)] = 3240 + 1993 = 5233. 

5。45 给 定 非常 数 多 项 式 P(r+) 和 Q(x), 它 们 的 首 项 系数 都 是 
1. 证 明 ; 多项式 P(x). Q(zx) 的 各 项 系数 的 平方 和 不 小 于 多 项 式 
P(x) 与 Q(x) 的 常数 项 的 平方 和 . 

(第 21 忆 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1995 年 ) 
[证 ] 对 任意 多 项 式 
R(X) = cr + ee, yr LT 十 十 CIX+ co, 

定义 其 范 数 为 

LRI = 
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R*(x) = coxr” 十 crx"! 十 十 CI 十 Cn， 
我 们 先 证 明 如 下 引 理 : 
引 理 。 对 任意 两 个 多 项 式 P(x) 与 Q(x), 有 
| PR = | PQ* |. . 
事实 上 , 设 
P(x) = ar” 十 aa 1 十 十 Qi 十 a0， 
Q(z) = bmnr™” + ba-1r™ ++ br + bo, 
于 是 P(x). Q(z) 为 2+ 产 次 多 项 式 , 且 
Xx” 的 系数 为 a,b,,; 
zt 的 系数 为 asby-1 十 an-1bn; 
x”+W 的 系数 为 ab， 2 + ao ip + Qn-2Dm; 
一 般 地 ,x* 的 系数 为 下 表 中 相应 的 对 角 线 上 的 各 数 之 和 (对 角 线 多 
的 走向 为 左下 右上 ): 式 


xt! tm 一 1 二 2 rt 91 一 人 





因此 , 上 PQ | 就 是 所 有 这 些 “ 对 角 线 和 ”的 平方 和 . 

对 于 P(r). R* (x), 也 可 以 列 出 一 张 类 似 的 表 .显然 ,该 表 的 第 1 
列 恰 好 是 上 表 的 最 后 1 列 ; 第 2 列 是 上 表 的 倒数 第 2 列 ,……, 最 后 1 列 
是 上 表 的 第 1 列 .因此 ,现在 的 x* 的 系数 是 上 表 中 走向 为 右 下 左上 的 
对 角 线 上 的 各 数 之 和 ,而 ‖ PQ ”| 则 为 所 有 这 种 “对 角 线 和 ”的 平方 
和 . 

由 此 可 见 , 上 PQ i? 与 ‖ PQ* 中 ?都 是 表 中 所 有 各 数 的 平方 和 再 
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加 上 一 些 交 又 项 .要 证 
lL PR = PQ* |}, 
只 需 证 明 这 些 交 叉 项 的 和 相等 . 
若 Qn Omi 与 a,_wb,_4 在 表 中 位 于 同一 条 左下 右上 的 对 角 线 上 ， 
则 ab 与 a,_wbw_4 在 表 中 位 于 同一 条 右 下 左上 的 对 角 线 上 .因此 ， 
若 交 叉 项 2. oa Bo ai 上 出 现在 上 PQ 中 ,那么 同样 的 交叉 项 
2 an- 必 mj Qn-ibm-k 必 出 现在 吓 PQ* 中 中 , 反 过 来 也 一 样 . 故 必 有 
[PQI = i PQ* 1 ， 
下 面 来 证 明 原 题 ; 先 设 
P(x)= r+ alr ++ QI + 00， 
Q(x) = zx” + biz™! + "+ bx+ bo, 
它们 的 首 项 系数 都 是 1. 于 是 
Q(xr) = box™” TD + 十 DY+1 
P(r): Q(x) = boz (al+agb 1)r+ ao 
根据 引 理 可 得 
| P(x): Q(x) = | P(x): Q* (rx) 2 af+ 6. 
故 原 命题 得 证 . 


六 


第 2 节 ”多 项 式 的 根 


5. 46 ” 求 一 个 整 系数 多 项 式 ,使 得 a = V2 + 好 是 它 的 根 . 
《第 12 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 因为 a? = (2+ 交 》 
=S+3. 妇 .好 .( 灯 + 池 ) 


一 5 + 3Y6a, 
所 以 (oj -5S) = (3 VY6a)? = 162a3 ， 
即 a” — 15as — 87a3 ~ 125 = 0. 


则 p(x) = x” 15x 一 87x3 - 125 就 是 满足 条 件 的 一 个 多 项 
式 , p(x) 乘 以 任意 一 个 多 项 式 F(z), 则 p(x)f(zx) 仍 满足 条 件 . 

5.47 P(x) 和 Q(x) 是 两 个 多 项 式 ,它们 对 于 所 有 的 实数 这 , 均 
满足 恒等式 P(Q(z)) = Q(P(x)). 若 方程 P(x) = Q(x) 无 实数 解 ， 
试 证 方程 
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P(P(x)) = Q(Q(x)) 
也 无 实数 解 . 
(第 13 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 由 已 知 ,多 项 式 P(x) 一 Q(x) 对 于 任意 的 实数 x 都 不 等 于 
0, 因 此 函数 y = P(x) - Q(x) 的 图 像 恒 在 x 轴 上 方 或 者 恒 在 x 轴 下 
方 . 怕 们 不 妨 设 在 x 轴 上 方 , 即 
P(x) ~ Q(x) >0. 
如 果 P(P(z)) = Q(Q(z)) 有 实 根 xo, 那 么 
P(Q(zo)) > Q(Q(z0)) = P(P(x0)) > Q(CP(zro)) z 
此 与 条 件 “P(Q(r)) = Q(P(x)) 为 恒等式 ”矛盾 . 故 方程 P(P(x)) 
= Q(Q(x)) 无 实数 解 . 
5. 48 ”确定 这 样 的 实数 a, 它 使 多 项 式 
x7:*+art+l1l 和 x*+x+t+a 
至 少 有 一 个 公共 根 . 


2 
志波 


(第 3 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 设 z 是 一 个 公共 根 , 则 得 
1*+art+l=0 
Xx*+xX+a=0 
-加 得 
(a—-1)(x—-1)=0. 
大 a = 1, 则 方程 D 和 @ 相同 ,此 时 两 个 多 项 式 有 公共 根 . 
在 a 关 1, 则 公共 根 x = 1, 代 入 QO,@ 都 得 a =- 2. 
因此 , 当 a = 1 或 -2 时 ,x*+ar+1 和 x?+x+&a 至 少 有 一 个 公 
共 根 . 
5.49 设 P(r)= aox”+alx”! 二 … 十 a1Xx + a,, 其 中 系数 
ai 是 整数 . 如果 P(0) 和 P(1) 都 是 奇数 ,那么 P(z) 没有 整数 根 . 
(第 3 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 当 x 是 奇数 时 , P(x) 与 P(1) 的 奇偶 性 相同 ; 当 zx 是 偶数 
时 , P(x) 与 P(0) 的 奇偶 性 相同 .由 已 知 P(0) 和 P(1) 都 是 奇数 ,因此 
不 管 n 取 什 么 整数 ,P(x) 始终 是 奇数 ,从 而 P(x) 关 0, 所 以 ,P(x) 没 
有 整数 根 . 
5 .50 设 Az)=ao+ear+…+oanzz 为 如 次 整 系数 多 项 式 ， 
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车 a,, .ao 和 f(1) 都 为 奇数 ,证 明 ; f(x) = 0 无 有 理 根 . 
(新 加 坡 中 学 数学 竞赛 ,1987 年 ) 


[ 解 ] 假设 二 是 它 的 有 理 根 ,其 中 p,g 为 整数 且 最 大 公约 数 (p， 


gq) = 1, 于 是 有 
aog” + alg” p+°*+ap” = 0. 中 
由 此 知 p 整除 a0,g 整除 < ,于 是 p、g 都 为 奇数 ,从 apq”*j 为 奇数 当 
且 仪 当 a 为 奇数 .由 加 式 左 端 是 偶数 ,得 ao + al + … + a, 是 偶数 ,这 
与 f(1) 为 奇数 矛盾 , 故 命题 得 证 . 
5 .51 证 明 ; 如 果 和 多项式 x*+ pr+1 的 根 为 w 和 B, 而 多 项 式 x 
+ qx 十 1 的 根 为 Y 和 6, 则 有 
(a—- 7)(B- 7Y)(a + 6)(B+ 6)= gq -六 
(英国 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[证 ] 根据 韦 达 定理 ,有 
at+p=-p,ad= 1,7Y+6=-g,7=1, 
电 此 得 到 
(a— 7)(B- Y)(a + 6)(8+ 6) 
= [a —- (a+B)Y+ YJlaB+ (a+ BS + O°] 
= (1l+ pyY+ YY)(1- po + 6°) 
= (y+1+y0 +H)+p(7Y- 6- 6 + 7)— p76 
= (y+6) +p(Y-6)(1- 67)-p’ 
= gq ~ pr’. 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
“5.*…52 证明; 对 任意 非 零 的 a, 8B, 多 项 式 
ar ~arr+hr+B 


的 根 之 1， 光 2 A 满足 
Cr) 人 (二 + 二 + 二 = 


(前 民主 德国 数学 竞赛 ,1970 年 ) 
[证 ] 根据 韦 达 定理 ,对 多 项 式 ax? - ar2 + Ar + B 的 根 xx| ,之 ;， 
x3, 有 
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ZI 十 2 二 3 三 1， 


vir2 十 YT273 十 ix 一 一， 
a 
Tiz223 二 一 一 ， 
低 


因此 ， 


1 1 ] 
tt (H+! 二 
之 .十 十 


273 十 13 十 [2 
= (ZI 二 2 十 za 


二 [123 
之 i 和 £ 人 (一 尼 )- 
a 位 


=—1. 
5 “53 证明; 多项式 


2 关 
报关 油 


1 

1h -PER,pz0 
的 根 ri ,xz, 满足 

X71 + x4 守 2+ Vy2. 

《保加利亚 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 ] 根据 韦 达 定理 

T1722 ~ p,rix2 yt 

以 及 两 个 数 的 算术 平均 值 与 几何 平均 值 之 间 的 不 等 式 , 得 到 


Xi 十 一 (x 十 Xx) 一 27r1x2(2(x) 十 3 2 一 广 1 7 ] 


p? 2p° 
1 
= p+2+—— 
p 77 
+ 1 
之 2+2 /bp ,一 
2p4 
= 2+ V2, 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
5 。54 求 所 有 以 有 理 数 a,b,。 为 根 的 三 次 多 项 式 
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六 


T+ ar +brt+e. 


(土耳其 数学 竞赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 根据 韦 达 定理 ,a ,5,c 应 满足 
(1)afz+e= 一 C， 
(2)ab + bci+ca = b, 
(3)atc =— ce. 


如 果 a = 0( 或 5 = 0), 由 (3) 得 c = 0, 由 (1) 得 5 = 0( 或 a = 0). 
因此 可 以 假设 a 关 0,6 关 0. 

如 果 c = 0, 由 (2) 得 a =1, 再 由 (1) 得 8 =-2. 显 然 ,1, -2,0 是 
方程 xz+xz-27z=0 的 根 . 


如 果 “ 天 0, 则 由 (3),8 = -一 ,由 (D 和 (2) 消去 c 后 得 b+ 


26b* +2 = 0, 这 个 方程 仅 有 的 有 理 根 是 6 = 一 1, 并 和 且 a = lc = 一 1. 
事实 上 ,方程 
x +x:~7x—-1=0 
有 1, 一 1， 一 1 作 它 的 根 . 
5.55 设 多 项 式 


Ci ar 十 con 十 十 C 2 一 nbrt+6 


恰 有 了 个 正 根 .证 明 : 它 所 有 的 根 都 相等 . 


(保加利亚 数学 竞赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 因为 原 多 项 式 有 nn 个 正 根 x ,x2,… ,x .所 以 它 的 次 数 不 
小 于 .因此 a 关 0, 并 且 由 韦 达 定理 ,有 


XI 十 xX 十 十 X= 二 1， 


(~ 1)"( EE 十 23 ) 一 中 过， 
(~ 1)"x1x2"* x, = 全 
由 此 得 到 b 关 0. 由 平均 值 定 理 得 到 
《一 1)"n? 。 了 
21 二 工 . 
(-D" 
但 
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Xi 2 Ln 
” 1 
之 (7 JR -| )- n? 
TTI Th 
这 表明 ,只 能 有 
1 
Xl 一 ww 一 ”全 一， 


n 


5.56 证明: 复数 a 和 4 满足 a* = 265 关 0 当 且 仅 当 多 项 式 x + 
az + 的 根 是 复 平面 上 一 个 等 腰 直 角 三 角形 的 两 个 顶点 , 且 这 个 三 角 
形 的 直角 顶点 是 坐标 原点 . 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[证 ] 设 x1,x2 是 多 项 式 x* + ax +5 的 根 , 则 点 zx1,x2,O 〇 组 成 


题 中 所 说 三 角形 的 三 个 顶点 的 必要 且 充 分 条 件 是 x 了 0 ,并且 了 等 于 


i 或 -i( 因 为 x 和 x， 的 模 相等 ,而 它们 的 幅 角 相差 一 +2nx,n € 2). 


这 说 明 , 要 人 么 2 一 ix1 ;要么 | 一 ir2, 即 诛 方程 的 根 为 xo,izo, 并 且 xo 
关 0. 根据 韦 达 定理 ,有 


(1 十 i) Xxo — a, 
iré = 已 ， 


X0 天 0. 
该 方程 组 当 且 仅 当 a* = 26 关 0 时 是 相 容 的 (因为 2(ix6) = [(1+ 
i) zx0]"). 
5 .5 a0;Q1，… ;Qn-_1 是 实数 ,n 宇 1, (x) 二 XX" 十 a |! 士 ，…， 
+ ao,; 且 | f(0) 1= f(1),f 的 每 一 根 a 都 是 实数 并 满足 0< a < 1. 证 


明 : f(x) 的 所 有 根 之 积 不 超过 二 


(第 6 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] 车 al,az,…,a, 都 是 f 的 根 ,那么 
f(z) = (xr-a)(r— a)(x— a,). 
则 aa a, =| f(0)1= f(1) 
= (1~a)(l ~ oa)"*(1 — a,). 
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证 后 各 





a 


有 即 Qf Qa7 03 0, 


因为 O<a<1 {i= 1,2,.…,n) 
所 以 ,由 算术 - 九 何平 均 不 等 式 , 得 
(alaz ay) 
= aj(1 ~ ai)as(1 一 az) ar(1l ~ a,) 
二 [2 
27 


1 
27? 





1 
7 

5.。58 老师 在 黑板 上 写 下 二 次 三 项 式 x + 10x + 20, 然 后 每 个 
学 生 依次 上 去 将 一 次 项 系数 或 常数 项 (两 者 不 能 同时 ) 增加 或 减少 1. 
结果 在 黑板 上 得 到 二 次 三 项 式 x?+ 20zx + 10. 试 问 :黑板 上 是 否 出 现 过 
有 整数 根 的 二 次 三 项 式 ? 

(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 

[ 解 ] 设 f(x) = zx?*+10x+20,g(x) = x? +20x+10. 
则 f(-1)= 11,g(-1)=-9. 

当 学 生 将 一 次 项 系数 或 常数 项 增加 或 减少 1 时 ,相应 的 二 次 三 项 
式 当 z = 一 1 时 的 值 也 只 能 增加 或 减少 1. 因 此 ,将 一 个 当 x = 一 1 时 其 
值 为 11 的 二 次 三 项 式 f(x) 用 这 种 方法 一 步 步 地 变 为 一 个 当 x+ =- 1 
时 其 值 为 - 9 的 二 次 三 项 式 g(z), 中 间 必 有 一 个 时 刻 ,黑板 上 的 二 次 
三 项 式 当 z =- 1 时 其 值 为 零 , 即 有 整数 根 - 1. 

5 .59 两 人 按 如 下 法 则 进行 游戏 : 甲 先 给 出 3 个 不 同 的 非 零 数 
字 , 乙 则 将 它们 分 别 填 在 如 下 的 二 次 三 项 式 中 带 星 号 的 位 置 上 : 

x + * 工 十 x 《哪个 数 填 在 哪个 位 置 上 由 乙 选 择 ). 
如 果 所 得 的 二 次 三 项 式 具 有 两 个 不 同 的 有 理 根 , 则 甲 获 胜 . 证 明 : 甲 可 
以 使 自己 获胜 . : 
(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 甲 只 要 说 出 数字 1,2 和 -~ 3, 即 可 获胜 ,一 般 地 , 甲 可 以 说 出 

任意 3 个 和 数 为 0 的 两 两 不 同 的 非 零 有 理 数 ,此 时 所 得 的 方程 ax? + bx 


+ 二 0 必 有 根 zl = 1, 再 由 囊 达 定理 知 其 另 一 根 为 xx = 二 关上 | 
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5。60 试 证 : 若 当 z 取 三 个 不 同 的 整数 值 时 ,变量 x 的 整 系数 多 
项 式 的 值 的 绝对 值 都 是 1, 那 么 这 个 多 项 式 没有 整数 根 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 车 f(x) 是 变量 zx 的 整 系数 多 项 式 , 并 且 


| fla) 1=| f(5)1=| fl(c)1= 1, QW 


这 里 a,5b,c 是 三 个 不 相等 的 整数 . 
假定 多 项 式 f(x) 有 整数 根 xo ,那么 对 任何 x， 
f(r) = (x -xo)p(r), © 
这 里 p(x) 是 整 系数 多 项 式 (参看 下 面 的 注 ). 
由 由,G@ 知 
1 一 zollelc)1=1. 
由 于 | g(a) | 是 整数 ,所 以 | a - xo | 是 能 整除 1 的 正 整数 ,因而 
lia-xo|l=1. 
同 理 可 证 [1b-zxzol=1,|c- -zxol=1. 
所 得 到 的 三 个 等 式 表明 三 个 数 a - x0,5 - xo,c - zo 中 有 两 个 相 
等 .因而 a,5,c 中 有 某 两 个 数 相等 . 这 同 c ,5,c 三 个 数 彼此 不 等 的 条 
件 予 盾 . 因 此 f(xz) 不 可 能 有 整数 根 . 
注 ”车 整 系数 多 项 式 F(z) 有 整数 根 zo, 则 
f(x) = (x -xo) p(xr), 
且 g(x) 也 是 整 系数 多 项 式 .事实 上 , 设 
f(x) = aor + ar” 十 十 G 1X+ a,, 
PT) = co {Fer 十 … 十 Cn-2X + Ci-l1. 
将 它们 代入 上 式 , 并 令 两 端 同 次 需 的 系数 相等 ,得 
a0 = co 一 一 Tc (k= 1,2,..…,n— 1). 
由 此 得 
c0 二 00 c 二 Gk 十 0CR-1， 
因此 c0 是 整数 ,并 且 若 ce-1 是 整数 , 则 ci 也 是 整数 (一 1,2,…,n 一 1). 故 所 有 
的 数 co,c1，… ,cil 都 是 整数 . 
5，6] 设 多 项 式 
P(z)=xz+azr+par+ca pcEZ 
的 一 个 根 等 于 其 他 两 根 之 乘积 ,证 明 :2P(- 1) 被 
P(1) + P(- 1) -2(1+ P(0)) 
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绊 六 六 


整除 . 
(加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
根据 韦 达 定理 ,多 项 式 P(x) 的 根 u,v 和 ww 满足 


Utiv+uv=—- 4a, 
uv(1l+u+wv)= 6, 


[证 ] 


b—-c= ul+ut+vtu) = uv(il—a), 
即 uv 是 有 理 数 .因为 vv = - c 是 整数 , 故 uv 也 是 整数 .因此 
1-a18-c, 从 而 有 
a—-llila-l1-(b- ce). 
但 P(1) + P(-1) -2(1+ P(0)) 
= (jj+atb+c)+(—-1+a~b+c)—-2(1+c) 
= 2(a — 1), 
2P(-1)=2(-1+a 一 总 +c). 
故 P(1)+P(-1) 一 2(1+ P(0)) 整除 2P(- 1). 
当 w = 1 时 ,有 65= <. 
因此 有 一 个 根 为 -1, 即 2P(- 1) = 0 能 被 任何 整数 整除 . 


5 . 62 证明 ;如果 数 p1,p,91,92 满足 不 等 式 
(qi ~ gq2)* + (p1— p2) (p192 — p2q1) < 0, 


那么 二 次 三 项 式 二 + plzx + ql 与 x?*+ p2x + qz 都 有 两 个 实 根 ,而 且 


在 每 一 个 多 项 式 的 两 个 根 之 间 有 另 一 个 多 项 式 的 根 . 


(第 5 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 


[证 ] 设 f(x)= x*+ plx+ gi 
g(r) 一 x” + p2x + 92. 


若 f(x) = g(r), 





则 x + pirt+gt= x + prt+ gy, 
二 (91 — 92) 
pi—-p2 
此 时 
2 
dl1 一 92 di 一 22 
(x) = (于 =- 于] ~ pi" + 
7 Pi p2 A Pi- Pp2 了 1 
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(gi1 ~ gqg2) — pi (gi ~ ga)(pi ~ p2) + qi(pi— p2)’ 


(pi1 — p2)” 
_ (gi ~ g2)* + (pi 一 p2)(p1iq2 — p291) 
(pr ~ p2)” 


< 0. 
这 就 是 说 ,在 直角 坐标 系 中 ,两 条 开口 向 上 的 抛物 线 各 的 交点 在 
模 轴 的 下 方 , 因 此 ,这 两 条 擅 物 线 与 横 轴 各 有 两 个 交点 ,并 且 每 一 条 抛 
物 线 与 横 轴 的 两 个 交点 之 间 , 必 有 另 一 条 抛物 线 与 横 轴 的 一 个 交点 . 因 
此 二 次 三 项 式 f(x) 和 g(x) 都 有 两 个 实 根 , 并 且 在 每 一 个 多 项 式 的 两 
个 根 之 间 有 男 一 个 多 项 式 的 根 . 
5.63 已 知 m、n、p、g 是 实数 .为 使 二 次 三 项 式 


Xz +mz+nh 有 kr i+pria 了 
都 有 实 根 ,并 且 其 中 任 一 个 多 项 式 的 两 个 根 被 另 一 个 多 项 式 的 根 分 隔 多 齐 
开 来 ,系数 mw.n .pg 应 满足 什么 条 件 ? 有 


( 波 三 数 守 刁 林 匹克 ， 1951 年 ) 

[ 解 ] 设 X12 是 一 次 三 项 式 Xx i+ mrin 的 根 ,z3、 z4 是 二 次 
三 项 式 x + px + g 的 根 . 

看 这 两 对 根 是 互相 分 隔 的 ,也 就 是 说 ,zi 、X2、X3、T4 是 实数 ,并 且 
73、X4 中 有 一 个 在 区 间 (zi ,zz) 内 , 另 一 个 在 这 区 间 外 ， 

于 是 有 下 列 两 种 可 能 情形 :或 者 差 x3 -~ zi, zs - za 同 号 ,而 差 z4 
一 X11;X4 一 X2 蜡 写 ;或 者 差 za 一 zlyz3 一 Xx 异 号 ,而 盖 x4 - zi ,xy 一 
X2 问号 .在 这 两 种 情形 下 都 有 

(x3— Xr3— zz- xz 一 za)< 0. QD 
因为 x 和 x 一 mn,X1x2 = nn, 所 以 


(x3 一 xD(z3 72) = 2 一 (zl 十 T2).z3 + YI1Z2 





= x$+ mr3+n, 
(za 一 XI1) (Xa 一 2 ) 一 2 和 一 (zx 十 XT2) Xa4 十 XTX] XT? 
一 4 十 mrat+ nn. 
因而 不 等 式 中 可 改写 为 
(zj + mr3t+n)(xi+ mrs+n)<o0. 人 


把 不 等 式 的 左 端 展开 ,注意 到 


7 





TXT3 十 X4 = 一 思 7z3z4=g9 以 及 
XS + xX4= (x3+ x4) 一 2z374 二 太一 29， 
人 ”我 们 有 
天 (x+ mr3t+ n)(xi+ mrat+ n) 
三 XSX4 十 JI 和 3 工人 (并 3 十 TT4) 十 m “Xx3x4 十 n(x 十 工人 十 mn(xs 
+ Xx4) + n’ 
二 gq 一 mpo 十 mg 十 n(p” —29)— mnp t+ n> 
(2n—- 9) + mga(m— p)+ np(p—m) 
= (ng) +(m— pp)(mg — np). 
因此 ,不 等 式 @ 可 以 写作 
(n—-g)’+(m-p)(mg— np)< 0. 二 
这 就 是 说 ,二 次 三 项 式 x? + mz + n 和 x?+ par+g 的 根 互相 分 隔 ， 
那么 这 些 二 次 三 项 式 的 系数 满足 条 件 @@. 
5'64 设 P(z) 是 1992 次 复 系数 多 项 式 , 它 的 根 各 不 相同 .证 
明 :存在 复数 aiyaz,……,alo9 ,使 得 P(xz) 整除 多 项 式 
{L(x a1)” a2]” — alg} ~ Q 1992- 
(第 21 全 关 区 儿 和 江村 区 到 ,1992 年 ) 
[证 ] 令 n = 1992,ri,r2,…,r, 是 P(z) 的 7 个 互 不 相同 的 根 . 
归纳 地 定义 非 空 集 S; 与 复数 a; 如 下 : 设 
So = | rr， 
对 i= 1,2,…,n, 定 义 a; 为 S 中 任 取 两 个 数 的 平均 数 (车 S;_| 只 含 
一 个 数 , 则 定义 a; 为 该 数 ). 又 定义 S; = i(z -a)?1zxE€S,1). 
厅 Si-! 中 至 少 含有 两 个 数 , 如 令 zi,z，€ S; 1, 且 不 妨 设 


3 


| 


. 于 是 , (zi 一 ai) = (z, 一 a;)*. 所 以 1S I< 1 1. 于 


是 到 多 n - 工 次 后 S; 只 含有 一 个 元 ,从 而 S, = 10|. 令 
Q(z) = 1 (za) — a] oo al a 
由 上 述 构 造 方 式 可 见 , 有 Q(x) = 0(k = 1,2,…,n), 所 以 P(z) | 
Q(z). 
5.665 设 p(r)= x +tarr t+ +ar r+a, 与 g(x)= x 
+ Bin-1 + "十 -1X + 为 两 个 复 系数 多 项 式 . g(x) 的 根 是 p(x) 
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的 根 的 平方 . 若 ai + ai +as+… 与 az+ad+ag+… 是 实数 .证 明 如 
+ 6b2 + 5b3 +…+D 也 是 实数 . 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[证 ] 设 p(x) = (x xD)(r -rz2) (zr -x ), 则 
g(z) = (x — zi1)(x — x2)(xr -xt). 
由 此 得 gl(l) = (1 x?)(1 -zx3)*…(]1 - x2) 
= (1— zx)(1l oz) (1 ox)(l+ rx)(t+ x2)(1+ 


xn) 
= (— 1)"p(1). p(— 1). 
另 一 方面 p(x)= 雄二 CT 二 Go 十 Go 
g(7) = x + hx + +t htt+ bh,, 
所 以 p(l)=1+atart.+a, 了 
(1)"p(-1)=1-art. +(-1)",, 多 齐 
g(1)=1+61+6 + +b,. 人 


由 已 知 p(1),p( 一 1) 为 实数 ,所 以 g(1) = (- 1)zp(1)2(- 1) 为 实数 ， 
从 而 bl + 562 二 … 十 6, 为 实数 . 
5.66 多 项 式 x3 一 x+-1 和 zx?*+art+b,(a,b € Q) 
能 天 有 公共 的 根 ? 其 中 Q 是 有 理 数 集 . 
(保加利亚 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 a 是 两 个 给 定 的 多 项 式 的 公共 根 , 即 


a =oa+l,a =~ag-—b. 
则 axa+1l= oo = af(a2) 
= af(-- aa 一 六) 


= a[a’(— ag — 6) + 2aba + b?] 
(2ab — a3)(—- aa — 6b) + (6b — ab)a 
= (a — 3ab + bb)at+ (a3b — 2a06°). 


因此 得 到 
(a4—3a6b+6 -1)aQm-—-ab+2ab*+1 dd) 


我 们 知道 ,如 果 既 约 分 数 全, p,q) = 1, 是 整 系数 多 项 式 cz + 


"十 alXT++ao 的 根 ,那么 可 以 整除 ao ,9g 可 以 整除 a; .根据 这 个 性 质 ， 
多 项 式 rz - zx -1 没有 有 理 根 .因此 a 不 是 有 理 数 .于 是 由 式 可 得 
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a4+—-3ab+b6 -1=0, 
—- ab+2ab*+1=0. 


和 由 上 述 两 个 等 式 可 得 a 和 0, 且 
3 _ _ 
天 p= 2a < 1 
, Sa 


从 而 有 
an0+3ac-llio ~-4a*-4a-1=0. 
这 就 是 说 ,a 是 多 项 式 x + 3xs 一 11x5 一 4x? -4x 一 1 的 根 .根据 同样 
的 性 质 可 知 ,这 个 多 项 式 没有 有 理 根 ,与 已 知 a € Q 矛盾 .因此 当 a ,2 
€ Q 时 ,多 项 式 x 3?--x+-1 和 x + ax + 5 不 可 能 有 公共 根 . 
5.67 设 p(x) 是 实 系数 多 项 式 , 它 的 所 有 的 根 都 是 纯 虚 数 .证 
明 : 多 项 式 p(x) 的 所 有 的 根除 了 一 个 之 外 也 都 是 纯 虚 数 . 
(美国 纽约 数学 竞赛 ,1975 年 ) 
[证 ] 因为 实 系数 多 项 式 只 能 有 侦 数 个 纯 虚 根 , 而 且 它 们 两 两 共 
罗 成 对 出 现 , 所 以 多 项 式 p(x) 可 以 表示 为 : 
p(X) = a(x— iat)(x — ia2n) 
二 a(x* + a?).: ‘(x + as). 
其 中 a ,al,…,a;, 是 非 零 实数 ,并 且 a,,; = 一 aj,k = 1,2,…,n. 因 此 
多 项 式 p(x) 中 x’ 的 系数 不 为 零 ,而 x 的 系数 为 零 .这 就 是 说 ,多 项 式 
p(x) 恰好 有 一 个 根 x = 0. 现 在 证 明 , 其 他 2n - 2 个 根 都 是 纯 虚 数 . 设 
p (b+ic) = 0, 其 中 56*+c 关 0. 如 果 p(5+ ic) = 0, 则 5+ ic 是 原 
多 项 式 的 根 . 即 是 纯 虚 数 . 如果 p(b + ic) 天 0, 则 由 
p(x) < 1 








pz) A riae 
得 到 
0 = p (b+ ic) 
pl(b+ ic) 
1 
Eb+i(lc- a) 
bp—i(lc— a,) 
| k=1 b+(c—-a) 
p (b+ ic) 
因此 ,如 的 实 部 
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1 
站; 6*+(c-— CQ) 


故 ”56=0. 
5 . 68 。 求 所 有 的 二 次 三 项 式 p(x), 它 在 x = 广 处 取 到 极 小 值 


多 


_ 人 且 它 的 两 个 根 的 四 次 方 之 和 为 337. 


(中 国安 徽 省 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 可 设 
p(x) = a (z -了 - (a > 0), 
即 p(x) = 2 _ oz 


再 设 p(x) 的 两 根 为 x ,2, 则 | 


XI+x>= 1, 
a—49 
a 。 
上 4a 

但 1 十 并 





= (zi + zao)4 一 4z1xi(zf 十 x$) 一 6 
= (xi+ x2)t — 4xiz2[ (ri + zx2): 一 2zrlzy] — 6xIr?, 


337 = 11- 2749. (1- 2)-6. -27 
a 2a 16a° 








Ej 


_ _ 2 2 
336 -2 二 49 ) (a —49) _ 3 二 42 
a 2a 8a 
_ 2 
336 = - 474 44 
a 8a 
则 8 X336a’ =— 8a(a -49) + (a — 49), 
整理 得 ”2695a?* - 294a - 2401 = 0. 
， _ 2401 
所 以 al = 1,a2 = F095 ( 舍 去 ) 


故 p(x)= x*—x—12. 
5. 69 证 明 : 如 果 多 项 式 P(x) 的 次 数 n > 1, 并 且 有 ?7 个 不 同 
的 实 根 zi,xz，……,x，， 则 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 581 


2 


镍 Fi 小 





3 


1 1 1 
Plx) P(r) P(x,) 
z (波兰 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 将 原 多 项 式 分 解 为 因 式 的 乘积 : 
P(z) = al(z 一 vi)(zr 一 To) (Zr 一 Th)， 
则 P(z)= Pi(x)+ P(x) + + P(x), 
其 中 P(x) 是 nn 一 1 实 1 次 多 项 式 ,并 满足 
(zr — x)P(r)= P(r),k = 1,2,,n. 
注意 , 当 训 关 i1 时 ,P(x,) = 0. 因 此 P(x,) = P,(z;) 关 0. 考 虑 多 项 式 
F(x) = 一 上 十 Pilx) + Palx) 十 十 P(x) 
P (zl) P(r,) PP (x,) 
如 果 F(z) 关 0, 则 它 的 次 数 不 大 于 n 一 1, 且 对 每 个 i = 1,2,…n, 有 
于 PCzi) P;( xi) | 
PD) PD) 1 Fla) 1 
即 多 项 式 F(x) 及 个 不 同 的 根 .因此 F(z) 三 0. 因 为 多 项 式 P(x) 
的 最 高 次 项 系数 都 是 a,k = 1,2,…,n. 所 以 多 项 式 F(x) 中 项 xm 的 
系数 为 


= 0. 

















a a a 
Plz) Plr) P(r) 
而 这 个 系数 恰好 是 0, 由 此 便 得 到 题 中 的 结论 . 
5。，70 证明: 如 果 nn 次 多 项 式 p(x) 没 有 实 根 , 则 对 任意 a € R， 
多 项 式 
Q(x) = P(xz) + aP (xr) + + a PM (7x) 
也 没有 实 根 . 
(前 民主 德国 数学 竞赛 ,1971 年 ) 
[证 ] 首先 ,因为 P+D(x) = 0, 所 以 
Q(x) = P(r)+aP(r) + + oa" Po2(z)， 
因此 Q(z) -aQ’ (zx) = P(x). 
不 妨 设 多 项 式 最 高 次 项 的 系数 是 正 的 .因为 P(x) 没有 实 根 ,所 以 它 的 
次 数 是 偶数, 并 且 对 所 有 x E R, 有 P(x) >0. 设 多 项 式 Q(x) 有 实 根 
Xl 人 X22 : 


如 条 a 之 0, 则 因为 多 项 式 Q(z) 的 最 高 次 项 系数 等 于 多 项 式 


582 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 尽兴 





P(z) 的 最 高 次 项 系数 , 且 是 正 数 ,所 以 
lim Q(x) 二 十 co . 
由 此 得 到 , 当 z > 尽 时 ,Q(z) > 0, 因 此 Q (z) 之 0， 
并 且 Q (zt) 之 0， 
所 以 P(zm) = Q(x) - aQ (zy) 三 0. 逆 盾 . 
如 果 a < 0, 则 当 z < zl 时,Q(z) > 0( 因 为 degQ(x) = nn 是 侦 
数 ). 从 而 Q (zi) 委 0, 并 且 
P(x1) = Q(x1) - aQ (zi) < 0. 
总 之 ,都 与 P(x) > 0 相 矛 盾 . 因 此 多 项 式 Q(z) 没有 实 根 . 
5.71 证 明 : 对 任意 n € 2 ,多 项 式 


扫 


十 "十 一 一 
' n! 


2 
Pu(z) = 1+ 工 + 本 


至 多 有 一 个 实 根 . 


2 
二 FF 梁 


(前 民主 德国 数学 竞赛 ,1970 年 ) 

[证 ] 用 归纳 法 . 当 > 为 偶数 时 ,多项式 P,(x) 对 所 有 xER 都 
取 正 值 (因此 它 不 能 有 实 根 ) ,而 当 ”为 奇数 时 , 多项式 P(x) 恰 有 一 
个 实 根 . 当 n = 0 时 ,显然 对 所 有 zx, Po(x) = 1 > 0. 设 结论 对 小 于 nn 的 
数 都 成 立 , 现 在 证 明 它 对 zz 成立. 

(1) 设 为 奇数 , 则 由 归纳 假设 , 对 所 有 x € R,P',(xr) = 
P,-1(x) > 0, 因 此 ,函数 P, (xz) 是 递增 的 ,从 而 至 多 有 一 个 零点 . 因为 
P,(0)=1 >0, 并 有 lim P(x) = 一 co( 即 是 说 ,函数 P,(x) 至 少 在 一 
个 点 取 负 值 ) ,所 以 连续 函数 P, (x) 至 少 有 一 次 取 值 为 O. 

(2) 设 为 偶数 , 则 多 项 式 P',(x) = PCz) 恰 有 一 个 实 根 
Zz0 兴 0. 因为 对 所 有 x € R， 

P(r) = P,2(r) >0， 
所 以 当 z > xro 时 ,P(x)>0, 而 当 x <o 时 ,P',(x)<<0, 因 此 对 所 有 


Xn TX" 
xR, 有 P(x) 守 P(xo) + 一 = 一 > 0. 


5.72 设 a,p,c 是 多 项 式 z4- az3 玉 +c 四 个 根 中 的 三 个 根 ， 
求 所 有 这 样 的 三 个 数 a ,5,c. 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
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[ 解 ] 设 c = 0, 则 c 是 方程 z - az - az = 0 的 根 .因此 ,余下 
的 是 要 求 出 所 有 形 如 x” 一 ax* 一 5 的 多 项 式 ,使 得 a 和 6&5 是 它 的 根 .如 
果 记 这 个 多 项 式 的 第 三 个 根 为 &, 则 由 韦 达 定理 ,有 ce+2po+ad=a 即 < 
= 一 5, 其 次 ， 

abt+ad+bd= ab-b(lat+b)=—- 6 = 0, 

即 5 = 0. 最 后 ,经 验证 可 知 , 所 有 形 如 (a ,0,0) 的 三 个 数 满足 题 中 的 条 
件 . 现 在 设 c 关 0, 则 多 项 式 x 和 一 ax -br +c 的 4 个 根 a、b、c.d 没有 
一 个 为 0. 由 事 达 定理 ,有 a+b+c+d=a, 节 





qd = 一 (+c). 由 
其 次 
ab tact+bctaadt+pbdt+ceca 
=ag+athk-(atd+e)(o+e) 
=-b -be 
= 0. 2 
又 ac + abd + acd + bcd 
= abc ~ (abt+act+ bc)(b+ce) 
=— a(b + bc+ce)— bc— bc? 
=— bk(b+ce) 
= 5b. | / 3) 
即 -cl(b+c)=1,c+bct+1=0. 
最 后 ,abcd =- abc(b+c)= ab= c， | 出 
[ 
即 a = 
因此 ,a,65,c 只 可 能 有 四 组 : 
bi,2 = 上 c= Ei a = 二 1 证 守 3 
， ， 7 ， 7 
1+ iY3 一 上 下 17V3 
b3.4 =—1, C3,4 一 2 ; 434 2 


每 一 组 都 满足 题 中 条 件 ,因此 ,三 数组 (a ,b,c) 要么 有 形式 (a ,0,0) ,其 
中 a 是 任意 复数 ;要 么 是 下 面 的 三 数组 之 一 : 


(| (二 3 
. 2 3? 2 ? 2 si, 7 4 
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(= + | (二 1 | 
-一 一， 一 1 -一 一 ,| 一 一 一 ,一 1 一 一 |. 
2 2 2 2 
| 5.73 设 a,b,cE72H,a>0, 且 多 项 式 ar + 6bx ++c 在 区 间 (0,1) 
中 有 两 个 不 同 的 根 ,证 明 :a 三 $. 再 对 ac = 5 给 出 一 组 5,c, 使 axr*+ bx 
《前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 因为 多 项 式 P(x) = axr*+br+c(a >0) 有 了 两 个 不 同 的 根 


b 
0 之 zx 之 xy 之 1, 所 以 6? > 4ac. 又 由 韦 达 定理 0 < = < 一 <0， 


即 a>c>0,2<0. 其 次 Pt) =a+p+c>0 因 此 aa+c>>- 
将 后 一 不 等 式 两 端 (都 是 正 的 ) 平方 ,得 到 a? + 2ac + cz > 如, 因此 有 
(a -< 六 > 0 > 0. 由 此 可 得 a -c 宇 2. 如 果 &a 过 4, 则 整 系数 4a、 
c 只 可 能 有 三 


Q1 二 及 = 2;a2 = 3,c 2 = 1; 


5 
娘 Fi 种 


a3 三 4,c3 = 1. 
而 系数 应 当 满 足 相 应 的 三 个 条 件 : 
4> 6461-32>0; 
4>653—12>0; 
9>4b—-16>0. 
但 是 没有 一 个 整数 能 满足 这 三 个 条 件 中 的 任何 一 个 .因此 a 实 5. 最 


后 ,方程 Sx*? 一 Sx++1= 0 有 两 个 根 5 二 上 和 >- 全 它们 都 沙 在 区 间 


(0,1) 上 . 

5，74 求 所 有 的 实数 p,g, 使 得 多 项 式 xz1+ pr: + gq 具 有 4 个 组 
成 算术 级 数 的 实 根 . 

(保加利亚 数学 竞赛 ,1961 年 ) 

[ 解 ] 当 且 仅 当 多 项 式 交 + py + g( 其 中 y = x?) 有 两 个 非 负 实 
根 , 即 p 与 9 满足 p* 宇 4q,g 之 0,p 世 0 时 ,多 项 式 xz14+ pr?+g 有 4 
个 实 根 ,如 果 多 项 式 有 4 个 实 根 ( 记 作 - xi 一 2 72 不 妨 设 zx 之 
rz2 之 0), 则 
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由 个 Z1 三 372? 


10x =—p 4) 
A 代入 @.9 得 |-， 
站 由 多 100xi=p © 


2 
由 @.@ 得 向 = 妆 ， 
即 gq = 0.09p* 时 ,它们 组 成 算术 级 数 .因此 ,所 求 数 对 p,q 应 当 满 
足 坊 委 0,c = 0.09p*( 由 后 一 等 式 可 以 得 到 兰 之 49 和 9g 之 0). 
5.75 求 所 有 的 值 a ,使 得 多 项 式 
ri~-6r +art+a 
的 根 Tl X23 满足 
(zi 一 3)3+(xz 一 3)3+(z 一 3)3= 0. 
(奥地利 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 j】 作 变 量 代 换 y = x -3, 则 yl = zi1--3,y = x;-3 和 y 
= X3 一 3 是 多 项 式 
(y+3) -6(y+3)*+a(y+3)+a 
= y+3y+(a-9y+4a~27 
的 根 .由 韦 达 定理 ,有 
y+ y+y3=-3, 
re 
Yiy2y3 = 27 ~ 4a. 
此 时 ,由 假设 还 有 
Wt+yw+y3=0. 
不 难 验 证 下 烈 恒等式 成 立 : 
Wt+2+ y+ y+ y)— 3(y1y2 + y2y3 + y1y3) 
(y1 + ya + y3) + 3y1y2y3. 
由 此 得 到 ,a 合乎 题目 要 求 的 必要 且 充 分 条 件 为 
0=(-3) -3(a-9)(-3)+3(27- 4a) 
= 一 一 27 一 3a， 
所 以 a=~9. 
5.76 ”学生 按 题 号 顺序 解 一 组 二 次 方程 的 练习 : 当 一 道 方程 有 


586 ] 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





两 个 不 等 根 时 ,下 一 道 方程 按 下 述 方式 构成 :常数 项 是 其 较 大 的 根 ,一 
次 项 的 系数 是 较 小 的 根 ,而 二 次 项 x* 的 系数 都 等 于 1. 证明 ,这 组 练习 
题 不 可 能 继续 无 限 地 编 下 去 ,并 求 出 至 多 有 多少 个 二 次 三 项 式 满足 题 
目的 条 件 . 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 设 开始 的 二 次 方程 为 xz* + pr + g = 0, 而 以 后 的 方程 为 
f(r)= rtprtg = 0,p < gj = 1,2,. 

现 分 别 讨论 如 下 : 

(1) 大 7 之 2,p; 0,g; 宇 0, 且 方程 f(x) = 0 不 是 最 后 一 个 , 则 


有 
pb; -4q; >0. 

由 韦 达 定理 : 第 
Pt gq = pi-1, 多 
Pqj; = gj-1: 有 


因此 ,由 已 知 p;-|! < gq;-1 得 
pt gt+ pag; > 0. 
上 式 可 变 为 下 面 不 等 式 
0<- pll+g) < g. 
利用 第 一 个 不 等 式 , 上 式 可 得 
qf > pi(l+ q9)’ > 4g(1+ g;), 
或 gj(4g? + 7g; + 4) < 0. 
因为 go 宇 0, 所 以 上 式 不 可 能 ,从 而 情况 (1) 不 可 能 . 
(2) 如 有 果 j 宇 3,0 < p; << gj; 则 可 知 ,此 时 pj-1 < 0,g;-1 > 0, 于 
是 f-1(x) = 0 满足 情况 (1) 的 规定 ,所 以 情况 (2) 也 不 可 能 . 
(3) 如 果 j 宇 4,p; < 0,g; < 0, 则 可 知 ,此 时 pj-1 > 0,g;-!1 > 0， 
于 是 方程 f-1.(x) = 0 满足 情况 (2), 所 以 情况 (3) 也 不 可 能 . 
考察 方程 f(zx) = 0. 如果 它 存在 ,由 于 情况 (3) 不 可 能 ,因此 只 有 
94 > 0, 由 情况 (2) 不 可 能 ,可 知 p4 志 0, 但 由 于 情况 (1) 不 可 能 ,因此 方 
程 f(x) = 0 只 可 能 是 最 后 一 个 .这 就 是 说 按 题 意 作出 的 方程 最 多 只 
有 5 个 ,满足 题 意 的 五 个 方程 是 存在 的 ,例如 


fa(x) 一 x 一 EE 十 4， 
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9 六 


7 
f(x)= x — FT 2， 


记 (z) = x+ Tz + 7， 


25 77 
fi(x)= x FT+7, 
1924 


f(x) = x* ~ 267— 4 


写 出 这 组 方程 应 该 先 写 户 (z) ,而 其 余 的 均 按 韦 达 定理 依次 写 出 . 

5 .77 ”有 一 多 项 式 rz0+ *xz?+ xx8+… 十 x 巡 +<Y+1. 两 
个 人 做 游戏 ,首先 第 一 个 人 用 某 个 数 替代 任何 一 个 小 星星 ,接着 第 二 个 
人 用 一 个 数 兰 代 剩余 小 星星 中 的 任何 一 个 ,然后 第 一 个 人 再 用 一 个 数 
替代 一 个 小 星星 ,等 等 , 共 做 了 9 步 ,如 果 所 得 多 项 式 没 有 实 根 ,那么 第 
一 个 人 就 赢 了 ,如 果 有 实 根 ,第 二 个 人 就 赢 . 

问 无 论 第 一 个 人 用 什么 数 代替 * ,第 二 个 人 都 能 赢 吗 ? 

(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 第 二 个 人 能 赢 . 

第 二 个 人 赢 的 战略 :设法 使 第 一 个 人 走 到 最 后 一 步 时 , 剩 下 的 小 
星星 在 奇 次 宕 z24#1 之 前 .例如 , 当 第 一 个 人 用 数 取 代 奇 数 只 前 的 小 星 
星 时 ,第 二 个 人 接着 就 用 数 取 代 偶 数 寡 前 的 小 星星 ;而 当 第 一 个 人 用 数 
取代 偶数 寡 前 的 小 星星 时 ,第 二 个 人 就 用 数 取 代 奇 数 震 前 的 小 星星 . 因 
为 奇数 寡 前 的 小 星星 个 数 比 偶数 寡 前 小 星星 个 数 多 1, 因此 剩 下 的 最 
后 一 个 小 星星 一 定 在 奇数 寡 之 前 . 

下 面 , 我 们 来 证 明 第 二 个 人 的 战略 是 必 胜 的 . 

事实 上 ,假设 在 第 二 个 人 的 第 4 步 之 前 有 多 项 式 P(z) + x*x”+ 
x 2 其 中 P(z) 为 已 知 的 实 系数 多 项 式 . 

我 们 挑选 数 w 和 c > 0, 使 多 项 式 

F(x) = P(r) + ur™ + Ar’'t! 
当 4 取 任 何 值 时 有 

cF(1)+ F(-2)=0. 
印 cP(1)+ P(-2)+ ulc+(—-2)”]+aA[c+(-2) 1!] =0. 
为 此 ,我 们 可 以 取 
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P(~ 2) + cP(1) 
et 2)” 

这 样 , 不 管 最 后 一 步 取 什么 样 的 4 值 , F(z) 在 [一 2,1] 上 都 有 根 .因此 
第 二 个 人 必 胜 . 

5.78 是否 存在 这 样 一 个 有 限 非 0 实数 集 M, 使 得 对 任何 一 
自然 数 ,总 存在 以 M 中 的 数 为 系数 且 次 数 不 低 于 2 的 多 项 式 , 它 的 所 
有 根 都 属于 M? 证 明 你 的 结论 . 

(第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 不 存在 . 

事实 上 ,如 果 存 在 满足 题 设 条 件 的 有 限 非 0 实数 集 M = |al,a， 

ca, .我 们 记 


c 二 F217+1 ， 


wine wa 第 

M = maxilall,|la2|,…,|a, |i. 五 

显然 有 M 宇 m >0. 学， 
考察 多 项 式 ~ 


p(x) = Dt +t br lt + bx + bo, 
设 它 的 所 有 系数 六 Di Po 和 根 人 1 都 属于 和 集合 M. 
由 韦 达 定理 ,我 们 有 





Al 
Xl1+ X22 二 XX 二 一 一 一 ， 
be 
bk-2 
XT2 +t XIXT3+ + TINXE + XIT3 + +t TAX = pi 
k 
因此 
PN 25 
人 ] 佬 2 Xk b, b, 。 
于 是 ,我 们 有 
RM 
mE + 
mi 
M* 2M 
kt 


这 就 是 说, 多项式 的 次 数 人 不 能 超过 3 + 2 澡 . 此 与 题 设 的 条 件 蔬 盾 
故 满足 题 设 条 件 的 集合 M 不 存在 . 
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5.79 设 al,a;,…,ay 是 非 负 实数 , 且 不 全 为 零 . 
(a) 证 明 ;方程 Xx” 一 QT 一 ”一 一 0 恰 有 一 个 正 实 
根 ; 
(5) 令 A = 3)a,B = Sja, 并 设 R 是 上 述 方程 的 正 实 根 ,证 
J=]1 ;=i 
明 ; A 过 RB. 


(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[证 ] (a) 当 x>0 时 ， 


Xa a,xr-a,=0 

Un Gn!1 Ql 
tt + =1l 

Tt x x 


记 f(y) = aa any ++ ay. 


由 于 y 宇 0 时 ,f(y) 连续 且 严 格 单调 七 升 ,又 


1 
f(0) = 0,f(ar* ) 宇 1 (其 中 a > 0)， 
因此 存在 惟一 的 正 数 yo ,使 f(yo) = 1. 于 是 ,方程 一 ajx”! 一 … 一 
Cr- 之 一 CH = 0 恰 有 一 个 正 实 根 R 一 二 
0 
(64) 由 于 g(y) = ljny 在 (0, + co) 上 连续 旦 上 凸 , 故 由 琴 生 不 等 
式 , 对 于 任意 非 负 实数 A1,42，,"… ,4,( 不 全 为 零 ) 和 任意 正 数 Vi5y29 
yn 有 
ALy1 + My + FAsyn Ailny1 + Aslnyz + + A lny, 
A1 +A2+ + A AT 二 十 和 
Al1yi 十 A2Y2 十 “"… 十 人 yn i 
站 AT 十 AM 十 二 全 (CU ) Ti2+T》 
取 A = ai,y = ,1 上 Zn, 则 
十 2 十 se pl 
CQ1y0 2 十 any0 > (8) 
由 于 fly0) = a + aitW + + aiyo = 1, 因 此 


nl 


B 
A 三 YA 


1 
之 yo® 


即 人 AA 
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5.80 甲乙 二 人 对 一 个 至 少 4 次 的 多 项 式 
六 2 十 | ren-l 十 [| 2 2 十 .十 | r+1 


玩 填 系 数 的 游戏 :二 人 轮流 选 定 上 式 中 的 一 个 空格 填写 一 个 实数 作为 


该 项 的 系数 ,直到 填 完 为 止 . 若 所 得 多 项 式 无 实 根 , 甲 胜 ; 百 骨 ， 乙 胜 . 
问 : 痢 甲 先 , 谁 有 必 胜 策略 ? 试 说 明理 由 . 
(中 国 国家 队 选 拨 赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 乙 有 必 胜 策略 具体 做 法 如 下 : 

待 填 的 系数 共有 2 - 工 个 .约定 甲 、 乙 各 填写 一 次 ,叫做 一 轮 . 每 
轮 中 ,只 要 可 能 , 乙 都 尽量 填写 偶 次 项 系数 .到 岂 -2 轮 之 后 ,至 多 还 有 
一 个 偶 次 项 系数 未 填 , 至少 还 有 两 个 奇 次 项 系数 未 填 . 不 论 接 下 来 甲 填 
什么 ,在 总 共 2n - 3 次 填写 之 后 ,至 少 还 剩 有 一 个 奇 次 项 系数 未 填 . 此 
时 可 将 多 项 式 写 成 

f(x) = g(x)+ Ljx+[ |), 
其 中 g(xz) 的 系数 已 确定 ,上 是 奇数 ,日 ; 关 zt. 乙 接着 可 在 x: 前 面 填 写 
系数 
8(2) + g(-1) 


二 


PAE 十 (一 1 “ 
显然 由 天 上 可 知 2 +(- 1 天 0, 从 而 a 是 存在 的 .并 日 ,不 论 甲 最 
后 在 x’ 前 填写 怎样 的 5 ,我 们 都 有 


72) + f(D) 

= (eta2+o.2) + (ge(-D +e.(-1)'+o(- 
DO) 

= (zs) 十 gr 一 D a (2 :+( -1)3) 


= 0. 
由 上 式 可 知 , f(2) 与 F(- 1) 或 者 都 是 0, 或 者 符号 相反 . 如果 是 前 者 ， 
那么 F(z) 有 实 根 2 和 -= 1; 如果 是 后 者 ,那么 f(z) 在 (-1,2) 上 至 少 有 
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一 个 实 根 .因此 乙 得 胜 . 


5.81 求 一 切实 数 P, 使 得 三 次 方程 
S73 — SC(p+1)x*+(71p—-1)xr+1= 66p 


的 三 个 根 均 为 目 然 数 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 由 观察 可 知 ,x = 1 为 给 定 三 次 方程 的 一 个 正 整 数 根 . 
由 综合 除法 将 原 三 次 方程 降 次 为 二 次 方程 


Sz:— Spr+66p—-1=0 


中 


显然 , 原 三 次 方程 的 三 个 根 均 为 自 然 数 的 充 要 条 件 是 一 次 方程 中 的 两 


个 根 均 为 自然 数 . 


设 方程 QD 的 两 个 自然 数 根 为 uw 和 zw(z 


i 
1 
uv = s (66p 1). 
把 名 代入 加 ,消去 p ,得 

Suv = 66(x + v)—1. 


上 式 表明 ,w 和 w 都 不 是 2,3,11 的 倍数 . 





由 阳 得 
600x 一 
Su 66. 
因为 u ,wv 均 为 自然 数 ,所 以 由 上 式 可 知 
Sx-66>0, 
4 之 14. 
义 因 为 不 是 2 和 3 的 倍数 ,所 以 
u 之 17. 
由 久 帮 w 得 
66u—1 
“SS 566 


5u? - 132x + 1 二 0， 


66 + V66:—5 132 
“SS < 


因此 17 委 2  26. 
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委 v). 则 由 圳 达 定 理 得 


© 
(3) 


由 





再 由 2 十 x& 且 3 下 上 可知 ,xz € 117,19,23,25| 


者 x=17, 则 "= 9 = 59. 


若 x = 19,23 或 23, 则 v 都 不 是 自然 数 . 
所 以 , 仅 当 pp= w+wv= 17+59 -= 76 时 ,方程 名 的 两 根 均 为 自 
然 数 ,从 而 原 方 程 的 三 个 根 均 为 自然 数 . 


第 3 节 多项式 的 性 质 


5，82 ”证明 : 对 任意 nn E z! ,多 项 式 (xz + 1)*"11 + zf 被 多 项 
式 x 十 广 十 1 整除 . 


| 


(美国 纽约 数学 竞赛 ,1973 年 ) 第 

z . 五 

[证 ] 设 如 + x+1 = 0 的 根 为 wuu2, 其 中 由 二 1 二 1 多 章 
式 


今 f(x) = (x+ 1)2"+1 十 nt+2 ， 
则 Fa) = (四 上 TD2narl + wnt? 
(一 2)2n+1 十 wt 
一 TO42+2 十 wt2 
= vw 1), 
但 ru: 二 |， 
所 以 Auw) = 0. 
同 理 可 验证 (ro2) = 0. 
故 f(z) 有 因 式 (x-w)(r-w)= r+rt+l. 
5. 83 证明: 多项式 zzmy2zo + 1 不 能 表示 成 一 个 xz 的 多 项 式 
A(X) 与 一 个 y 的 多 项 式 g(y) 的 乘积 f(x)g(y) 的 形式 . 
(莫斯科 数学 奥林匹克 ,1953 年 ) 


j 


[证 ] 设 存 在 多 项 式 
f(x) = Q00z + a ++ a, 
和 8(y) = boy” + by +t e+ bn 
使 得 f(xr)e(y) = ry +1. 


令 x = 0, 则 得 :对 任意 的 y,g(y) = 一 ; 令 y = 0, 则 得 :对 任意 的 x， 
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f(z) = 二 .再 令 z =y=0, 则 有 /(0). g(0) =1, 于 是 awb。 = 1 
这 表明 ,对 任意 的 x,y, 都 有 
F(z) .g(y) = 二 . 六 = 
它 显 然 不 恒 等 于 z200y20 + 
5. 84 (1) 证 明 : 不 存在 多 项 式 P(z) ,使 得 对 所 有 xzr E R, 都 有 
(DP (x) > POziGiPzr) > P(x). 
(2) 如 果 (i) 换 为 (1 )P(x) > P(xz),(i) 中 的 结论 还 成 立 吗 ? 
(前 民主 德国 数学 竞赛 ,1974 年 ) 
[证 ] (1) 如 果 P(x) 是 常数 , 则 P(x) 二 P(x) 二 0, 且 式 (i) 不 
成 立 . 设 degP(z) = n 之 1, 则 当 为 奇数 时 ,deg(P(x) P(x)) = 
?2 为 奇数 ,从 而 至 少 有 一 个 点 x 毛 尺 ,使 得 Pz)=-P(z) 委 0. 当 2 为 
偶数 时 ,deg(P'(x) -P(x)) = nn 一 1, 因 而 至 少 有 一 个 点 x E 尺 , 使 得 
P (zl)- 了 (zi) 委 0. 于 是 对 任意 多 项 式 P(xz), 式 (i) 与 (让) 不 能 同时 成 
立 . 结 论 (1) 证 毕 . 
(2) 设 P(x) = x+3, 则 对 所 有 xz €E R, 有 
P(x)- P(r)=7r*-2r++3>0, 
P(x)- P(z) 三 z+l>0. 
即 问 题 (2) 的 答案 是 否定 的 . 
5. 85 如果 一 个 多 项 式 的 所 有 系数 等 于 0,1,2, 或 3, 就 称 该 多 
项 式 为 相 容 的 .对 于 给 定 的 自然 数 ”, 求 满足 条 件 p(2) = n 的 所 有 相 
容 多 项 式 的 个 数 . 





= 1. 


: (第 20 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
\ 天 
[ 解 ] 设 0 雯 六 去 | 三 | 旧 
1 一 2 = agtal2+a*2 :++ a,* 2”, 


m= bot+b1"2+62.2 + + 6b *27". 


其 中 a;,6; 都 属于 |0,1| .于 是 对 应 于 每 个 值 mw = 0,1,2,…， | 硅 | 都 有 


一 个 多 项 式 p(x) = >\(a + 25)z 与 之 对 应 ,显然 , p(x) 中 的 每 
i=0 
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个 多 项 式 都 是 相 容 的 . 
反之 ,每 个 相 容 的 多 项 式 都 与 如 (z) 中 的 某 多 项 式 相同 . 


因此 ,满足 条 件 的 所 有 相 容 多 项 式 的 个 数 为 后 | 并 


5.86 设 n 为 大 于 1 的 正 整数 ,al,a;,…,a; 为 n 个 相 异 的 整数 ， 
证 明 : 多 项 式 f(x) = (x 一 a1)(xz 一 a2)…(x 一 aw) -1 不 能 被 任 一 次 
数 为 正 且 小 于 ”的 最 高 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 整 除 . 

(北欧 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[证 ] 假设 Az) 有 一 个 真 因 式 g(z)E ZLxj( 所 有 次 数 为 m ,最 
高 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 的 全 体 ), 则 
fr) = g(x)h(r), A(r) €E ZLzl 
有 目 h(x) 的 次 数 介 于 0 与 n 之 间 . 显然 , 若 zx 为 一 个 整数 , 则 g(x)， 
h(x) 也 为 整数 . 
因为 g(ai)h(a;) = -1,(i = 1,2,.,n) 
所 内 g(a;) + h(a) = 0.(7 = 1,2,.…,n) 
因此 g(x)+ h(xr) 有 个 不 同 的 根 ,此 与 g(x)+ h(x) 的 次 数 小 于 x 
下 惧 . 

故 命 题 得 证 . 

5 .87 设 P(z),Q(Cz),RGz) 和 SCz) 都 是 多 项 式 , 且 使 P(z5) 
+xQ(z)+xz2ROz)=(z4+zs+z+x+lSz) 成 立 , 试 证 :rr 一 
1 是 P(z) 的 一 个 因子 . 


2 
二 上 种 


(第 5 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 设 S(xr)= C0 十 CI 十 CD 十 a 十 Q4X4 十 asxr’ 十 … 将 
原 式 两 边 同 乘 以 (zx - 1) ,得 恒等式 
(z-lDPz)+zzrrlQCzr+ze(z 一 TDRCz5) 
= (x ~ 1)S(z), 
所 以 (z-1)Pr)+zz-lQ(zs)+zz(r — DR(zS) 
= (x ~1)(ao tarrt+ar + ayrd + asrt + asxs + .). 
取出 其 中 所 有 指数 为 $ 的 倍数 的 项 ,得 
— P(x) = (x5 ~ 1)(a0 + asrs + aozl 二) 
因此 有 P(x) =- (zx -1)(a0+asr + aior +*), 
可 见 (z -~ 1) 是 P(x) 的 一 个 因子 . 
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5 . 88 ” 试 证 ; 存在 这 样 的 整 系数 多 项 式 P(x), 对 于 区 间 
1 9 es 
| 十, 宙 | 中 的 一 切 x 值 , 它 适合 不 等 式 


| ez) -1 | < 1/1000. 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 考察 多 项 式 ,(x) = 十 [(2r -1)"+1], 这 里 是 自然 数 


因为 多 项 式 (2x - 1)”+ 1 的 系数 都 是 偶数 ,所 以 f(x) 是 整 系数 多 项 
式 . 


当 二 之 过 计时 ,二 项 式 2x - 1 适合 不 等 式 - 0.8 六 2z - 1< 
0.8, 所 以 
1| 1 1 ， 
AD- 二 = 二 2z-1nms < xX0.8". 


欲 使 = x 0.8" < 1/1000, 只 需 取 自然 数 ”使 


nlg 0.8 < lg 0.002, 


lg 0.002 
县 人 本 La a 轩 
几 形 人 > | 8 = 27.8 


因此 当 ” 之 28 时 , 取 P(z) = f(z) 就 满足 问题 的 要 求 . 
5.89 证明 :把 乘积 
(1 一 壹 十 帮 一 了 3 二 一 是 100)(1 十 之 十 六 2 十 "+x + 10) 
展开 并 合并 同类 项 之 后 , 式 中 不 含有 z 的 奇数 次 方 的 项 . 
(第 9 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 
[证 ] 设 乘积 式 为 多 项 式 ALz) ,显然 ,我 们 有 恒等式 
f(x) = f(- x), 
故 玉 x) 中 不 含有 z 的 奇数 次 方 的 项 . 
5。.90 aiaz…any pi;p ,by 为 27 个 实数 ,其 中 | ,a,,… 
a 互 不 相同 . 假设 存在 一 实数 a 对 所 有 的 i(i = 1,2,…,n)， (a; + 
b1)(a; + 652)…(a; + 5B) 的 值 均 为 a. 证 明 存 在 一 实数 8, 使 对 所 有 的 
j(j = 1,2,.…,n), 
(art+b;)(a2 + b;)*(a, + b;) 
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的 值 均 为 8. 
. (第 6 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 】 因为 (a; 二 B)(a;t+ 0) (a;t+6,)=a,(i= 1,2,.…,n). 
所 以 多 项 式 (x 二 51)(x+ 502)…(x+ Bb) 一 a 的 次 数 为 n 且 有 nn 个 互 不 
相等 的 根 al ,az,…, a,. 
故 (过 十 DZ 二 DZ 一 aa 人 (az 一 az) (一 
Gan ) 
代 人 xz =-b 得 到 
.a= (6- a)(- 6 - a)(~ ba), 
故 B 一 (一 1)” loa 一 (6; + a to; 十 Qa2)°" (ob; + Qn ) (J 一 1 ,2,..， 
n). . 
5 91 试 证 ;四 次 多 项 式 x1 + 2x? + 2x + 2 不 可 能 分 解 成 两 个 
具有 整 系数 a ,b,c,d 的 二 次 三 项 式 x?+ arz+p 和 7z2z+tczr+ 过 的 乘积 . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1923 年 ) 
[证 ] 者 所 给 四 次 多 项 式 能 分 解 成 两 个 整 系数 二 次 三 项 式 zz + 
ar + 和 x? + cr + 4d 的 乘积 ,注意 到 这 两 个 二 次 三 项 式 的 乘积 可 以 化 
简 成 


Xi+(a+c)ri+(bptacta)r + (b+ ad)r + bd, 


Ji 
证 Fi 洲 


则 有 
a+c=0 QD 
bt+ac+d=2 © 
be+ad=2 (3) 
bd = 2 


由 多 式 可 得 ,5 和 a 中 一 个 为 奇数 (等 于 土 1), 而 另 一 个 为 偶数 (等 
于 土 2) ,不妨 设 0 为 奇数 ,而 a 为 偶数 . 则 由 @ 式 可 得 ,& 为 偶数 , 因 。 
为 奇数 , 故 c 为 偶数 ,所 以 ac + 4 为 偶数 ,由 加 式 可 得 5 又 为 偶数 ,与 
6 为 奇数 矛盾 .于 是 ,命题 得 证 . 

5.92 已 知 多 项 式 x3+ bx*+crt+d 的 系数 都 是 整数 ,并 且 bq 
+ cd 古奇 数 , 试 证 :这 个 多 项 式 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

《中国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 

[证 ] 设 g(r)= x + 4x?+ cr+ 4d, 因为 bd + cd 是 奇数 , 即 (p 

+ c)d 是 奇数 ,所 以 b +c 和 4 分别 都 是 奇数 .由 此 可 进一步 推出 bc 两 
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数 是 一 奇 一 偶 . 
若 p(z) 能 分 解 成 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 , 则 一 定 有 一 个 一 次 
因子 .由 于 p(x) 的 首 项 系数 是 工 , 故 不 妨 设 
p(z) = (r+p)(xr + qr+r), 
比较 常数 项 可 知 ”pr = 4d. 
因为 d 是 奇数 , 故 p 必然 也 是 个 奇数 .用 (x + p) 除 pg(z), 根 据 余 式 定 
理 , 余 数 是 
p(-p)=-p +bp -p+d. 
不 论 5 .c 两 数 中 哪个 是 奇数 ,哪个 是 偶数 (但 总 是 一 奇 一 偶 ) ,余数 中 总 
有 三 项 是 奇数 ,一 项 是 偶数 ,从 而 余数 必然 不 等 于 零 . 故 p(x) 不 能 分 
解 为 两 个 整 系数 多 项 式 之 乘积 . 
5. 93 证 明 : 如 果 三 次 实 系数 多 项 式 P(x),Q(x) 和 R(xz) 对 所 
有 x ER 都 满足 P(x) 达 Q(z) 过 R(x), 并 且 至 少 有 一 个 点 xo € RR， 
使 得 P(zro) = R(xzxo), 则 存在 R € [0,1j, 使 得 
Q(xr)kP(r) + (1 k)R(r),rTER 
对 四 次 实 系 数 多 项 式 相应 的 结论 是 否 成 立 . 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 注意 ,如 果 次 数 不 大 于 3 的 多 项 式 S(z) 满足 :对 所 有 x € 
R,S(x) 宇 0,H. S(xo) = 0， 
则 
S(x) = a(x - x0), 
其 中 a 宇 0. 因 此 
R(x) 汪 P(x)+a(r — rxo), 
Q(zx)eP(r)+ ob(r- ro) 


Il 





) 
= kP(z) + (1 — k)R(z). 
其 中 a > 65>0,k=1- 2 € [0,1], 


而 当 a = 0 时 , R(x) 寺 Q(x) 三 P(x), 因 此 ,如 取 k = 1, 题 中 的 恒 等 
式 也 成 立 . 对 4 次 多 项 式 , 相 应 的 结论 并 不 成 立 . 例 如 多 项 式 
P(x) = zx4,Q(z) = rit+ x? 
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R(x) = 2z4 十 六 2 
满足 对 x € R,P(x) 夺 Q(z) R(X). 
并 且 P(0) = R(0). 但 恒等式 
Xi+ x krt+ (lk)(2rr+ x’) 
对 所 有 上 E [0,1] 都 不 成 立 .因为 对 固定 的 ,得 到 两 个 矛盾 的 等 式 
1 =k+2(1-&k) 和 1=1-&. 
5.94 给 定 多 项 式 P(x) = ar*+ br +c,a 闫 0. 证 明 ; 对 每 个 
E N, 至 多 有 一 个 n 次 多 项 式 Q(z). 使 得 
Q(P(zx)) = P(Q(xX)),7T ER. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 设 多 项 式 Q(x) = gnr”" +… 十 gix + go 满足 条 件 :gq 关 0， 
并 且 Q(CP(z)) 反 P(Q(z)), 则 比较 多 项 式 QCP(z)) 与 P(CQ(Cz)) 的 
2n 次 项 系数 ,得 到 gja” = aa , 即 ”gq, = a”!. 如 果 题 中 结论 不 成 立 ， 
即 对 某 个 与 多 项 式 P(x), 存 在 两 个 不 同 的 n 次 多 项 式 QI(X) 与 
Q(x) 满足 题 中 恒等式 , 则 因为 Qi(x) 和 Q2(x) 的 首 项 系数 都 是 
a” ,所 以 多 项 式 R(x) = Qi(x) 一 Q(x) 的 次 数 & < n, 且 满足 
R(P(x)) = QI(P(x)) - Q (P(x)) 
三 PUQICz)) - P(Q,(x)) 
= a(QI(z) - Q(x)) + 6 Q(x) ~- Q(x)) 
= (Q(x) - Q(x (a( Q(z) + Q(x)) + 6) 
二 R(x)T(x). 
其 中 T(x) = uaQi(r) + aQ2 (x)+ 6, 
因此 2k = degR(P(x)) 
= deg( R(x) T(x)) 
= k+i+n. 
与 上 < n 刻 盾 ,结论 证 毕 . 
5.95 证 明 : 多 项 式 P(z) 是 关于 x € C 的 偶 函 数 的 必要 且 充 分 
条 件 是 ,存在 多 项 式 Q(z) ,使 得 
P(z) 二 Q(z)Q(- z),z Ec. 
(罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 如 果 P(z) 三 Q(z)Q(- =)， 
则 P(- z)= Q(- 2)Q(z) = P(z). 
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即 P(xz) 是 偶 孙 数 .反之 ,如 果 P(z) 寺 0, 则 取 Q(z) 三 0, 于 是 P(x) 寺 
Q(z)Q( 一 z). 现 在 设 非 零 多 项 式 P(xz) 为 偶 函 数 ,对 多 项 式 P(z) 的 
非 零 根 的 个 数 x 用 归纳 法 证 明 , 存 在 多 项 式 Q(z), 使 得 

P(xz) = Q(z)Q(- z). 
当 pm = 0 时 ,多 项 式 P(xz) 有 形式 P(z) = az",a 关 0. 由 于 P{z) 是 伪 
函数 ,所 以 = 2k,k E 2!. 取 多 项 式 Q(z) = bx ,其 中 4b? = (--1)a. 
因为 az” = bx 65( 一 之 ,所 以 多 项 式 Q(z) 满足 所 说 的 恒等式 . 设 结 
论 对 所 有 小 于 m 的 正 整数 成 立 , 下 面 证 明 结 论 对 mm 成立 .事实 上 ,如 果 
a 是 多 项 式 的 非 零 根 , 则 

pl(~a)= p(a) = 0, 
因此 P(z) = (z— a)(z+ a)R(z). 
其 中 R(z) 是 偶 函 数 ,这 是 因为 

RC-z)((->) ~ a’)= P(- zx) P(z) 

= R(z)(z’ — a’), 

由 归纳 假设 ,存在 多 项 式 S(z), 使 得 

R(z) = S(z)S(— z), 
取 Q(z) = i(z ~— a)S(z), 则 

P(z) 汪 i(z -a)S{(z) :i(-z~—a)S(— >) 

= Q(z)Q(- z). 


si 溢 记 


结论 证 毕 . 
5 .96 设 多 项 式 P(z) 和 Q(x) 的 次 数 都 大 于 0, 记 
Paw=izEclPz)= cl, 
Qc) = iz Ec| Q(z)= cl. 
证 明 ; 如 果 Po = Qo,P! = Qi , 虽 P(r) Q(xr),r ER. 
(第 22 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1981 年 ) 
[证 ] 如 果 多 项 式 P(z) 的 根 是 cl ,…, a ,其 重 数 分 别 为 | ，…， 
, 则 由 于 Po = Qo, 所 以 多 项 式 Q(x) 也 有 相同 的 根 ( 但 重 数 可 能 不 
同 ). 同 理 , 如 果 多 项 式 P(z) - 1 的 根 是 B61 ,…,8 ,其 重 数 分 别 为 1， 
…, 4 , 则 由 于 Pl = Q1, 所 以 多 项 式 Q(x) -1 也 有 相同 的 根 .因此 ,在 
不 同 的 数 al ,…, a,, PB1，,…,B, 中 ,每 个 数 都 是 多 项 式 P(x) - Q(x) 的 
根 , 设 P(z)- Q(x) 关 0, 则 
deg[ P(x) ~ Q(x)] 守 s+r. 
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不 妨 设 degP(x) 之 degQ(x) 之 1 ,因而 
degP(z) = deg[l P(x) -1| 守 deg[ P(x) — QGCz) 
其 次 ,如 果 多 项 式 P(x) 一 c 的 根 r 的 重 数 为 m > 1, 则 多 项 式 P'(x) 有 
m 一 1 重 根 x ,因此 有 
degP (zx) D+ kD +) + (1!) 
= 《有 IT 二 thk)+t(lt+tl,)- (st+r) 
>degP(x)+degL P(x)—1]- degl P(x)— Q(x)] 
之 degP(x), 
与 degP (x) < degP(x) 矛盾 .因此 P(x) 二 Q(x). 
5，97 ” 设 坐标 平面 上 的 曲线 上 是 某 个 多 项 式 
P(x)= 2 十 pr’ 十 gx” 二 rrt+ts (p,q,r,s EE R) 的 图 像 ,如 果 


平面 上 的 一 条 直线 平行 于 OX 轴 , 并 且 和 曲线 上 相交 于 四 个 点 A,B， 多 
C,DD( 它 们 自 左 到 右 排列 ), 则 称 此 直线 为 水 平 线 .此 外 ,如 果 其 中 的 线 。 | 多 3 
段 AB,AC 和 AD 的 长 度 还 能 构成 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 , 则 称 此 直线 。 | 有 


为 三 角形 水 平 线 .证 明 : 只 有 下 列 的 两 种 情形 :要 么 所 有 的 水 平 线 都 是 
三 角形 水 平 线 , 要 么 所 有 的 直线 都 不 是 三 角形 水 平 线 . 
(芬兰 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 ] 设 水 平 线 y = yo 交 曲 线 工 于 四 个 点 A ,B,C,D ,它们 的 横 
坐标 依次 为 zi < zz 过 xz; 过 x4. 则 当 和 且 仅 当 i AB 1+1 AC1>1AD1， 
即 (zz -Ti)+(xza 一 1) > zs 一 工 | 
时 ,也 即 当 日 仅 当 
X27X> X43 
即 | AB !>1 CD 1， 
时 ,直线 y = yw 是 三 角形 水 平 线 . 
知 题 中 结论 不 成 立 , 即 存 在 两 条 水 平 线 , 它们 分 别 交 曲线 于 A,， 
Bi,Ci,Di 和 A,,B,,C,,D; ,使 得 
IAIBII>ICDI! 且 | A,B; 1<!| CD,|. 
由 四 次 多 项 式 的 性 质 可 知 ,任意 一 条 平行 于 这 两 条 水 平 线 并 且 介 于 它 
们 之 间 的 直线 也 和 该 曲线 相交 于 四 个 点 .于 是 ,这 些 直 线 中 至 少 有 一 
条 , 它 与 曲线 的 四 个 交点 4,B,C,D 满 足 | AB 1=1CD |. 设 线段 BC 
的 中 点 E( 也 即 线段 AD 的 中 点 ) 的 坐标 为 (xo, yo), 则 在 坐标 系 = x 
-~ X0,v 二 y 一 yo 中 ,以 给 定 曲线 为 图 像 的 多 项 式 Q(w) 有 四 个 根 wx， ， 
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u2,U3 4; 它们 依次 是 点 A,B,C,D 在 新 坐标 系 中 的 横 坐 标 ,并 且 ul 
= 一 u4,U2 =- 23. 这样 ,给 定 的 曲线 在 新 坐标 系 中 的 方程 为 
= (uu — ur)(u — uu — 3)(u 一 24)， 
妓 一 一 (2 一 2 人 (2 一 2 ) . 
于 是 ac ) = Q(- x), 即 曲线 关于 纵横 是 对 称 的 .所 以 每 一 条 水 平 线 
与 曲线 的 四 个 交点 4,B,C,D 都 应 满足 1 AB 1=1 CD |, 矛盾 . 
着 14IBi1>ICIDIT 且 14B; 1=1C2D; 1， 
则 取 A,B,C,D 为 As, Bz,C;,D;, 同 理 导 出 矛盾 . 故 题 中 结论 成 
立 . 
5.98 设 Q(x) 是 非 零 多 项 式 .证 明 : 对 每 个 nC€ 2 ,多 项 式 
P(x) = (x ~ 1)"Q(zx) 
至 少 有 >” + 1 个 非 零 系数 . 
《波兰 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 对 nn € Zt' 用 归纳 法 . 当 n = 0 时 ,因为 Q(x) 关 0, 所 以 
P(x) = Q(x) 至 少 有 一 个 系数 不 等 于 零 . 
设 结论 对 某 个 n(n 0) 成立. 我们 来 证 明 结 论 对 nw + 1 也 成 立 . 
事实 上 , 老 结 论 对 2 十 不 成 立 , 则 存在 某 个 非 零 多 项 式 
Q(x) = x + Qo(z)， 
其 中 € Zr Gu) 天 0, 使 得 多 项 式 
P(x) = 人- Q(r) = (rr-1)"l,r. Qo(z) 
至 多 有 n + 1 个 非 零 系数 .于 是 ,多 项 式 
Potz) = (zz 一 TD Qo(zx) 
也 至 多 有 n+ 1 个 非 零 系数 ,因此 它 的 导数 P'o(x) 至 多 及 n 个 非 零 系 
数 .但 是 
Po(r)= (rz 一 1)"*'Q'o(zx) + (n+ 1)(r -1)"Qo(x) 
= (x — 1)"R(z), 
因 Po(xz) 不 是 常数 ,所 以 R(x) 半 0. 但 由 归纳 假设 ,P'0(zx) 至 少 有 n+ 
1 个 非 零 系 数 .矛盾 . 故 结论 对 n + 1 也 成 立 . 
5。99 证明; 如 果 次 数 小 于 mx E NN 的 多 项 式 P(xz,y), Q(x,y)， 
R(x,y) 满足 
rT"P(zr,y) t+ y"Q(r,y) (rt y) "Rr,y),r,y ER, 
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则 P(x,y) = Q(xr,y) R(r,y)=0. 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 设 多 项 式 P.Q、R 满足 题 中 条 件 , 但 其 中 至 省 有 一 个 不 恒 
. 为 0, 则 不 妨 设 存 在 了 站 与 VY0 天 0, 使 得 P(xo,y0), Q(xo, yo), R(xo, 
yo) 中 至 少 有 一 个 不 为 0. 考虑 一 元 多 项 式 

Pi(x)= P(x,y0), QI(x) = yy” Q(x, yo0), Ri(x) = R(x, yo0), 
由 题 中 条 件 , 有 

xr Pr) + Q(zr) (r+ yo) "RI(r). 

并 且 多 项 式 Pi(x), Q(x) 与 RI(X) 的 次 数 都 小 于 m, 记 

U(x) = x*P(zx), 

T(x) = U(x) + Q(x) (r+ y0) ”RI(x), 

S(rx) = TI (x). 
因为 多 项 式 U(x) 被 zx” 整除 ,所 以 0 是 它 的 根 ,其 重 数 至 少 是 2m, 因 
此 


U0) = UNV(0) = = UL” DN(0)=0. 
因为 degQi(z) < 六 ,所 以 
QI” (0) = Qi (0) = … =0, 
因此 , 开 ”(0) = 人 (0) = = T%”0(0)=0， 
即 SC)=S(0)=…= S(™ 77(0) =0. 


由 于 一 yo 是 多 项 式 T(x) = (x + yo)**RI(x) 的 根 ,其 重 数 至 少 是 
2m ,所 以 

Tm (一 yo) = T(™+D( y0) = … = Tm-1D)(- yo) = 0. 
也 就 是 说 

S(-y)= SS(-y)= = SI(- yo) = 0, 
:于 是 ,0 和 一 yo 了 关 0 是 多 项 式 S(x) 的 根 ,它们 的 重 数 都 至 少 为 m ,因此 
多 项 式 S(x) 被 2m 次 多 项 式 x”*(x + yo)” 整除 ,但 degT(x) < 3m， 
即 degS(x) < 2m, 因 此 ,S(x) 夺 0. 由 此 得 到 ,多 项 式 T(x) 的 次 数 小 
于 m, 但 它 又 被 多 项 式 (x + xo)*” 整 除 ,因而 T(x) 三 0, 从 而 RI(x) 
三 0. 由 

xr"Pi(r) + QI(x)= T(x)=0 
以 及 degQ1(x) < Mm 得 到 , Pi(z) 一 QICz) 三 0, 因此 
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Pi(xo) = Qi(xo) = Ri(xo) = 0， 
与 ro 和 yo 的 选取 相 了 矛盾 .于 是 题 中 结论 证 毕 . 
5.100” 设 多 项 式 P(z) 的 次 数 最 多 是 2 , 且 对 每 个 整数 上 E [- 
六 n,7j, 都 有 i P(k) | 委 1. 证 明 : 对 每 个 zx EE [n,n],P(x) 志 2". 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 根据 拉 格 朗 日 插值 公式 ,有 


P(x) = >P(E) [IT 二 一 
由 二 一 i 上 k-—1i 
一 1 
因为 当 有 = 一 n,n+1,…,n 时 , | P(k) | 才 1, 所 以 


1P(mD Is 2 PT I 一 一人 
k=—n : 1 
3 | 六 一 了 | 
lk-il 
一 万 委 二 玫 
可 以 证 明 对 每 个 实数 x+ E [一 n,nj, 有 
{FT | x -iiI (2n)! 
i 
事实 上 , 当 xz 之 上 时 ,有 
[TE xil=C rk+D)l xr-nllr-(k-1) 
i 
-nt 
1 |x+nl) 
(nm-k)ll(n 一 上 二 1)…(27)] 
= (2n)!. 


同 理 可 证 x < 上 的 情形 .于 是 得 到 
| rx—1i| 1 
[| 到 <(2n)! TT 一 








i 2 | i 
一 A 一 1 
1 
委 021)1 一 一 一 一 一 一 ， 
(27) (&RT+m)ICz ~ k)! 
be (2n)1! 
IP | 委 QQ 
(x) Dy + n)!l(n — k)! 


~ (2n)! 
/全 0 kl(2n —£)! 


om 
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5.101 设 p 和 gq 是 任意 的 自然 数 ,证 明 ; 存 在 整 系数 多 项 式 
p(x), 使 得 对 x 铀 上 长 为 一 的 某 个 区 间 中 的 每 一 个 点 x ,都 有 


oz) - 辽 |< 本 
dq q 


( 苏 兰 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[证 ] 如 果 g = 1, 则 令 p(x) 三 p. 如 果 g > 1 则 考 虑 长 为 一 的 


、 1 3 
区 间 1 = (2 , 守 洲 由 于 8 
3 
~ 1 多 
元 < 下 


所 以 存在 mm < N, 使 得 (元 < 二 


、 四 二 

记 a=1 (元 . 

则 对 每 个 x E€ 1, 有 
0<1-g”<a<l. 


取 充分 大 的 n € N, 使 得 a" < ~ 


记 plx) = 1- (1 ez 
因为 z 
p(x) 三 全 [1 — (1 — gx”)]Q(zx) 


三 px”Q({( x), 
且 多 项 式 Q(x) 的 系数 是 整数 ,所 以 多 项 式 p(x) 也 是 整 系数 ,而 且 当 
IT 时, 


[了 | = 全 Geo 
4 q 
< La < 二 
qd qa 
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5. 102 证 明 :(1) 对 任意 n 和 N, 存 在 ) 次 整 系数 多 项 式 
P, (x) ,使 得 2cosnt = P,(2co0st),t CR. 


(2) 对 任意 a E Q, 数 cosar 要 么 等 于 零 ,+ 广 或 +1, 要 么 是 无 


数 . 


注水 壮 


(英国 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 】 《切记 立 圭 2cost,z 和 民 , 则 

2cos(0. 站) =2= Po(x), 

2cos(T 1) 2co0st = 忆 (x). 
在 公式 ”2cosnf 和 ~ 2cos(n -2)r + (2cost)[2cos(n 一 二 7 

=~ P(x) + xh, 1(x). 

中 , 设 n 依次 为 2,3, 等 等 , 则 依次 得 到 多 项 式 P(x),P;(x) 等 等 . 注 
意 , 当 n € NN 时, 多项式 已 (z) 的 首 项 系数 都 是 1. 


(2) 设 "= 了 ,LE Zn € N, 且 分 数 一 是 即 约 的 , 则 

2cosnan = 2cos7IT ， 
要 么 等 于 2, 要 么 等 于 - 2. 由 上 面 证 明 的 结论 ,2cosnt 可 表示 为 = 
2cost 的 整 系数 多 项 式 P, (x). 于 是 zu = 2cosar 是 多 项 式 

Q(zr) = P(r) 一 2cosmar 
的 根 .其 中 Q(x) 的 所 有 系数 都 是 整数 , 且 首 项 系数 为 1. 因此 2cosax 
要 么 是 整数 ,要 么 是 无 理 数 . 设 2cosar 是 整数 ,由 于 12cosar | 所 2, 所 以 
它 只 能 取 0, 土 1 或 土 2. 于 是 cosar 是 有 理 数 时 (a € QQ), 它 一 定 是 0， 


1 

+1 或 + 一. 

5. 103 一 个 关于 xz,y,z 的 多 项 式 P, (xr,y,z),m = 0,1,2,… 
序列 定义 如 下 : 

Pol(x,y,2)= 1, 

P,,(r,y,2) 一 《并 十 zZ)(y+ 已 (zy 十 1)— z* Pi(xr,y, 

z),m > 0. 

证 明 ; 每 一 P,,(x,y,z) 是 对 称 的 , 即 对 x,y,x 的 任意 排列 , 它 的 值 不 
变 ， : 


(英国 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
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[证 ] 对 mx 用 数学 归纳 法 . 当 mm = 0 时 结论 显然 成 立 . 设 六 = 
n 一 1 时 ,了 P,,(x,y,z) 是 对 称 的 ,并 且 
: (x+y)P, (rx,z,yt+1)— (r+ 2z)P,(r,y,z+1) 
= (y— 2)P,, (x,y,2) : OD 
成 立 . 现 在 证 明 mx = n 时 也 成 立 . 从 P,,-1(x,y,z) 的 对 称 性 容易 看 出 
P,(x,y,2) = P,(y,7x,2), 
我 们 只 需 证 明 
P(xr,y,2) = P(r,z,y) 
就 够 了 .由 QD 和 已 知 递 推 式 , 得 
P(x,z,y)— P(x,y,2) 
= (y+z)i(zr+y)P ICzzy+1) 一 (+z)P ICzyyyz 十 


2 2 第 

Di-—(y ~ 2 P(r,y,z) 五 

一 (y+ zx)(y— <)P IOzyyz)- (yy — 2 )P, (zyyyz) 2 章 
= 0. 式 


为 了 证 明 由 式 对 m = nn 时 成 立 , 要 利用 已 建立 的 P, 的 对 称 性 . 

(r+ y)P(rx,z,yt+1)—- (rt+z)P(r,y,z + 1) 

= (r+y)P(y+1,z,x)- (r+ 2)P,(z+1,y,x) 

= (x+ yi(y+ r+ [I)(z + xr)P, (y+ 1,z,r + 1) 一 
x Pytl zr) -rte)i(z+rt+1l)(y+r)P, (ze 
+ 1,y, 让 +1)— Xx’P,i(z + 1,y, 文 )| 

=(z+y)z+z)il(y+Z+1l)P (r+l,z,y+1)— (z+ 
xz+1)P (xzt+l,y,z+1)] -x [(x+y)P, (xr,z,y+1) 
~ (r+ xz)P, 1(r,y,2 + 1)] 

= (z+ yrt+ ee)(y-— z)P, (r+1l,y,2)— ri(y— >) ， 


Pi1(x,y,2) 
= (y— <)i(yt+r)(z + rx)P, i(z,y,r +1)- riP, 1(z,y, 
x)] 


= (y— z)P,(z,y,x) 
= (y— <z)P,(r,y,2). 
即 成立. 
5.104 设 A(n) 是 所 有 多 项 式 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 607 
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P(x)=aptart+ + ar’ 
的 集合 ,其 中 0 < a0 = 四 扩 o = wwi 生生 a[y] = af 器 ] 
证 明 ; 如 果 P(z)E A(n),Q(z) E€ A(m), 则 多 项 式 

P(rjQ(r)E A(mt+n). 

(前 民主 德国 数学 竞赛 ,1983 年 ) 
[证 ] 记 R,.;(x) = xi+ 下 + x" ,其 中 j= 0,1,…， 

| 至 | , 则 任意 多 项 式 P(x) E A(n) 都 可 表示 为 

P(x) = aoR,.o(x) 二 《al 一 a0) R, 1(7) 二 十 
(ol3] 22]-1)R,,[#](z) 
[人 
DR i(Z)， 
其 中 bo = ag,b; = Qi 一 Ci-1 是 非 负 实数 ， 


;= 1 | 


2 
同样 ,如 果 Q(x) E A(m), 则 
[全 
QCz) 一 2 cjR,,; (Xx), 
其 中 j 0 = 0 


最 后 ,如 果 P(x) € A(n),Q(z) € A(m), 则 多 项 式 
P(z) Q(z) = DbicR,, Ry, (7), 


属于 集合 A(n + ). 为 证 明 这 一 结论 , 只 需 证 明 对 所 有 i 和 六， 
7 
2 
事实 土 , 记 p=n-2i,g= m -21 ,并 且 为 确定 起 见 , 设 p 过 gq， 
则 多 项 式 
R,, (x)R,,;(x) 
二 xl+ rte+ rl+rt.+r) 
三 rRo+ro,0( 7) + Ryproii (Xx) + + Royo, p(X)] 


j 委 ;Ri (TIR,, (XT) E A(nt+ m). 
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SS 民 ri 人) + Rorajriti(T) + + Rtn,jrn-i(7). 
属于 集合 A(m + n). 
5.105 对 所 有 z > 0, 实 系数 多 项 式 P(x) 满足 P(x) > 0. 证 
明 :存在 非 负 系数 多 项 式 Q(z) 和 R(x), 使 得 


Q(x) 


P(x) = ROL) 


(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 将 多 项 式 P(x) 表示 为 
P(x) = 一 aFl( xr) F(x) GI (7x) G(x), 
其 中 F(x) 和 G(x) 为 
F(x)=x-a;a 人 SR0,i = 1,2,…,m 


G(r) = (xr- Br-B),B EC\R,I = 1,2,.,k. 第 
并 且 a > 0. 注意 ,系数 非 负 的 多 项 式 的 乘积 仍 是 系数 非 负 的 多 项 式 ， | 8 了 
因此 只 需 证 明 ,每 个 多 项 式 F(x) 和 Gi(z) 都 可 表示 为 系数 非 负 的 多 “| 机 


机 即 可 .对 多 项 式 F(x) = +- wu 二 0 取 


Q(z)= Fl(r)= rtlal,R(r)=1. 
其 次 ,如果 Rep 志 0, 则 对 多 项 式 
G(x)= (xr -B(x - B), 
令 Q(xr) = G(x)= x +2|ReB|lr+|l 81,R(r)=1; 


如 果 Re8 > 0, 则 不 妨 设 arg8 € (0, 下 ), 取 EN, 使 得 





项 式 的 商 


2"argh € (到 ,zj 
并 且 当 S = 0,1,…,n 一 1 时 ， 
2sargpE (0 0, 蔚 ) 


因为 arg(P ) = 2rarg8 (0<r<n), 
所 以 Re(B2 ) 委 0; 并 且 当 S = 0,1, -1 时 ,Re(p) > 0, 于 是 有 
G(x)=(r-B(r-B) 
_ (x -P(r -pF) 
(x+B)(r+B) 
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绊 洒 方 


_ (x1— PB)(xt— Pp’) 
(r+B(r+t+B(lri+t+p)(r + fp) 


-8 )(z -BpB) 
= (x +p (x +B" ) 
_ Q(z) 
~ R(x) 
其 中 QGz)=(z -FB )(r? - 2 
R(x) = (x+B(zr+Bi(r +p ‘+B ) 


是 系数 非 负 的 多 项 式 ， 是 因 必 所 有 罗 责 区 

(x i+ 7Y)(x + 7) 

=x /+ (2Rey)x +lr1l?,lEN,Rer >0. 
的 系数 都 是 非 负 的 . 
5，106 证明 :如 果实 系数 多 项 式 P(z) 对 所 有 xz E R 只 取 非 负 

的 值 , 则 它 可 表示 为 

P(z) = [QiCz) +……+[QCz)， 
其 中 Qi(z)，……Q,(z) 是 实 系数 多 项 式 . 

(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 对 非 零 多 项 式 P(xz) 的 非 实 根 的 个 数 mx 用 归纳 法 证 明 题 

中 的 结论 成 立 ( 如 果 P(x) 寺 0, 则 取 n = 1 与 Qi(z) 三 0). 设 产 = 0， 
并 且 多 项 式 P(z) 满足 题 中 条 件 , 则 它 的 根 都 是 实 的 ,而 且 重 数 都 是 个 
数 ( 如 果 P(x) = (x 一 a) 民 (zx),a ER, 并 有 目 /是 奇数 , 则 当 x > a 时 ， 
R(x) 宇 0, 当 xz< 芝 a 时, R(x) 声 0. 因此 a 外 多 项 民 R(z) 的 根 | 刻 盾 )， 
所 以 

P(x)= a(x -al)i(x — a2) 2 (x 一 au)24 
其 中 e>0aaz ,a € R,li,d, ,ls € 21, 
取 n=1, 且 令 

Q(x) 一 Va(x -a)li(r~a)l2.(r oa) ,NN Plzr)= 
(Qi(x))*, 现 在 设 结论 对 所 有 小 于 m 的 正 整数 成 立 , 下 面 证 明 它 对 六 
也 成 立 .事实 上 ,如 果 满足 题 中 条 件 的 多 项 式 P(z) 有 m 个 非 实数 根 ， 
则 它 可 表示 为 
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P(x) = (x*+2pr + gq)R(z), 
其 中 p? < gq, 也 即 对 所 有 x € R， 
r+2pr+gq= (r+p)+(g-p)>0. 
但 由 归纳 假设 ,多 项 式 R(x) 可 以 写成 
R(x) = (Q(x + + (Q(x)), 
其 中 Qi1(x),…, Q(x) 是 实 系数 多 项 式 , 于 是 
P(x)=((x+p) +e)((Q(r)) + + (Q(x))’). 


其 中 c = Vg -六 ,从 而 多 项 式 P(x) 可 表示 为 若干 个 实 系数 多 项 式 
的 平方 和 . 
5，107 证明 :对 任意 多 项 式 P(x) 关 x 和 任意 n € N, 多 项 式 


Q(x) = P(P(*P(XT)*))— x 
被 多 项 式 Qi(x) = P(x) 一 x 整除 . 
《罗马尼亚 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 对 nn € NN 用 归纳 法 .因为 多 项 式 Qi(z) 被 自身 整除 ,所 以 
当 n = 1 时 结论 成 立 .现在 设 已 经 证 明 恒 等 式 Q,(x) = R(x)Qi(x) 
对 某 个 nn 成立, 其 中 R, (xz) 是 多 项 式 , 则 有 
Qs (x) PLQ,(r)+ x]~- 7 
= P[R,(x)QI(z) + rx]-x 
= {PIR,(r): Q(xr)+xr} ~ P(r)+[P(z)- x) 


设 P(z) = > ou， 
风 Q(z) = > aa((R(z)Qi(z) + 7) — 4) + Q(z) 


三 vatRu(z)Qi(zr)Se(z) + Qi(z) 


三 Q(x) (I 十 2 aR (x) Sx)) 


大 一 
其 中 Si(z) = 2 (R,(7)QI(z) 
这 里 应 用 了 等 式 


: 上 一 J 
at—-H= (a b) > cj， 
j=0 
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并 取 a = R(x)QI(r)+ rx,b = 工 . 
这 就 证 明 ,结论 对 于 n + 1 成立. 
5.108 证 明 : 对 任意 n E N,a € R, 并 且 n 关 1,sina 关 0, 多 项 
式 P(z) = xsina 一 xsinna + sin(n ~- 1)a 被 多 项 式 Q(x) = x - 
2xcosa + 1 整除 . 
(罗马尼亚 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 】 记 x。 = cosa + iesina, 其 中 ee € 1-1,11, 则 多 项 式 Q(x) 
可 以 与 为 
QGCzr) = (x — cosa -isina)(x — cosa + isina) 
z = (x -XI) (rx -x1),) 
由 棣 英 佛 公式 ,有 
Xe.” 一 (cosea + isinea )” 
= cosena + isinéna 
= cosna + i¢sinna. 
因此 
P(xe) = (cosna + iesinna)sina — (cosa + iesina)sinna + 
sin(n 一 1)a 


= cosnasinag — cosasinna + sin(7 一 1)a 


ll 


sin(1 ~— n)a+ sin(n — 1l)a 

= 0. 
因此 由 裴 境 定理 ,多 项 式 P(x) 被 多 项 式 (z - xi),(z - x.1) 整除 ( 因 
为 sina 了 关 0, 所 以 x 一 x 与 x -x 不 相同 ), 从 而 被 它们 的 乘积 Q(x) 
整除 . 

5，109 二 次 三 项 式 f(x) = ax + bx +c 的 系数 全 部 为 正 , 且 有 
a+b+e= 1. 证 明 : 对 于 任何 满足 等 式 zi 二 1 的 正 数 ri，…， 
Xn ;不等式 f(T1)，… f(x,) 之 1 均 成 立 . 

(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[证 ] 我 们 先 来 证 明 : 对 任何 x,y > 0, 都 有 

xz) fy) (fv ry)). 
事实 上 ,如 果 记 Vxy = zx, 那么 我 们 有 
fxr): fly) — (f(z)) 


= a’(xry — 24)+ bp’(xy— xz)+ce (1 1)+ ab(x’y+ xy 一 
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223) + ac(r + yy -22z)+b(rt+y— 22) 


二 ab( Vriy-— Vry tal(lr-y?+&(Vr -vy) 
之 0. 

现 证 不 等 式 本 身 . 如 果 ?不 是 2 的 方 寡 , 那 么 可 以 在 数组 | zi， 
xz2，,"… ,Tn| 中 补 人 若干 个 1, 使 得 数组 中 数 的 数目 恰好 变 为 2 个 (zz 为 
目 然 数 ) ,这 时 ,数组 中 的 各 数 乘积 仍 保持 为 1, 且 因 f(1) = 1, 知 所 得 
的 结果 不 妨碍 其 一 般 性 . 故 为 方便 计 , 不 妨 设 nx = 2”, 于 是 由 上 所 证 ， 
知 

f(r) fx2) i flx,) 
之 (CCVzizz)) (frar)) ，… 


之 (f\ Vy 1X273.4)) ” 第 
(CAFCVxzizra rr, ))" 多 
= (f(D)” 


= 1. 

5 110 (1) 给 定 以 自然 数 为 系数 的 多 项 式 P(x), 并 用 a, 表示 
P42) 在 十 进 制 记 数 法 中 的 数字 和 . 证 明 : 存 在 一 个 数 , 它 在 数列 a,， 
aa 中 出 现 无 穷 多 次 . 

(2) 对 于 整 系数 多 项 式 P(z) ,证 明 同样 的 结论 . 

z (第 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[证 ] (1) 我 们 把 多 项 式 P(x) 的 所 有 系数 的 一 切 数字 之 和 记 作 
S ,并 取 no 是 使 10% 大 于 所 有 系数 的 正 整数 .那么 对 于 任意 ， 之 ?zi0 有 

Ql0" = 5S. 
于 是 命题 (1) 得 证 . 

(2) 令 多 项 式 Q(x) = P(x + q), 则 
Qtz) = Pol(x + qd)”+ P(x+a)" lt+.…+P, 
一 Po(x” 十 Clr"™ ld 十 十 Clrad"-! 十 ad") 

+t Pi + Chr ?d+ + 二 
qox” + qi(d)z" + + g(ad) 
其 中 gi (4) 是 4 的 多 项 式 ,k& = 0,1,…,n, 同 时 g(a) 的 次 数 为 , 首 
项 是 po Cra*( qo 就 等 于 po) ,显然 在 d 足够 大 时 ,每 -- qe(d) 的 符号 与 
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po 的 符号 相同 . 

把 (1) 的 结果 用 于 多 项 式 Q(x) = P(x + q), 其 中 4 为 充分 大 的 
自然 数 ,可 知 , 当 no = no(q) 足够 大 时 ,对 于 任意 之 no0, 数 Q(10”) 
= al0" + qd 的 所 有 数字 之 和 相同 ,于 是 命题 (2) 得 证 . 

5。111 给 定 复 系数 多 项 式 

f(z) = cor + cz 十 十 cn 
试 证 :存在 复数 zo, 适 合 | zo 1 有 1 f(z0) | 衬 | co 1+1 ce,1. 
(第 9 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1994 年 ) 

[证 ] 当 6c 关 0 时 ,构造 多 项 式 
co 
: cn 
由 代数 基本 定理 ,g(z) 有 nn 个 根 = ,z,,…,z, ,将 其 模 排 序 为 

| zi [| z2 {| > |. 
由 根 与 系数 关系 知 | zi1z，…z, |= 1, 故 1 zi1 | 过 1 月 


f(z1) = cozif + cl + e+ Cn-1XZ1 十 Cr 


g(z) = coz + cI ++ ci1z— Cn 














= g(z1) 十 |cn 十 Cn 
《0 

= TT +1)， 
Cn 








所 以 | f(z1) |=| co 1+le, |. 
当 c, = 0 时 ,构造 多 项 式 
&(z) = co + ci (++ eiz— co. 
由 代数 基本 定理 ,g(z) 有 个 根 zi,z,,…,z,, 按 模 排序 为 
| zj | 魏 | > | 委 … 委 | zz 4. 
由 根 与 系数 关系 知 | ziz2…z, 1= 1, 故 1 xil 委 1 且 
f(z1) = c0 双 二 cl + e+ Ca-izl 
= g(z1)+ co 
= co. 
所 以 | f(z1) |=|1 co l=) cottlce, |. 
5.112 已 知 非常 数 实数 列 ao ,al ,az… 满足 
Qi-1 十 Cifl 二 2a (i = 1,2,3,.…). 


求证 :对 于 任何 自然 数 %n， 


614 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





P(z)= ao0 (1 - zx)” + aCir(l - x)” +azCoze(L 一 
XT) + a tC x (1 — xr) + aCir’” 
是 x 的 一 次 多 项 式 ， 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 题 设 条 件 可 改写 为 
ai ~ a = a a (t= 1,2,…), 
这 说 明 [有 是 以 Ul un 为 公差 的 等 差 数 列 , 由 等 差 数列 
的 通 项 公式 ,得 a; = ao + i(as 一 ao) (i = 1,2,3,…), 那 么 
P(r) = aoCd(1— x)"+[ag+ (al— ao)]Clx(1 — x)"!+ 
[ao +2(a1 ~ ao) Cir (1— zx) ++ [aotn(a 
— a0) Cnr” | 
= ao[ Co (1 ~ zx)"+ Crnz(1 — zx)” 1l+ Cr (1 一 六) 
tt]+ (a -ao)[ Cr(l— x)” +2Cxx2(1 
— TX)* 十 十 Cn 


根据 二 项 式 定理 ,有 
CO( rx)" + Clr(l — x)"! + Cri(l — x)* ?24 + 
Cr” 


= [(1 -zx)+zj"=1. 
以 及 
Crr(l — x)” 十 2C8z2( ~ xr)" ?+ + nCnx” 
= nr[(l ~ x)” 1+ Cx xr)" 2 十 十 Am] 
= nrl(1— x)+xj"! 
= nr, 
从 而 P(x) = ao+(al ~ ao)nz. 

5.113 设 f(zx)= x”"+5zx”!+3, 其 中 是 一 个 大 于 1 的 整数 . 
求证 : f(z) 不 能 表示 为 两 个 多 项 式 的 乘积 ,其 中 每 一 个 多 项 式 都 具有 
整数 系数 而 且 它 们 的 次 数 都 不 低 于 一 次 . 

(第 34 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 ] 假设 f(xz) 可 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 之 积 

f(x) = g(x)*: h(xz) OD 


其 中 g(x)= x?+ ap-12p + + alxrt+ ao, 
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h(xz) = x 二 bo-1xr 1 二 十 Dx+ 00， 
且 4, = 1,6 = 1,p,g,a0,Q1" ,ap-1 b0,01," bi EZ. 
首先 证 明 p 和 gq 均 不 小 于 2. 若 不 然 ,不 妨 设 p=1, 有 f(x)= (zx 
+ ao)h(z), 由 aopo=3, 有 ao=+1 或 二 3, 即 f(x) 有 根 土 1 或 +3. 
但 
f(1) = 9， 
f(-1)=(-1)"*+5(-1)"”!+3 
= (—-1)”!.4+3 关 0， 
f(3)= 32+S.3"1+3 尖 0， 
-3)=(-3)2 +5S(-3)” 1!+3 
= (-3)” .2+3 尖 0. 
所 以 , 1, 土 3 不 会 是 F(z) 的 根 , 即 p,qg 均 不 小 于 2. 

设 2 委 2 迄 g 委 0-2. 由 aopo = 3, 不 妨 设 ao = 3,b0 = 1. 设 al， 
…ap-1y ap 中 不 能 被 3 整除 的 系数 中 下 标 最 小 的 为 几 . 有 有 & 委 p, 生 
31al;31a， 31a 1 3 十 ax. (2 

考察 @ 两 边 x* 的 系数 ,有 

0 = awbo t+ ap_-101 + “°° + aoh, 
即 ak 三 一 (ak_-1pl 十 … + aobi). 
由 四 即 得 31 ,了 矛盾. 

所 以 f(z) 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

5. 114 P(x) 是 非常 数 的 整 系数 多 项 式 ,n(P) 为 能 使 [P(k)] 
= 1 成立 的 整数 & 的 个 数 . 试 证 : 

n(P)— deg(P) 委 2， 
其 中 deg(P) 是 多 项 式 P(z) 的 次 数 . 
(第 16 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[证 ] 车 [P(k)]* = 1, 则 P(k) =+1. 

设 P(z) 一 1 有 m 个 整数 根 &i,、…,&,,, 则 P(x) 一 1 能 被 (x 一 1)…(xz 
一 上.) 整除， 
故 m < deg( P). 
设 P(z)-1= (x~ ki)(r -kb)Q(z), 
其 中 Q(z) 为 整 系数 多 项 式 ， 
则 P(x)+1= (zx~ ki)(r- k,)Q(r)+2. 
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若 m 之 4, 则 因 4 个 互 不 相同 的 非 等 整数 之 积 的 绝对 值 大 于 2, 故 P(k) 
+ 1 对 任意 整数 不 为 0, 若 m = 3, 同样 的 道理 至 多 只 有 1 个 使 
P(xz)+1 = 0. 对 P(x)+1 的 整数 根 个 数 mx 有 完全 类 似 的 结论 : 乔 
m 宇 4,; 则 m= 0, 若 芭 = 3, 则 mx = 1 总 之 ,m 和 m 至少 有 一 个 不 
大 于 2, 因而 
n(P)=m+m 2+ deg(P), 

于 是 得 nn(P) - deg(P) 委 2. 

5，115 ” 设 a,b,c, 是 三 个 不 同 的 整数 . P(x) 是 一 个 整 系数 多 项 
式 , 试 证 : P(a) = b,P(5) = c,P(c) = a 不 可 能 同时 成 立 . 

(第 3 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 因为 P 是 整 系数 多 项 式 ,日 a,b,c 是 不 同 的 整数 , 若 设 


P(x)= aot alr t+ + arr”, 第 
则 Pla) 一 P(b) = all(a ~- 6)+a(a -6b)+:…+a,(a"— b") 多 
= (a ~ b)Q(a, 0). 
其 中 Q(a,5b) 是 一 个 整数 ,于 是 
De- PD) (0¢,o). 
a—b 
同 理 。 一 =- Q(bc)， 
Pe A = Q(c,a). 


其 中 Q(5,c) 和 Q(c,a) 都 是 整数 . 若 P(a) = 4b;P(b) = c,P(c) = 
a, 则 z 
(8 -6c)= (a ~ 68)Q(a,b), 
(c-a)= (b~-c)Q(b,c), 
(a—-b)= (c~a)Ql(e,a). 
因此 有 Q(a,6): Q(b,c):. Q(c,a)= 1, 
所 以 | Q(a,8) 1=1 Q(6,c) 1=1 Q(ec,a)1=1, 
最 后 得 到 la-~-pl=l8-cl=lc-al. 这 是 不 可 能 的 ,因为 它 
与 a,b,c 是 不 同 的 整数 相 矛 盾 . 
根据 同样 的 论证 ,还 可 以 得 到 更 一 般 的 结果 : 
车 a;(i = 1,2,…,2) 是 不 同 的 整数 , 则 不 可 能 有 
Pla) = a (i= 1,2,,n), 而 a,r) = al. 
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5。116 把 多 项 式 z4+ z+ x + 工 二 1 表示 为 两 个 次 数 不 同 的 

实 系数 多 项 式 的 平方 差 的 形式 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1955 年 ) 

[ 解 ] 如 果 和 多项式 W(x) = x 二 x ”+ x +X+ 1 表示 成 U(x) 
-~ V2(x), 其 中 U(x) 和 V(x) 是 两 个 次 数 不 同 的 多 项 式 .那么 多 项 式 
U(x) 必须 是 二 次 , 而 多 项 式 V(x) 是 一 次 或 零 次 . 因此 , 多 项 式 
V“ (xz) 不 含 高 于 2 次 的 项 ,由 此 可 知 多 项 式 L2(z) 和 W(x) 的 最 高 次 
项 和 次 高 次 项 应 当 相同 , 从 而 (x) 有 x+ x +… 的 形式 .于 是 


U(xz) 可 表示 为 U(x) = z2+ 本 x+ 4. 从 而 
“ 2 
V2(z) 三 U2(z) 一 W(xz) 二 (x 十 EE 十 a ) 一 (x 十 XTX 了 十 x 十 净 
+1) 
一 (2 eta- Drtal 
因为 24 - = 0 与 a -1 = 0 不 可 能 同时 成 立 ,所 以 由 得 到 的 V2(x) 


的 表达 式 知 V(z) 不 可 能 是 零 次 的 .因此 V(x) 应 是 一 次 多 项 式 .这 表 
明 V*(x) 是 首 项 系数 为 正 , 且 判别 式 为 零 的 二 次 三 项 式 , 即 有 


3 
24 一 本 >0,(a -2-4(2a- 半 jw2-D = 0. 


第 二 个 条 件 可 化 简 为 
(a ~1)(4a*+2a~1)=0, 


解 之 得 a = 1,4 = 十 (- 1+ AS). 其 中 只 有 a = 1 适合 条 件 
24 -也 > 0. 
于 是 , 原 多 项 式 可 以 表示 为 
2 
T+r +xi+rx+1l= (zi trl 一 (v5x)， 
且 表 示 法 是 惟一 的 . 
5。 117 试 证 :五 次 多 项 式 


P(r)= x ~3rt+6r -3r+9r-6 
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不 能 表示 成 两 个 次 数 低 于 5 的 整 系数 多 项 式 之 积 的 形式 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 首先 注意 到 ,如 果 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 能 表示 成 两 个 整 
系数 多 项 式 之 积 的 形式 ,那么 可 以 认为 这 两 个 多 项 式 的 首 项 系数 都 是 
1. 
事实 上 ,如 果 乘 积 等 于 原 多 项 式 的 那 两 个 多 项 式 的 首 项 是 aox* 和 
zz ,那么 ,或 者 co = bo = 1， 或 者 ao = bo = 一 1, 对 后 一 种 情形 ,只 需 
”将 这 两 个 多 项 式 都 变 号 , 即 可 化 成 前 一 种 情况 . 
根据 上 述 事实 ,我们 只 需 证 明 : 多项式 P(x) 既 不 能 表示 成 (z + 
a ) Q(x), 也 不 能 表示 成 (x* + alrt + az)(x? + bir + br+ 63) ,这 里 
Q(z) 是 首 项 系数 为 1 的 整 系 数 四 次 多 项 式 ，,a | ; 023b1s Bb2, D3 是 整 
数 . 
若 x” 一 3x4+6x3 一 3x*+9x-6= (x+a)Q(r), (全 
人 念 了 = 一 a， 得 
-a 3a4-6a3 3a -9a-6=0. 
这 个 等 式 是 不 可 能 成 立 的 因 竺 a 是 3 的 倍数 ,由 于 上 式 左 端 不 能 被 9 
整除 ,因而 它 不 能 是 零 ; 若 < 不 是 3 的 倍数 ,那么 上 式 左 端 也 不 能 被 3 整 
除 ,所 以 也 不 能 是 零 . 于是, 原 多 项 式 不 能 表示 成 @ 中 两 个 多 项 式 的 乘 
积 形式 . 
若 x ?一 3xi+6xr3 -3x*+9x-6= (zxi+alrt as) (x + bix? 
+ bx + b;). @) 
比较 上 式 两 端 x 的 同 次 器 的 系数 ,得 : 
a2b3 二 一 0， 
aibs + ab> 二 9， 
alp2 + a2b1 + b3 =— 3, 
gab +t a + b; = 6, 
a1 + b> =— 3. 
由 等 式 3 可 知 ,as,b3 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 能 被 3 整除 . 
大 3 整除 a,, 但 不 能 整除 53 ,那么 从 等 式 @ 推 知 ,3 整除 ci ,又 由 
@) 式 推 知 3 整除 53 ,于 是 导出 矛盾 . 
各 3 不 能 整除 a; ,但 能 整除 5;, 那 么 由 等 式 @ 知 3 能 整除 5,. 于 是 


QOOOO 
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bp 


二 由 入 





给 a 


由 等 式 加 知 3 能 整除 51, 由 此 根据 等 式 @ 知 3 能 整除 a2. 这 又 导出 蔬 


盾 


故 , 多 项 式 P(z) 也 不 能 表示 成 @ 中 两 个 多 项 式 乘 积 的 形式 . 
本 题 至 此 完全 得 证 . 
5.118 设 r 是 自然 数 . 试 证 二 次 三 项 式 x“- rz -1 不 可 能 是 任 
何 系数 绝对 值 小 于 r 的 整 系数 多 项 式 ”p(xz) 关 0 的 因子 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 设 多 项 式 
p(X) = aot arrt + a 
的 系数 是 绝对 值 小 于 ~ 的 整数 ,a, 关 0, 并 设 它 能 被 多 项 式 f(x) = zx? 
-rr 一 1 整除 .那么 
p= fh. () 
根据 多 项 式 除法 ,多 项 式 有 (x) = 60+ 01x +… + 5,_2x”“ 的 系数 也 是 
整数 .比较 ) 式 两 端 同 次 办 的 系数 ,得 


ag = ~ bo, (Oo 

al=— 6b1— roo, Ol 

a2 = bi— rort+ bo, © 

中 二 一 天 一) it bs (k= 2,3,.,7n — 2) OO, 

dn-2 二 一 六 -2 /3 十 Dn-4, (OD,_2 

dn—l] 一 一 rb 2 十 b, 3， OI 

Cn 一 b, -2. ©, 

由 OO, 式 知 Ob,_2 天 0. 由 OO, 1 式 知 O33 天 0, 且 D > ， D，3 同 号 ， 

因 硅 不 然 ,j as-11=1 一 rs2+ br 31= 1 一 ros21+1b,31| 宇 rr| 6b, ,| 


宇 .这 与 1 a,-1 | 万 的 假设 子 盾 .类 似 地 ,由 等 式 侣 ,_, 知 6,_4 关 0， 
而 且 系 数 56,-;3,6,-4 同 号 . 因 若 不 然 , 系 数 a,_, 的 绝对 值 适 合 不 等 式 
{a2 f= {62 ~ ro 3t 04 |=1— 6 2 [+1 ro 3 [+| 6,4 | 
宇 r1b31 宇 7, 与 1 4a,.2 | 之 r 的 假设 政 盾 . 

一 般 地 ,大 对 于 某 个 有 = 2,3,…,n 2, 系数 b,,b.| 同 号 ,那么 
A -2 天 0, 且 系数 bi_1,6b4-2 也 同 号 . 因 若 不 然 , 由 名; 式 知 | a {= 
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| 一 中 | 二 | 一 rp 1 | 十 | b> | 之 ,这 与 p(x) 的 系数 绝对 值 小 于 r 的 假 


定 巴 盾 . 
应 用 归纳 法 可 证 明 b, 2 bn 3 ,DO , Oo 不 为 零 , 且 同 号 .但 由 等 式 
OO 得 | al 上 三 | 一 bi 一 roo |=| bi 1 十 | rpo | 之 r, 与 假设 了 矛盾. 


所 得 到 的 矛盾 说 明 具 有 整 系数 | wk | 之 + 的 多 项 式 p(x) 不 存在 . 
5.119 设 F(z),g(z) 是 整 系数 多 项 式 . 试 证 知 对 任何 整数 ，， 
fln) 整除 g(n), 那 么 g(x) = f(x)h(zx), 这 里 h(x) 是 多 项 式 .并 举 
例 说 明 ,h(x) 不 一 定 是 整 系数 多 项 式 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 首先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 :车 f(x) 和 g(x) 是 次 数 相 同 的 整 系 数 多 项 式 , 且 对 任何 自 
然 数 n, f(n) 整除 g(xn), 那 么 存在 整数 cc, 使 g(x) = cf(x). 
事实 上 ,依据 引 理 的 条 件 ,对 每 个 自然 数 n ,存在 整数 a, ,使 g(n) 
= az2). 设 
f(x) = bot+ br ++ b, 17 + bY, 
g(xX)= cot+ cixt t+ cx ! + cx", 
其 中 5b, 关 0,c, 关 0. 于 是 


nn n” ni 


由 此 得 。 lim 丰 呈 = .类似 地 可 证 【im 人 型 = 6c. 故 由 等 式 
1 nm 


天 


g(7) fln) 


一 Un 








得 知 序 列 ia,| 当 nn 一 oo 时 的 极限 为 c /5,. 

序列 ia, | 的 各 项 为 整数 .对 于 整数 列 , 当 且 仪 当 从 某 项 起 它 的 各 
项 缘 为 同一 常数 时 才 有 极限 . 

因此 ,存在 月 然 数 六 ,使 对 一 切 > N,a, = c. 于 是 对 于 一 切 ”> 
N,g(n) = cf(n). 这 表明 任何 大 于 NN 的 自然 数 都 是 多 项 式 g(x) - 
cf(n) 的 根 . 但 任何 不 恒 为 零 的 多 项 式 只 有 有 限 个 根 , 因此 g(x) - 
cf(x) 尘 0 或 g(x) = cf(x). 引 理 证 毕 . 

依据 引 理 , 若 f(x) 与 g(x) 的 次 数 相等 , 则 g(x) = cf(x), 这 时 
取 h(x) = c 即 可 . 
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A 


二 由 





Nan 


若 g 的 次 数 大 于 了 的 次 数 , 据 代 余 除 法 , 存在 多 项 式 h(x) 和 
r(x), 使 
g(x) = h(r)f(r) + r(r), OD 
其 中 r(x) 的 次 数 小 于 了 (zx) 的 次 数 , 且 h(x) 及 r(x) 的 系数 皆 为 有 理 
数 . 设 a 是 h(x) 及 r(x) 系数 的 最 小 公分 母 ,那么 及 = ah,R = ar 的 
系数 都 是 整 系数 .用 a 乘 四 式 两 端 得 ” 
ag(x) = H(x)f(x) + R(x), © 
因此 ,ag(x) 也 是 整 系数 多 项 式 . 
显然 ,对 一 切 n, f(x) 整除 ag(2) .由 人 @@O 式 知 ， Gn = 12 … 时 ， 
数 了 (nn) 整除 RR(n) = ag(n) 一 日 (24)f(n). 因 R(x) 的 次 数 等 于 (x) 
的 次 数 , 所 以 小 于 f(z) 的 次 数 ,因此 多 项 式 R(x) = a(r(x)) 二 0, 邦 
由 中 得 
B(x) = 大 (7r)FCz). 
现 举例 说 明 (x) 的 系数 不 一 定 是 整数 . 设 f(x) = 2,g(zr) = x? 
+ ,对 任何 整数 n,n 与 n+ 1 中 有 一 个 为 偶数 ,所 以 g(n)= n(n+1) 
是 偶数 . 因此 , 对 一 切 7 = 1,2,… 时 , f(n) 整除 g(n). 但 h(x) = 


S22 二 Te 十 2 没有 整 系数 . 


5 。120 整 系数 多 项 式 P(x) = > Your 的 权 x(P) 定义 为 它 的 


奇 系 数 的 个 数 . 试 证 : 对 任 - 有 限 序列 0 之 i < lili2、 
;, ,都 是 整数 : 
zol + + + TXT)2+t + (+ rx) w+ xr)il. 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 首先 注意 在 / = 22” 时， 
‘(1+ x) =1+xit+ (系数 为 偶数 的 项 ) 
因此 在 P(x) 的 次 数 < 1 时， 
wlP(1+ x)'] = 2w(P). Q) 
对 i, 施行 归纳 ,i, = 1 结论 显然 , 设 在 i, < 2” 时 命题 成 立 . 现 证 
当 i 之 2” 时 命题 仍 成 立 .不 失 一 般 性 , 设 2” 过 i < 2”+!. 如 果实 
2” ,那么 


wll+ r+ (+ rx)2+ + (1 + x)n] 
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= zi 人 LE+Z) [(l +x) + + (1+ 7r)» /| 


= 2w[(1 + x) t+ (t+ rh (利用 中 ) 
之 2w{ (1 + zx) "| (归纳 假设 ) 
= w[(1 + rx)1] (利用 中) 


如 果 i 之 2” ,那么 
(41+ r+ (+r)2+ + (+ x) 
= ao+ arrti + ar t+ (1+ 7r) (bo+ bxr+ + bix 1!) 
= agtart +ar + bot oIxr+ + br !t+ ri (bo 
+ O01X + … 十 birx 1!) + (偶数 系数 的 项 ). 
土 式 中 , 如 果菜 个 系数 a 与 5; 同 为 奇数 , 则 有 一 个 奇 系数 的 项 


bx “补偿 ”损失 掉 的 奇 系数 项 asx' ,因此 仍 有 第 
wh (1+ rt) ww [ll + x 1]. 多 五 
5 . 121 ”用 以 下 规则 归纳 得 到 多 项 式 的 集合 S， 


(1) x € S; 

(2) 阁 f(x)ES, 则 xf(x)E€E S,r+(l1-xr)f(r)€Es. 
证 明 ;S 中 任意 两 个 不 同 的 多 项 式 , 它 们 的 图 像 在 0 < x < 1 中 都 不 相 
交 . 

(第 16 届 美国 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] 我 们 首先 证 明 , 当 0 < x < 1 时 ,对 任意 的 f(x) E S, 总 有 

.0< f(r)<1. 

事实 上 , 当 f(x) 为 一 次 多 项 式 时 ,由 题 设 可 知 f(x) = x. 因此， 
当 0 < x < 1 时 ,满足 不 等 式 0 < f(z) 之 1. 

假设 当 f(x) 为 次 多 项 式 时 ,只 要 0 < z< 1, 就 有 0< f(x) < 
1. 

当 f(x) 是 + 1 次 多 项 式 时 ,由 题 设 条 件 可 知 ,存在 次 多 项 式 
g(x) 世 S$, 使 

f(xX)= xg(x) 或 f(x)= x+(1- zr)g(xr). 

由 归纳 假设 , 当 0 < x < 1 时 ,有 0< g(z)<1. 因 此 , 当 0< < 工时 ， 
我 们 有 
0< rg(r)<r<l, 
OO<rrt(lli~-r)g(r)<rt+(1-xr)=1. 
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9 二 次 


也 就 是 说 ,对 于 有 + 工 次 多 项 式 FLz)ES, 当 0<z<1 时 , 必 有 0< 
f(x)<1. 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 S 中 任意 多 项 式 f(x), 当 0 < 之 < 上 时 ， 

都 有 0< FAz) < 1. 

下 面 我 们 证 明 ,S 中 没有 两 个 不 同 的 多 项 式 , 它 们 在 0< x+<1 上 

的 图 像 相 交 . 

事实 上 , 当 f(x) 为 一 次 多 项 式 时 , f(x) = x, 它 的 图 像 显然 不 可 

能 相交 . 

假设 对 任意 两 个 次 数 不 大 于 的 不 同 的 多 项 式 fi(x) 和 f(x)， 
它们 的 图 像 在 0 < z < 1 上 都 不 相交 . 
那么 对 任意 两 个 次 数 不 大 于 有 + 1 的 不 同 的 多 项 式 g(x) 和 

g2(X), 其 中 g(x) 和 g(x) 可 以 表示 成 
rfi(r),r t+ (1 -zx)fi(z), 
Xf2(X7) 或 x+ (1 x)fo(x). 

由 于 0< fi(x) < 1,0< (x) << 1, 因此 对 任意 的 x € (0,1) 都 有 
Th(r <r<rt(l- zr)flr), 
rf)<r<rt(l- zr)fi(r), 
rfi(x) A rf(r), 

Xt+(1i- rfi(r)¥rt (1- rf(lzr), 
Tfi(r) < rt (1 7x)fi(zx), 
rfA(rx) < r+(l- rx)f (rx). 

这 说 明 g(x) 和 g(x) 在 0 < x < 1 上 的 图 像 不 相交 . 

根据 数学 归纳 原理 ,S 中 任意 两 个 不 同 的 多 项 式 , 它 们 的 图 像 在 0 < x 

< 1 上 都 不 相交 . 

5. 122 已 知 P(z)= 名 二 cl 十 CR 二 二 

是 复 变 量 > 的 实 系数 多 项 式 , 日 | P(i) 1< 1. 求 证 存在 实数 ,5 ,使 得 

Pa+E)=0, 且 (e+ 扩 +T1<402 二 1 
(第 18 届 美国 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 显然 ,给 定 多 项 式 在 复数 范围 内 及 个 根 (一 个 上 重 根 按 

个 根 计算 ), 并 且 虚 根 成 对 出 现 . 

设 a(j = 1,2,…,m) 是 P(xz) 的 所 有 实 根 ,B 和 BB&(k = 1,2,…， 
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s) 是 P(z) 的 所 有 共 斩 虚 根 . 则 
P(z) = (zaz-a) (zan) [(z— Bi)(z - BI)] 
‘[(z— Bo)(z -Ba)l. [Cz B)(z— 8B)]. 
由 1 P(i) 1< 1, 得 
ioldicelee iianll(i-B)(i-B)lI:| 
(i— BG-B)l: el (i- BGC-B)I<L. 
由 于 li-al= Vl+ay 宇 1 和 ‘, 1.)， 
因此 必 存 在 (1 二 上 s), 使 
| (i—- BO(i- RB)I<L1. 
设 有 = a+t #65i, 则 
|-a+(l-6)il:|I-a+(l+6b)il<1, 
即 Va2+(1-8) va2+(1+p) <1， 
(ar+b -2b+1)(ar+b*+2b+1)<1, 
(a + b+1) -40 <1. 
于 是 有 (a2?+b+1)Y<1+46 ,8 Pla+ 6i) = 0. 
5.123 设 P(x)= axr+ar +'"+alr+ao, 
和 q(x) = br + bx” + + brt+obo 
是 两 个 整 系数 多 项 式 . 已 知 乘积 p(x). g(x) 的 所 有 系数 都 是 偶数 ,但 
不 全 是 4 的 倍数 .证 明 : p(x) 和 g(x) 之 一 的 全 部 系数 都 是 偶数 ,而 男 
一 个 的 系数 中 至 少 有 一 个 是 奇数 . 
(第 9 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 显然 ,p(z) 和 g(x) 的 所 有 系数 不 可 能 都 是 偶数 .因为 不 
然 的 话 , 冬 积 p(x). g(x) 的 所 有 系数 都 是 4 的 倍数 ,与 已 知 条 件 予 盾 . 
现在 我 们 来 证 明 , p(x) 和 q(x) 两 者 不 可 能 都 至 少 有 一 个 奇 系 
数 .因为 不 然 的 话 ,我 们 可 以 假定 a; 是 奇数 ,而 ceiyatr，……a 全 是 
偶数 ,并 且 假 定 是 奇数 ,而 52 ,bs 全 是 偶数 .这 样 的 话 , 乘 
积 p(x)， g(x) 中 的 x*'' 的 系数 
ai + ak -1 + apr2b12 + + ap1041 + ap-2b1t2 +… 是 一 个 
奇数 (奇数 aib 与 若干 个 偶数 之 和 ) ,此 与 已 知 条 件 矛 盾 . 
综 上 所 述 ,可 以 断定 ,p(x) 和 q(x) 之 一 的 全 部 系数 都 是 偶数 ,并 
目 另 一 个 的 系数 中 至 少 有 一 个 是 奇数 . 
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5. 124 设 P(xz,y) 是 变量 xz 和 y 的 多 项 式 , 并 且 对 任意 的 r,y， 
都 有 P(zr,y) = Pl(y,x)( 例 如 ,多 项 式 x* 一 2xy + y 满足 这 个 条 件 ). 
已 知 zx -yy 是 P(x,y) 的 因 式 ,证 明 :(z - y)* 是 P(x,y) 的 因 式 . 

(第 8 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 因为 x - y 是 P(x,y) 的 因 式 ,所 以 可 以 设 


P(x,y) = (x ~ y): Q(r,y), Q) 
其 中 Q(x,y) 是 变量 x 和 y 的 多 项 式 .于 是 可 得 

Ply,7x) = (y~ x). Qly,7), (© 
由 中 .@ 和 已 知 条 件 得 

(zyQzy)= (y ~ xr) Q(y,7), 
从 而 有 Q(x,y) + Q(y,7r) = 0. 3) 


在 合式 中 , 令 y = x, 得 Q(r,x) = 0. 
这 就 是 说 ,多 项 式 Q(x ,y) 有 因 式 x -~ y. 于 是 多 项 式 P(x,y) 就 有 因 
式 (z - y)*. 

5 125 ”给 定 多 项 式 

FGz)=ao+at+a +…+a 其 中 0 雪 a 云 C0， 

i 一 1,2,…,n. 

设 60,01,52,… ,02n 是 多 项 式 

{f(zr)}* 二 (ao 十 Qtiy 十 a27” 十 …， 十 QZ) 


= bot bix + bx + + bye”” 
的 系数 .证 明 六 + 委 7[LADY, 
《第 6 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 


[证] 易 知 
bntl = atan 十 G20h 1 十 十 QQl 中 
又 由 0 志 a; 志 a0,i = 1,2,…,7 得 
b+! SE alag + aza0 t+ .+ arao © 
中 + 名 得 


2bt1 SS alao + ao + a(ao + an-1) + "+ an(ao + al) 
aaot art+a) t+ aaot art + ar) + 
十 an(ao 十 CH 十 … 十 C，) 
= (aot art+ta)(art ast++a,) 
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Satart+a) 
= | 


7 


61 所 [ADP 


5 .126 起 证 :任何 实 系数 多 项 式 均 可 以 表示 成 两 个 单调 递增 的 
多 项 式 之 差 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 用 数学 归纳 法 ,对 多 项 式 的 次 数 进行 归纳 . 
如 果 多 项 式 f 恒 等 于 某 个 常数 c ,那么 
f(x)= (x+c)-x, 
其 中 多 项 式 x + c 和 x 都 是 单调 递增 的 . 
设 f(x) 的 次 数 大 于 0, 并 且 任 何 次 数 比 它 低 的 多 项 式 都 可 表示 成 
两 个 单调 递增 的 多 项 式 之 差 的 形式 . 
如 果 多 项 式 f(x) 的 次 数 是 偶数 2 ,那么 
f(r) = az 十 g(z)， 4a 尖 0 Q) 
这 里 多 项 式 g(x) 是 零 多 项 式 或 次 数 小 于 27 的 多 项 式 . 由 牛顿 二 项 式 
定理 得 


St Ye 
本 Ei 流 





1l 
7 T[(z 十 a )*"+1 2"t1] 一 人 六 2 十 h(xr) GD) 


这 里 h(x) 是 次 数 低 于 2 的 多 项 式 ,多 项 式 (x + aa) 和 22+1 单 调 
递增 .由 归纳 假设 ,存在 单调 递增 多 项 式 Fi(x) 和 G1(x) 适合 





gz) h(x) = F(x)— G(x). 3) 
令 F(x) = PI(r) + i l itzt+a) ”， 
、_ 2n+1] 
G(r) = G(x)+ 3 iT . 


则 f(x)= ar’”+ g(x) 








1 . 

= 7 + iL(x + a) "tl rtl] — h(x)+ g(x) 

= i a) _ : 1 2n+l 十 Fi(r)-— 
21 十 1 21 十 | ! 
G(x) 

= F(x) — G(x). 
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因为 F(x) 和 G(x) 都 是 两 个 单调 递增 多 项 式 的 和 ,所 以 F(x) 和 
G(x) 都 是 单调 递增 的 多 项 式 . 
各 多 项 式 f(x) 的 次 数 是 奇数 2 一 1, 那么 
f(r) = azr2 !l+ g(r). : (1 
其 中 g(x) 是 零 多 项 式 或 次 数 低 于 2n - 1 的 多 项 式 . 
由 归纳 假设 ,存在 单调 递增 多 项 式 F(x+) 和 Gi(Cz) 适合 


g(x) = Fi(x)— Gi(zx) (3 
将 a 表示 成 两 个 正 数 之 差 : 

a=b—ec (b> 0,c > 0), 
于 是 ar” = br2 ll cer!, ©) 
这 里 &zx“”! 和 cxr*" 1! 都 是 单调 递增 的 多 项 式 . 
令 F(x) = Fi(x) + br"!, 


G(x) = G(x)+ cr 1 
则 f(x) = F(x) ~ G(x). 
显然 F(z) 和 G(x) 是 两 个 单调 递增 的 多 项 式 ， 
由 数学 归纳 原理 知 , 原 命题 成 立 . z 
5. 127 设 p(x) 是 一 个 有 理 系数 的 三 次 多 项 式 , 邻 gq|,g;,g3,… 
是 一 个 有 理 数 序列 ,满足 
qx = p(qrn+1) (nn 为 正 整 数 ) 
证 明 : 存 在 整数 & 衬 1, 对 一 切 n 宇 1， 
dntk 一 Gn: 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 


[证 ] 因为 2 
所 以 , 必 有 一 个 整数 M >1 gl 1, 使 得 对 一 切 | x | 宇 M， 


一 co 1 一 oo)， 





1 p(x) 1 之 1 
由 数学 归纳 法 可 知 , 对 一 切 ”, 都 有 
| g, !< AT. 
(因为 , 奋 有 某 个 1 at | 宇 M, 则 
| op I>1 gr! {2 M). 
设 qt= 一 及 
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p(x) = (az + br + cx + d)/e. 
这 里 ,a ,b,c,d,e,r,s 都 是 整数 . 
邻 m = sa( 关 0), 我 们 来 证 明 yg, 对 每 一 个 n 都 是 整数 . 
n 二 1, 显然 ， 
若 ”mas 是 整数 , 则 由 
gk = Pp(qer1), 
得 出 MoE+l 是 多 项 式 


Ep) 
= x + (sb)r + (sac)r+[(sia’d)— (s* ae) (mg,) | 


的 零点 . 
这 个 多 项 式 是 一 个 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 . 由 多 项 式 的 有 


理 根 定理 知 , mg,1 是 整数 . 于 是 a 均 为 一 的 倍数 . 但 二 只 有 2M 


i mn 1 一 1 个 倍数 的 绝对 值 小 于 M, 所 以 ,序列 
dl1yd2， 943， 
中 不 同 的 值 少 于 ; = 2M | mm 1 个 ,于 是 ,对 于 每 一 个 了 三 1, 在 集合 
二 二 2 
中 , 必 有 两 个 元 素 mi 和 mm; + 太 (1 委 访 委 六 ,使 
Qo 一 Qnmitk- 
因而 ,存在 之 1, 对 于 无 穷 个 有 
k; = k. 
即 ,对 无 穷 个 ,有 gw = gw 

任 给 对 他 1 取 产 >>7 使 oo 一 qi 
对 上 式 两 边 实行 m ~ n 次 P 的 变换 ,得 

dn 一 dntk. 

5 128 如 采 两 个 首 项 系数 为 1 的 变量 x 的 多 项 式 P(z) 和 
Q(x) 使 得 多 项 式 P(Q(x)) 和 Q(P(x)) 恒 等 ,那么 我 们 就 称 P,QQ 是 
可 交换 的 . 

(1) 对 于 每 一 个 数 a , 求 与 多 项 式 P(x) = x* 一 a 可 交换 的 不 超 
过 3 次 的 多 项 式 . 

(2) 设 P 为 2 次 多 项 式 ,k 为 自然数 .证 明 : 至 多 存在 一 个 与 P 可 交 


2 
包 瞩 流 
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让 


换 的 妆 次 多 项 式 . 

(3) 求 与 所 给 的 2 次 多 项 式 己 可 交换 的 4 次 及 8 次 的 所 有 多 项 式 . 

(4) 多 项 式 尺 .Q 与 同一 个 2 次 多项式 王 可 交换 ,证 明 它 们 也 可 交 
换 . 

(5) 证 明 : 存 在 多 项 式 的 无 穷 国 数列 忆 , Pi 严 ,，… 其 中 Pi 为 
次 多 项 式 ,使 在 这 个 函数 列 中 任何 两 个 多 项 式 都 可 交换 ,而且 多 项 式 
P， 有 形式 P;(z) = x -2. 

(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] (1) 设 Q(xr)=x+5 与 P(x) = zx-w 可 交换 ， 


则 P(QI(X)) = QI(P(x)), 
即 (z+6) -a= (zx -a)+b, 
Xx*+2br+b ~a= x -a+i+b, 
于 是 ,我 们 有 
20 = 0， 
b*—-a=-a+b. 


解 得 6 = 0,a 为 任意 实数 . 
因此 , 当 a 为 任意 实数 时 , Qi(z) = x 与 P(x) 可 交换 . 
设 Q(z)= x +brt+c 与 P(x) = zx--a 可 交换 ， 
则 P(Q23(7x)) = QP(x)), 
即 (x +hrtce) -aa=(zz-a)+oz -al)+c， 
ri+20x3 + (60+2c)r +2bcr+e -a 
一 rz +(b-2a)r ta -abte. 
于 是 ,我 们 有 
b=0, 
b*+2c=6- 20, 
2pc = 0,， 
c—-a=a -abte. 
解 得 2 =0,c=-aya 为 任意 实数 . 
因此 , 当 a 为 任意 实数 时 , Q,(x) = x? 一 a 与 P(x) 可 交换 . 
设 Qi3(rz)= x + br +cr+d 与 P(x) 可 交换 , 则 
P(Q3(7)) = Qi(P(z))， 
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即 (za+pr+czr+d) -a 


= (zz-a)3+pbz-a)+c(z 一 a)+d， YQ) 
于 是 ,我 们 对 照 @ 式 两 端 x 的 系数 ,得 
b=0. 
并 将 QW 式 化 为 
(z+crt+ad) -a= (x -a)+c(x -a)+d. (©) 
再 对 照 @ 式 两 端 x 的 系数 ,得 
d = 0， 
并 将 @ 式 化 为 
(x3+ cr) -a= (rr -a)d+t+c(r —a). (3) 
如 果 a = 0, 那 么 由 四 式 得 


(2 十 cz) 二 x° 十 cx”, 


对 照 上 式 两 端 z 的 系数 ,得 c = 0. 
因此 , 当 a =0 时 ,Qi(z) = x 与 P(x) = x 可 交换 . 
如 果 a 关 0, 那 么 由 避 式 得 
2c =— 3a, 
| = 3a* + c， 

—a=~-a— ac. 
由 加 得 c=1-o”. 
代入 @, 整 理 得 2o: -3ac--2=0， 


所 以 Ql 一 一 ， a2 三 2. 


OOOO 


代入 加 得 cl = 
但 a1,ci 的 值 不 适合 @ 式 , 故 舍 去 .而 a;,c2 的 值 适 合 @@ 式 ,因此 , 当 
a = 2 时 ,Q3(x)= x? 一 37x 与 P(x) = x? 一 2 可 交换 . 

综 上 所 述 , 当 a 为 任意 实数 时 ,Qi(z) = zx 和 Q(x) = P(z) 与 
P(x) = x* 一 a 可 交换 ; 当 a = 0 时 ,Q3(x) = x 与 P(x) = x? 可 交 
换 ; 当 a =2 时 ,Q3(x) = x” 一 3x 与 P(x) = x* 一 2 可 交换 ,而 其 他 的 
次 数 不 小 于 1 次 ,不 超过 3 次 、 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 都 与 P(x) = x* 
一 a 不 可 交换 . 

(2) 我 们 先 证 明 一 个 引 理 : 如 果 P(x) 和 Q(x) 可 交换 , 那么 
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所 有 同 梁 





P(r)= P(r-r)t+r 和 Q(zr)= Q(xr-r) +r 也 可 交换 .反之 亦 
事实 上 ， 
P*(Q’*(x))= P*(Q(r-r)+r)= PIQ(r -7r))+r, 
QIP (rz))=Q COPr-nrm+r)= Q(P(r -7r))+r, 
如 果 P(x) 和 Q(x) 可 交换 ,那么 就 有 
PIQ(zr -7r)) = Q(P(xr -rr)), 
因此 P*(Q’* (7x) = Q COCP”(Cz))， 
即 P*(x) 和 Q* (zx) 也 可 交换 . 
反 过 来 ,如 果 P* (zx) 和 Q(x) 可 交换 ,那么 由 
P (Q(x)) = QP (zx)) 
可 得 ”P(Q(zr -7)) = Q(P(zr -7r)), 
从 而 有 恒等式 PCQ(z)) = Q(P(x))， 
即 ”Plz) 和 Q(z) 也 可 交换 . 
现在 我 们 来 考察 命题 (2). 
由 已 知 ， P(x) 是 首 珊 系数 为 1 的 一 次 多 项 式 ， 即 P(x)= x + br 
+ c .配方 得 
b 


P(x) = (人 


如 果 存 在 有 次 多 项 式 Q(x) 与 P(x) 可 交换 ， 那么 由 引 理 可 知 ， 也 存在 
& 次 多 项 式 
_ .2 2 
Qi (xz) = Q(z s) ,2 
与 1 
*/ ,Vp bp) 也 人 也 
P (zi) = 也 P(x- 也)+ 字 = 如- a 其 中 a= -5-5 
可 交换 . 反 过 来 ,如 果 存 在 次 多 项 式 Qx (zx) 与 P*(x) = x? 一 a 可 交 
换 , 那 么 也 存在 & 次 多 项 式 Q@&(x) 与 P(x) = 六 + br +c 可 交换 . 因 
此 ,为 了 证 明 命 题 (2), 可 以 假设 P(x) = zz - wa. 
设 & 次 多 项 式 


QAx) = +t or + bore 2 + e+ bh, 
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P(r)= x*—a 
可 交换 , 则 

(Qi(7)) -a= Q(x -a) 8) 
对 照 恒等式 @ 两 端 x 同 次 寒 的 系数 ,可 以 得 到 一 个 方程 组 . 从 这 个 方 
程 组 ,首先 可 以 得 出 


bl1= b= bs= "= 0, 
其 次 是 通过 对 照 xz 人 * 怀 ,x*4,… 项 的 系数 依次 得 到 的 方程 组 
b> -一 F,, 
1 = 了 4， Q) 


这 里 的 F; 依赖 于 a 和 22;(27 < 让 .因此 ,我 们 可 以 从 方程 组 @ 中 的 前 
| 二 | 个 方程 依次 求 出 569,64,…. 如 果 求 出 的 52,04,… 同时 适合 方程 


组 @ 的 其 他 方程 ,那么 就 存在 惟一 的 Q(x), 它 与 P(x) 可 交换 ;如 果 
求 出 的 5,,654，,… 不 适合 方程 组 @ 的 其 他 方程 中 的 某 一 个 ,那么 就 不 存 
在 与 P(x) 可 交换 的 & 次 多 项 式 Q; (x). 因 此 命题 (2) 成 立 . 
(3) 令 Q(zx) = P(P(xz)), 则 
PLQ4Cz) = P(P(P(7X))) = Qa( P(x)). . 
故 ”Qs(x) 与 P(x) 可 交换 .又 由 (2) 的 结论 可 知 ,与 P(x) 可 交换 的 
4 次 多 项 式 只 有 Q(x) = P(P(x)). 
同 理 可 证 ,与 P(x) 可 交换 的 8 次 多 项 式 只 有 
Qs(z) = P(P(P(x))). 
(4) 由 已 知 ,可 得 
R(P(z)) = P(R(z)), 
Q(P(x)) = P(Q(x)). 
于 是 ,我 们 有 
Q(R(IP(7))) = Q(P(R(X))) = P(Q(R(7))). 
这 说 明 Q(R(zx)) 与 P(x) 可 交换 . 
同样 地 ,我 们 又 有 
R(Q(P(x))) = R(P(Q(7X))) = P(R(Q(x))), 
因此 RCQCz)) 也 与 P(x) 可 交换 . 


注入 
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由 于 QCR(z)) 与 R(Q(x)) 次 数 相同 ,因此 由 (2) 的 结论 可 
知 ， ， 


代 Q(R(xr)) = R(Q(x)), 
即 ”R(x) 与 Q(x) 也 可 交换 . 
(5) 我 们 先 来 证 明 一 个 引 理 : 对 于 任意 医 数 之 2 存在 次 多 项 
P, 使 
+ = P. (1+). 
事实 上 ,因为 
2 
+ = (i+ 二 =) 一 2， 
所 以 存在 2 次 多 项 式 
P(x) = 7x:—2 
能 使 


所 以 存在 三 次 多 项 式 
P(x)= 7x’?— 3x 
能 使 
1 1 
+ = Pi( 一) 
假设 引 理 当 上 过 ”时 成 立 . 现 在 来 证 明 & = ?+ 工时 引 理 也 成 立 . 
因为 


1 n+1 ; 1 1 
(: + 二 | 一 (* + nt }: Ch + 17 ) 
1 
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由 归纳 假设 ， 


并 





n+l 1 
=- (e+ -Ciup,i (e+—) 
i i 


1 
和 Cp, sl 十 一 )- 和 


因此 存在 nn + 工 次 多 项 式 
P,,1(x) 一 rtl .一 CluP,_i(x) 一 C1P,_3(x) 一 ，…， 


7 


使 得 





二 Pil 十 一 外 

根据 数学 归纳 原理 , 引 理 对 任意 整数 & 之 2 都 成 立 . 
现 取 在 引 理 证 明 过 程 中 所 构造 的 无 穷 函 数列 . 
P;,P;, Ps,…. 

对 于 任意 不 小 于 2 的 自然 数 x 和 ,我 们 有 


1 
pnd) Br) tt 


2 
二 二 淳 





t 
1 1 
P,(P,(r+—))= P(r ti) et | ， 
rt pal 了 


因此 


ope))- ale(e 1) 


由 +t 的 任意 性 及 多 项 式 PP,,(P, (x)),P,(P,,(x)) 的 次 数 mn 的 有 限 性 
可 知 ， z 

P,,(P,(7x)) = P,(P, (xz)) 
是 恒等式 , 即 P,,(x) 和 P(x) 可 交换 . 

5. 129 求 最 大 的 实数 4 ,使 得 当 实 系数 多 项 式 

xz) = 7 + arr+pbrte 
的 所 有 根 都 是 非 负 实数 时 ,只 要 x 宇 0, 就 有 

f(r) 守 A(r-a) 
并 问 上 式 中 等 号 何 时 成 立 ? 

(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1999 年 ) 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 本 典 | 635 





a 


[ 解 ] 设 f(z) 的 三 个 根 是 ,8,y, 并 设 0 委 nn 委 8 委 7 显然， 
rx-a=Xx+oa+pB+y, 
f(x) = (x -a)(rx- P(r Y). 
当 0 之 xX 世 a 时 ,由 于 
- f(x) = (a— 7x)(B- zx)(Y -x), 
利用 均值 不 等 式 可 得 


-fA < (TA) < (A 7) ， 


即 f(z) 这 - 方 (z + n+ B+ 7) 





] 3 
= tt- 24) 
显然 上 式 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
a—x=B-x=7-x 
ot+pPBi+7Y-3r=7xX+a+pb+i+y, 
即 x=0,a= B= 7. 
当 8 委 zz 委 y 时 ,由 于 
~ f(x)= (x-a)(x ~ B)(y- zx) 
XxX+7Y—-a-—B 3 
< (人 


tat+pB+y\ 
< (3 
3 


rr~ay\ 
= 人 3 ) ， 
即 f(z) 之 - 方 (z -a) 
显然 ,上 式 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
xr-“a=7xX- p=7Y-zx 
a= B=0 
即 ww=B8=0,y=2z. 
当 c 委 z 委 8, 或 者 zx > 7 时 ， 


了 工 | 3 
Fz) > 0 之 2 本 了 ( 工 a)”. 
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综 上 所 述 ,可 知 所 求 的 4 = 六 ,并且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 x 
二 0,a = 二 B= 7 或 者 a = B= 0,y = 2x. 

5 .130 ” 设 p 为 素数 ,f(xz) 为 整 系数 4 次 多 项 式 , 并 且 满 足 : 

(1)f(0) = 0,f(1) = 1; 

(2) 对 任 一 正 整数 n,f(n) 被 p 除 所 得 的 余数 为 0 或 1. 

证 明 :d 宇 p-1. 

(第 38 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 

[证 ] 用 反 证 法 . 

设 d 世 pp 一 2. 则 多 项 式 f(x) 完全 由 它 在 0,1,…,p 一 2 处 的 值 所 
确定 .由 拉 格 郎 日 插值 公式 ,对 于 任 一 x ,有 


f(x) = SO AA) : 


zx). ‘(XTX—k+1)(r—-k—-1)…(r-p+2) 
Dep kh 2) 
将 过 = Pp 一 1 代 人 上 式 , 得 
—1)(p ~ 2).…(p—&) 


= Sr 2 
f(p-D)= Sf) 人 


- Df/(k) (Do Cs © 
对 简单 地 归纳 可 发 现 ,车 p 是 素数 ,和 且 0 志和 过 p--1, 则 
CS = (~ De(modp) 
当 & = 0 时, 上述 结论 显然 成 立 . 设 
= (1)*!1(modp). © 


Dr 
久生 浅 


则 由 
CG = 0(modp) 
可 得 
Ci= -0 0 (1! = (-1)(modp) 
由 数学 归纳 法 原理 可 知 ,结论 @ 成 立 . 
由 各 得 


fp-1) = (-— 1)? Si fC) (modp) 
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注意 到 (0) = 0. 因 此 上 式 对 任意 素数 p 都 可 化 为 
fA(O) + AD+*%+ fp -1)=0(modp) ® 
另 一 方面 ,由 已 知 f(0) = 0,f(1)=1， 
F 门 二 0 或 10mnodp), rz = 2,3,…,p—-1. 
因此 


六方 


f(0) + f(D ++ f(p -1)k(modp) 
其 中 & 为 满足 f(i) 三 1,1 志 i pb- 1 的 i 的 个 数 .显然 
1 夺 上 忒 pp 一 1, 此 与 @ 式 矛盾 . 
故 d 宇 p~-1. 
5.，131 设 p(x) 是 实 系数 多 项 式 , 且 对 所 有 的 z+ 宇 0, 有 p(x) 
> 0. 求 证 :存在 一 个 正 整 数 xn, 使 得 (1 + x)"p(x) 是 非 负 系数 多 项 式 . 
(第 38 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[证 ] 由 已 知 条 件 , p(x) 无 非 负 根 , 所 以 p(x) 所 有 的 实 根 都 是 
负 的 . 记 这 些 根 为 
一 Qi 一 Q2 一 0 
其 中 a; > 0,i = 1,2,…,k. 于 是 p(x) 在 实数 范围 里 的 分 解 式 为 
p(x)=c(rta) (rta)(r — prt gq) (x — pur + gq, ), 
其 中 C 为 最 高 项 系数 ,每 个 rz 一 p;x + g; 都 无 实 根 . 
由 于 c >0,z+ai(i = 1,2,…,k) 的 系数 均 为 正 ,并 且 非 负 系 数 多 
项 式 的 乘积 仍 是 非 负 系 数 多 项 式 , 因 此 为 证 结论 ,只 需 证 明 : 若 Q(x) 
是 无 实 根 的 实 系 数 多 项 式 , 即 
Q(xr) = x — prt gq, p” < 4g, 
则 存在 正 整数 ,使 得 (1 + x)"*"Q(zx) 是 非 负 系数 多 项 式 . 
注意 到 ,对 于 任意 正 整 数 ,我 们 有 


(1 + xz)rQ(z) = DCA(r?- pr + g) 
万 二 0 


= DCH2 pC + gCt) .A, 


其 中 组 合 数 C” 当 m < 0 或 m > nn 时 都 规定 为 0, 因 此 只 需 证 明 : 当 
足够 大 时 ,所 有 的 系数 
Cln,k) = C0 pi! t+ gt, = 0,1,…,n +2 均 非 负 . 
事实 上 ,由 4g>>p* 知 g>0, 且 有 
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c(n,ni+2)=1»>0, 
cc(n,0)=g>0. 
c(n,1) = gn 一 p> 0,n 足够 大 时 ; 
c(nyn+1)= 二 n-p>0,n 足够 大 时 . 
而 当 & € 12,3…,n| 时 ,经 计算 可 得 
c(n,k) 一 


72 | 
kl(n—k+2)! 
+ 2)), 

其 中 “A=1i+p+g,B= p+2gq,C=1+2p+3g. 
由 配方 可 得 
AK*— (Bn+ CK+ g(n: + 3n 十 2) 


[AK*— (Bn +C) 开 十 gf(7 + 3n 


2 
= A(K- ir + az 二 pr 十 7， 
B? 2BC C’ 
其 中 a= gqg- fx,B= 3g- 44 Y= 29 7 4A 


由 于 A=1+p+g = Q(-1) > 0, 因 此 上 式 右 端 第 一 项 对 于 所 
有 的 ”和 & 均 非 负 ,剩余 各 项 构成 了 一 个 关于 » 的 二 次 三 项 式 ,其 首 项 
系数 为 

B* d 一 力 / 
"444 > 
因此 当 nn 足够 大 时 
| az+pB+7y>0 
从 而 有 

C(nsk) > 0,k € 12,3,…,n},n 足够 大 时 ， 即 存在 xn, 使 
(1 + x)"Q(zx) 是 非 负 系数 多 项 式 .于 是 原 命 题 得 证 . 

5。132 找 出 使 得 如 下 命 感 成 立 的 所 有 正 整数 上 &: 若 F(x) 是 整 
系数 多 项 式 , 且 满足 条 件 : 对 任意 CE 10,1, ,+ 于 ,0 过 FCc) 扫 4， 
则 

F(0) = F(1) = :… = F(k+1). 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 

[ 解 ] 此 命题 当 旦 仅 当 上 之 4 时 成 立 . 

我 们 先 证 明 它 对 于 & 宇 4 时 都 成 立 . 

事实 上 ,如 果 F(x) 满足 命题 的 条 件 , 日 上 宇 4. 由 于 Fl(k+1)- 
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3 泣 六 


F(0) 是 &+1 的 倍数 ,并 由 条 件 可 知 | F(k + 1) - F(0) 1 委 &, 因 此 
F(k+1)= F(0) 
从 而 有 
F(x)— F(0)= x(x-k-1)G(x), 
其 中 G(x) 是 整 系数 多 项 式 . 
于 是 ,对 于 任意 C € 11,2…,& ,都 有 
kl F(c)— F(O)I= cl(k+1-c)iG(c)l. Q) 
因为 不 等 式 c(k + 1 一 c) > 等 价 于 (c=- 1 -ce) >0， 
所 以 它 对 任意 的 CE 12,3…,k 一 1| 都 成 立 .再 由 @ 可 得 
1G(c) I 1,CE€ 12,3,.…,k—1|.- 
因为 G(c) 是 整数 ,所 以 
G(c) = 0,C € {12,3,…,k— 1|. 
即 2,3,…,k& 一 1 都 是 整 系数 多 项 式 G(x) 的 根 .于 是 我 们 有 
F(x)—F(0)= x(r—-k-l)(r-2)(r -3)(r-k+1)H(x) 
© 
其 中 玉 (x) 是 整 系数 多 项 式 . 
显然 ,由 上 式 可 得 
F(c) = F(0),C € {2,3…,k—1|. 
为 证 结论 ,还 须 证 明 
H(c) = 0,C€ 和 -1 
由 多 可 知 , 当 C = 1 或 C = 时 都 有 
kl F(c)— F(0) |= (k -2 :1 HC(e) 1 
由 于 上 之 4, 因 此 (k - 2) > 1, 从 而 有 
| H(c) TS 1, 
注意 到 五 (c) 是 整数 ,于 是 得 
H(c) = 0,CE€ {11,k}. 
至 此 ,我们 证 明了 题 中 所 给 的 命题 对 于 任意 的 & 4 都 成 立 . 
注意 到 在 上 述 证 明 过 程 中 ,对 于 任意 的 & 之 1,F(z) - F(0) 都 有 
根 0 和 &+1. 当 &=3 时 ,F(z)- 下 (0) 还 有 根 2, 我 们 依据 这 些 线索 
构造 反例 如 下 : 
当 有 &= 工 时 , 令 F(Oz) = x(2 x); 
当 有 =2 时 , 令 下 (rz) = (3 一 工 )， 
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当 &=3 时 , 令 F(z) = x(4- x)(r 2). 
以 上 3 个 反例 足以 说 明 , 当 上 = 1,2,3 时 , 题 中 所 给 的 命题 不 成 立 . 

综 上 所 述 ,能 使 题 中 命题 成 立 的 所 有 正 整 数 上 的 集合 为 1& 1 上 & 宇 
4,k €E NI|. 

5.133 ” 设 是 正 侦 数 .证 明 存 在 一 个 正 整 数 , 满 足 

k= fr) (rx+1)"”+ g(rx)(r" + 1), 
其 中 f(x ),g(x) 是 某 个 整 系数 多 项 式 . 如 果 用 ko 表示 满足 上 式 的 最 
小 的 &. 试 将 ko 表示 为 n 的 系数 . 
(第 37 届 国 际 数 学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[ 解 】 先 证 &A 的 存在 性 . 


事实 上 ,?” 为 偶数 时 ,((z +1)”,x”+1) 二 1. 于 是 存在 有 理 系数 多 


项 式 4*" (zx),g “(x), 使 得 
l= Fr) :r+t1l)"+ g(r)(r + 1). 
六 上 为 广 (z) 和 8&”(z) 的 所 有 系数 的 分 母 的 一 个 公 倍 数 , 记 f(x) = 
kf (x),g(x) = kg (zx), 则 f(z),g(zx) 是 整 系数 多 项 式 , 日 
k= f(r)(r+1)”+ g(r)(r" + 1). 
于 是 ,& 的 存在 性 得 证 . 
下 面 来 求 & 的 最 小 值 &o. 
设 n = 24 ,1 为 奇数 ,a 为 非 负 整数 . 记 = 2°. 于 是 ,我 们 有 
+1l= (+1= (x*+1). h(xr), 
其 中 h(x) 是 整 系数 多 项 式 . 
设 T+1 = 0 的 m 个 根 为 


,2-1 
wi = er mf = 1,2,,m,m = 2°, 


行 正 整数 &, 整 系数 多 项 式 f(z),g(x) 满足 
k= f(x): (r+1)"+ g(r)(r" 十 1)， 


则 
k= fw) (w+ Dj = 12 
从 而 有 
kb”! 二 [| Fa) [ Cw; 十 1)" . 
= 了 上 
设 Il = w+ oa 十 十 on 
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A 


让 上 种 





an 


02 WIW2 十 13 tt wl wm, 


[和 呈 必 | 


On = WO Wy 
由 韦 达 定理 知 oj 为 整数 ,j = 1,2,…,m. 因为 | ww) 是 关于 
,oaw， 的 整 系数 对 称 多 项 式 ,所 以 IT 可 表示 为 o1,02， 
.…,o， 的 整 系数 多 项 式 ,于 是 它 为 整数 .又 因为 
Tw + 1)”= [TT ow + 1)1” 


一 (1 十 Il 十 02 十 “十 om)” 
一 2m 


所 以 ,2” | 妈 , 于 是 有 2 1 有 ,有 之 2 


另 一 方面 ,我 们 记 
FE(z)=(z+1l)0z3+1) (0z22 1+1) = (r+1)”™. F(xr). 
对 于 固定 的 ) E 11,2,…,mi ,考虑 集合 
| 
其 中 的 元 素 均 为 rz”"+1 = 0 的 根 , 且 两 两 不 等 , 故 它 是 x”*+1 = 0 的 解 
集 .于 是 
E(W,) = (1 + w)(l + wi)(l + wi™ 1) 
= (1+ wD) (+ wa) (1 十 co) 
-2 
即 w; 是 E(x) -2 的 根 .因此 可 设 
G(xr)(x”* +1)+2= E(x) = (x +1)”F(x), 
两 边 t 次 方 得 
G (zz) (x*+1)+2:= (r+1)"F (zr) (由 


”其 中 G* (zx) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 


由 于 
+1= (x™+ 1)h(r), 
其 中 h(x) 满足 站 -1) = 1, 因 此 可 设 
cz) (r+1)= h(x)-1, 
两 边 n 次 方 , 得 
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Cx): (xt+1)” = h(x) d(xr}+l1 四 
其 中 d(x) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 
由 入 得 
G* (xr)ja(x): (x” + 1) 
= G(r): (x™*+1).d(r).h(r) 
= [C(x +7PF(xr) -2 .IC (rr + 1)"—1) 
= (t+1)"”.: U(x)+2', 
其 中 U(x) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 
因此 ,存在 整 系数 多 项 式 f(x),g(x), 其 中 
f(r) =- U(x),g(x) = GOz) d(xr), 
使 得 z 
f(x) Cr+1l +SgZ) (x +1)= 2.. 
综 上 所 述 ,k 的 最 小 值 &o = 2 ,其 中 = 2 .14,1 为 奇数 ,a 为 非 负 
整数 . 
5. 134 对 于 -1 三 x 过 1, 令 


Tn) = rt M+ VI DeN 

(1) 求证 : 对 于 1 之 + 过 1,T,(x) 是 x 的 首 项 系数 为 1 的 nn 次 
多 项 式 ,县 T(x) 的 最 大 值 是 了 

(2) 假设 p(x) = 习 +acm +…+az+ao 是 首 项 系数 为 1 
的 实 系数 多 项 式 , 使 得 对 在 - 1 二 x 记 1 内 的 所 有 x,p(x) > 一 
求证 : 存在 [一 1， 1 内 的 rz” ,使 得 


pz， ) 之 7 


Do 


1 
72 一 ji? 


《中国 合 北市 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] (1) 令 
T(x) = 2"7 TT, (7), 
则 
TY (rx)= Ti(x)= x， 
Ty (x) = 2T(x) = 2x*—1. 
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因此 ,TY (x),T2 (x) 分 别 是 首 项 系数 为 1 的 一 次 多 项 式 和 首 项 系数 
为 2 的 二 次 多 项 式 . z 

设 Ti_1(x),T*_,(x) 分 别 是 首 项 系数 为 2" 的 一 1 次 多 项 式 和 
首 项 系数 为 2"， 的 nn 一 2 次 多 项 式 , 则 

2xrT*_1(x) — Ts(x) 
是 n 次 多 项 式 , 且 首 项 系数 为 2"!, 但 
27 了 1 (Zr) — T» 2 (x) 
= 27 txT, (x) ~ 2 3T, (x) 


= xz[(z+Vi RD tr VI "(r+ 
VI ri ?+ (rx VI- ri)"?] 
= (z + VI i)" ?| (r+ VI i) - 
vT "zr(r- VT i) -| 
= (r+ VI "2 [+ VI- zxi- (1- x?)] 
+(z—- VI RD)" [2-2zVi i (1- 


Wk 活 六 


a 


x°)] 
一 Lz + V1l-xi)”+(r—- Vl- xi)"] 
= 2”1T, (zx) 
= TT, (x). 


因此 T(x) 是 首 项 系数 为 2"! 的 ?2 次 多 项 式 . 由 数学 归纳 法 原理 知 ， 
对 于 任意 自然 数 2,T: (xz) 是 首 项 系数 为 2” 的 次 多 项 式 . 
由 此 即 得 ,对 于 任意 自然 数 nn, 工 ,(xz) 是 首 项 系数 为 1 的 nn 次 多 项 
式 . 
因为 -~-1 科 并 委 1, 所 以 可 令 
ZX = cos0,0 所 有 所 区. 
代入 已 知 条 件 中 ,得 
T*(x) = 2"1.T17,(x) 
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{i 


7[(cos + ising)” + (cosg — isin0) ”| 


二 [cosn 十 isinn6 ) 十 (cosn0 一 isin70) | 


= cosng. 
由 上 式 , 有 
| TY (x) 1=1 cosnd [1,VYr€El-1,1), 
因此 
1 ， 1 
| T,(x) 1= | | Ti (x) | yal 


另 一 方面 , 当 x = 1 时 ,显然 工 (z) = 5 所 以 T,(x) 的 最 大 值 


天 


(2) 由 于 工 ,(x) 是 在 [一 1,1] 上 定义 的 的 首 项 系数 为 1 的 次 
多 项 式 , 因 此 对 于 [- 1,1] 上 任意 一 个 首 项 系数 为 1 的 n 次 实 系 数 多 项 
式 p(x ) ,一定 存在 nn 个 确定 的 实数 5 ,53,…,b, ,使 得 对 于 任意 的 x E 
[- 1,1], 有 


八 、 
x 





Xx,{k=0,1,2,.…,n 1) 


Xkh 一 COS 


2E+1 
天 


则 对 于 ) = 1,2,…,n, 有 


1 2k+1 2k+1 Yi 
T(z) = | (eo A + isin 7) 
7 n 
2& +1 2&k+1 VYV 
十 1 cos 1 XT— 1SIn - Tt 
7 


1 (2k+1)j 
251 7 ™ 


利用 以 上 三 个 式 子 ,有 

一 | 一 1 月 一 1 n—!} 

DPlze) = OT (a) + ODIT (Re) + bo T(x) + 
k=0 k=0 K=0 


k=0 














3 


np,, 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 645 


2 


起 上 滞 





好 一 HH 上 


= Tn) + (5 HT jm))+ wb, 


1=| 














代 
教 一 7 ol24 + 1)x 
着 -1 1 
< (2k + 1)(n— 7) | 
- > (2 Pe 7 I 
好 
2n-1 
bi 
n—1 PAE j (72 一 7) 
nn 十 
全? S| 2(k + 1)(n—j) .2k(n— Jj) | 
sin 一 一 一 T Sn 
2 n 71 
np, 
三 一 一 十 nb, : 中 
F271 ， 
由 已 知 ， 
] 
p(X) > ai? 
因此 
n—1 
Dj plxe) 之 一 一 
K=0 
由 上 式 及 9 式 , 得 
b, > 0. 
今 
xz} = co8 AE,k = 0,1,2,,n — 1), 
于 是 ,类 似 地 可 得 
n-l 天 一 上 n—1 
2 p(xt) = 57, (x2) + bi Ts xi) + +t bi 2 T(xk) 
A0 £0 
+ 


a-] nl nl 
= TA) + Db 2 Tr) ]+ nb, 
二 了 一 三 
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22 1 fo jl 27 1 £0 
四 
Fl 十 
如 一 上 bn 所 。 (2k 二 1)j 。 (2&k 1 ) 7 
>， ;TT 。 Sin ,7 十 sin | A 二 
全 2isin 一 Rn0 
ni 
np, 
0 
F271 
-1 bn (2n 一 1 )7 。 Ix 
| i n T 十 SIn + pb 
j=1 2isin 区 ” 
， 天 
二 7 + np,, 
7 一 1 
即 jplri) = 一 二 十 77， 
4=0 2 
利用 上 式 及 5b,, > 0 可 得 
n—1 
> px) > 一 
k=0 2" 
由 抽 居 原则 ,在 个 实数 p(xo ), p(xrr ),…,p(xi-1) 中 必 有 一 数 
» 1 
plxr)> Fn 
其 中 
| xr |1=| cos < | 夺 1， 
n 
故 本 题 得 证 . 


5. 135 给 定 1 个 次 数 宇 1 的 实 系数 多 项 式 f(x). 证 明 : 对 每 个 
c > 0, 存 在 一 个 正 整数 0, 满足 如 下 条 件 : 对 每 个 次 数 守 no 且 首 项 系 
数 等 于 1 的 实 系数 多 项 式 p(x) ,满足 不 等 式 
| f(p(x)) IC 
的 整数 z 的 个 数 均 不 超过 p(x) 的 次 数 ， 
(越南 国家 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 
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塘 上 当 | 





[证 ] ”由 已 知 条 件 可 知 , 对 每 个 C > 0, 必 存在 zxo > 0, 使 得 当 
i1x1i>xo 时 ,就 有 1 f(x)1i> C. 

设 p(xz) 是 次 多 项 式 ,6b| < by < 之 … 妈 41 是 上 + 1 个 整数 , 则 由 拉 
格 朗 日 插值 多 项 式 可 知 


大 十 上 


p(x) = 2 
因为 p(x) 的 首 项 系数 为 1， 所 人 


1= 2 p(b) I 2 


k+1 


< max, | p(b:) 1 和 


六 





(i ye 十 1 2)! 
二 k! 


= 27 ax, | POO) 1 2 
k! < p(6;) | ， 
嫂 ] 
Ki 
ax 1 p(6i) l> TF 5 
取 no 使 得 


nol!l 
2"0 
于 是 , 当 p(x) 的 次 数 下 之 no i 就 有 


no! 
inax | p(B5) | 宕 全 : 20: > 0， 


1 志明 2* 寺 ono 





> X09， 


从 而 有 
[fC max 1p(6))|>C 


lk+ | 


由 51,652，,… ,biti 的 任意 性 可 知 ,使 得 
| f(p(x)) IC 
的 整数 x 的 个 数 不 超 过 p(x) 的 次 数 .， 
5，136 ” 试 证 能 将 区 间 [0,1] 分 成 若干 个 黑白 相间 的 小 区 间 , 使 
得 任意 2 次 多 项 式 p(x) 在 所 有 黑色 小 区 间 上 的 增 量 的 和 等 于 在 所 有 
昌 色 小 区 间 上 的 增 量 的 和 ( 称 p(a) 一 p(5) 为 p(xz) 在 区 间 [a,5] 上 的 
增 量 ). 
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对 3 次 多 项 式 情形 ,同样 的 结论 是 否 成 立 ? 
对 5 次 多 项 式 情形 ,同样 的 结论 是 否 成 立 ? 
、( 中 国 国家 队 选 拔 赛 ,1995 年 ) 
[证 ] ” 先 证 明 更 一 般 的 结论 . 
定理 ” 设 / 是正 实 数 ,k 是 正 整 数 .可 以 将 [0,2《/] 分 成 若干 子 区 
间 , 然 后 将 这 些 子 区 间 相 间 地 染 成 黑色 区 间 和 白色 区 间 , 使 得 任何 一 个 
不 超过 上 次 的 多 项 式 在 所 有 的 黑色 区 间 上 的 增 量 的 和 等 于 它 在 所 有 白 
色 区 间 上 芍 增 量 的 和 . 
用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 . 
对 于 上 = 1, 显 然 可 将 [0,27] 分 成 黑色 区 间 [0,7j] 和 白色 区 间 [ 1， 
27]. 
设 对 = n 时 定理 成 立 .约定 以 B, 表示 所 述 的 黑色 区 间 组 成 的 集 
合 , 以 Wi 表示 所 述 的 白色 区 间 组 成 的 集合 .对 于 黑色 区 闻 5€ B, 和 白 
色 区 间 w € W, 约 定 用 全 sf 和 公 ,f 表 示 多 项 式 f 在 b 和 w 上 的 增 量 . 大 
对 于 任意 一 个 不 超过 n + 1 次 的 多 项 式 f(x ) ,我 们 记 
g(x) = f(x + 2"), 
oz) = f(x) ~ g(x). 
易 见 , p(x) 是 不 超过 n 次 的 多 项 式 , 因 而 由 归纳 假设 ,我 们 有 


和- = > 人 ,9 

“EW, 
SA DA = 2 A+ 2 Ag. 人 
bE 5, "和 WwW "所 WwW, bE B, 


如 果 将 子 区 间 族 B 中 所 有 的 区 间 都 沿 数 轴 正 方向 平移 一 个 距离 
5c, 那么 就 得 到 一 个 新 的 子 区 间 族 . 约定 将 这 样 得 到 的 新 的 子 区 间 族 记 
为 B, + rr. 对 记号 Wn + rz 也 作 类 似 的 约定 .我 们 记 
B's = B, U (W, + 2), 
Wl = W, YU (B, + 2"). 
则 Br U Wi 构成 区 间 [0,2”+!1j 的 一 个 分 划 ， 并 且 可 将 中 式 号 成 
> pf = >， 人 人,f. 


bEB, be Wh 


由 B41 U W ,作成 的 黑白 色 区 间 的 分 划 可 能 不 是 黑白 相间 的 ， 
但 是 ,只 需 把 相 邻 的 同色 区 间 合 并 成 一 个 小 区 间 ,并 保持 原 有 的 染色 ， 
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就 得 到 一 个 区 间 [0,22+17] 的 黑白 区 间 相 间 的 分 划 中， U Wt1, 并 且 


有 
> 人 ,ff = 访 人 人,f. 


bEB, + 


六 


于 十 了 


故 定理 得 证 . 取 / = 去 ,' 则 题 中 所 有 问题 都 有 了 肯定 的 回答 


第 4 节 ” 求 多 项 式 


5.，137 求 所 有 满足 P(0) = 0 且 
Plz)=5(P(z+D)+P(r -1)),rER 


的 多 项 式 P(x ). 
“(美国 纽约 数学 竞赛 ,1975 年 ) 

[ 解 ] 多 项 式 P(x) = ax 满 足 题 中 条 件 , 其 中 4 是 常数 .下 面 对 n 
E Z* 用 归纳 法 证 明 . 

所 求 的 多 项 式 P(x) 满 足 P(n) = nP(1). 当 n=0 和 n= 上 时 ， 
等 式 显然 成 立 . 设 等 式 对 一 1 入 成 立 ,其 中 nn EN,; 则 

P(n+1)= 2P(n)— P(n -1) 
= 2nP{(1)— (2 — 1)P(1) 
= (n+1)P(1), 

即 等 式 对 n + 1 也 成 立 . 因此 多 项 式 P(x) - P(1)x 有 无 限 多 个 根 
Xx = 0,1,2,…. 于 是 它 应 当 恒 等 于 零 .所 以 所 求 的 多 项 式 具 有 P(x) = 
az 的 形式 . 

5。138” 求 所 有 满足 

P(r—-1)=(r-2)P(r),r ER 
的 多 项 式 P(x). 
(前 民主 德国 数学 竞赛 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 将 x =0,2 代 入 题 中 的 恒等式 ,可 知 多 项 式 P(z) 有 根 0 和 
1, 即 它 被 多 项 式 x* -x 整除 .其 次 ,将 P(x) 二 (x? -x)Q(zx) 代 入 恒 
等 式 得 
rz[(xr-1)-(r-1)Q(r-1)=(r -2)(r -7r)Q(r), 
rx- (rx-2 Q(z -1)=r(zr-1)(r -2)Q(x). 
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故 多 项 式 Q(x) 满足 恒等式 
Q(zr) Q(x- 1). 
由 此 得 到 Q(0) = Q(1) = Q(2) = … 
因此 Q(z) 三 a, 其 中 a 是 常数 ,于 是 所 求 的 多 项 式 为 
P(x) = a(x* 一 x). 反 之 ,容易 验证 ,所 有 这 样 的 多 项 式 也 都 
满足 题 中 的 恒等式 . 
5. 139 ” 求 所 有 满足 
(x—1)P(xr+1)- (r+2)P(r)=0,xER 
的 多 项 式 P(x). 
(美国 纽约 数学 竞赛 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 将 x = 1, 一 2,0 代 入 题 中 的 恒等式 ,可 知 多 项 式 有 根 0， 
+ 1. 妈 它 被 x? 一 x+ 整除 .其 次 ,将 P(r) = (x3 -x)Q(zx) 代 入 和 恒等式 ， 
可 知 多 项 式 Q(x) 满足 恒等式 Q(x) 三 Q(x - 1), 由 此 得 到 
Q(0) = Q(-1) = Q(-2) = 
因而 Q(x) 硅 a,a 为 常数, 于 是 ,所 求 的 多 项 式 P(x) = a(x3 一 +). 反 
之 ,容易 验证 所 有 这 种 形式 的 多 项 式 也 都 满足 题 中 的 恒等式 . 
5 140 ”对 每 个 E N, 是 否 存 在 非 零 的 n 元 整 系数 多 项 式 P 和 
Q ,使 得 


2 


(zit+2 十 十)POziza er) 
= Q(x ,ry ) ,TE R. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 令 Q(zri,x2,… ,xX,) 


一 (ez 十 E22 十 ”十 el ) 


E 蕊 总 
其 中 ceiE ii-1)10 = 1,2,.…,n) 


E 一 (siysz men) 
A 是 2" 个 数组 e 的 集合 . 
则 QQ (zz 二 (Xx! 十 Me 十 "十 Tj) PX, 2 


“有 目 P,Q’ 均 为 非 零 整 系数 多 项 式 . 
叉 由 对 称 性 知 , 对 任意 的 上 ,都 有 
Q (zx ,Tos Th ,AT,, ) 


= Q (x1, X20, 和 hs" * ,XT ). 
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… 含有 zi 项 的 x; 的 指数 必 为 偶数 , 故 
Q zlz = Q(z ,2 ,Tr). 
故 原 命题 得 证 . 
” “5. 141 求 所 有 的 非 零 多 项 式 f(x) = ao+ atz+…+anz 满足 
方程 ”f(x*) = (f(x))*, 其 中 渡 为 实数 . 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 设 nn 次 多 项 式 f(x) = aot+ aix + a2X < 十 … 二 ar" 满足 
条 件 (f(x))* = f(z’),x ER. 
因为 x”” 的 系数 应 相等 ,所 以 a,* = a, ,因为 w 天 0, 所 以 a, 二 1. 
同样 地 ,zx 的 系数 应 相等 ,因此 有 
2a lay = 0, 即 4, ;= 0. 
同 理 可 得 a,.y=…=al=ao=0 
所 以 f(x)= rx”. 
5，142 求 所 有 满足 
P(x*—~27x)=(P(x -2))*,xER 
的 非 零 多 项 式 P(x). 
(保加利亚 数学 竞赛 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 记 y = x-1,Q(y) = P(y -~1), 则 有 
(P(x -2)) = (P(y- 1)) = (Q(y)), 
P(x* 一 2z) = Ply 一 1) = Q(y’). 
于 是 原 恒 等 式 化 为 
Q(y) = (Q(y)),y ER. 
由 上 题 可 知 Q(Cy) = y'. 
由 此 Pl(y) = (y+ 1)",n € 2*. 
妈 P(r)= (+ GZ 
5 .143 ” 求 所 有 的 三 次 实 系数 多 项 式 P(x) 和 Q(z) ,使 得 下 面 
的 四 个 条 件 能 够 满足 : 
(1) 这 两 个 多 项 式 在 点 x = 1,2,3,4 只 取 值 0 或 1; 
(2) 如 果 P(1) = 0 或 PQ) = 1, 则 Q(1) = Q(3) = 1; 
(3) 如 果 P(2) = 0 或 P(4) = 0, 则 Q(2) = Q(4) = 0; 
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(4) 如 果 P(3) = 1 或 P(4) = 1, 则 Q(1) = 0. 
(前 民主 德国 数学 竞赛 ,1980 年 ) 

[ 解 ] 设 多 项 式 P(x) 和 Q(x) 满足 题 中 条 件 ， 

记 ar = P(Ek),B = Q(E), 
其 中 = 1,2,3,4. 因为 多 项 式 P(x)、Q(x) 是 三 次 的 ,所 以 “四 元 数 
组 ”alayasa4 与 B1B2B3PBs 不 能 是 0000,0110, 或 1111. 另 一 方面 ,“ 四 元 
数组 ”ala2a3a4 也 不 能 是 0a21a4,0a2a31,a1lla4 或 aila31. 否则 ,由 条 
件 (2) 与 (4) 得 到 ,Bi = 1 且 Bl = 0, 矛 盾 . 因 此 ,由 条 件 (3) ,由 两 种 “四 
元 数组 ”作成 的 对 于 (a1a2a3a4;B1B2B3B4) 是 且 只 能 是 下 述 七 种 之 一 : 
(0100;1010), (1000;0010), (1000; 1000), (1000; 1010), (1010;0010), 
(1011;0010) 和 (1100;1010). 由 于 其 中 只 用 到 了 六 个 不 同 的 “四 元 数 
组 ”, 即 0010,0100,1000,1010,1011 和 1100, 出 拉 格 朗 日 插值 公式 每 个 


关上 入 


“四 元 数组 ”Yi1Y,Y374 可 以 作出 一 个 多 项 式 R(x), 使 得 R(k) = %， 和 
= 1,2,3,4. 于 是 得 到 六 个 相应 的 多 项 式 式 
RIi(x) = 一 pe 十 六 一 7x 十 4， 
1 19 
R(x) = 三 并 一 4z 十 了 Z 一 6， 
3 13 
R(x) =— oT 十 一 37 十 和， 
R(x) 三 一 3 + Sx 一 34, + 8, 
3 3 
Rs(x) = 一 于 + 4 一 > 十 7， 
1 5S 31 
Re(x) = 本 并 一 3 十 G7 一 2、 


因此 , 多 项 式 (P(x);Q(x)) 是 下 列 各 对 之 一 : (Ra(z),R4(z))， 
CR3(x), RIC(X)), (R3(x),R3(x)), (R3(x), Rix)), (R(x), 
RI(7x)), (Rs(x), RI(z)), (Re(x), R(x)). 
5.144 求 所 有 满足 
P(x)P(27x’)= P(x + xr),xrER 
的 实 系数 非 零 多 项 式 P(xz). 
(保加利亚 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
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WE 洋 访 


[ 解 ] 车 P(x) = a( 常 数 ), 则 a* = a,a = 1 显然 P(z) = 1 满 
足 条 件 . 
设 非 零 多 项 式 ”P(x) = az+…+ax+ao 满 足 题 中 条 件 ,其 
中 a; 关 0, 则 比较 原 恒等式 中 x3” 和 zx? 的 系数 ,得 到 a ”= dao” = 
a0; 从 而 a = 1. 如 果 ao = 0, 则 P(z) = zPl(z), 其 中 
Pi1(0) 0,1 EN, 
并 且 由 xPi(x)(2x’)'Pi(27°) S (27 + x)Pi(27? + 工 )， 
得 到 | 24z2Pi(z)PI(2z2) = (2x: + 1)'Pi(27x’? + x), 
于 是 P1(0) = 0, 了 矛盾 .因此 ao = 1, 设 a = pl(cos$ + ising) 是 多 项 式 
P(xz) 的 根 .因为 
P(2au5 + wu) = P(a)P(2a°), 
所 以 2a” + a 也 是 根 .其 次 
12o+al=lael12co2+1I 志 al (2la 1 一 1 
所 以 , 若 l1a1= o>1, 则 12a?+a1>1a|, 从 而 非 零 多 项 式 P(x) 有 
无 限 多 个 不 同 的 根 
Bi = a,Brl = 2B° + 有 =1)2,…， 
不 可 能 ,因此 多 项 式 P(x) 的 根 的 模 不 大 于 1, 但 由 韦 达 定理 , 诸 根 的 乘 
积 的 模 为 1 ,所 以 没有 模 小 于 1 的 根 .于 是 o = 1, 并 由 
1=12o3+al2=12a2+11? 
= | 2cos2 风 + 1 + 2sin2 1? 
= 4cos228 + dcos2$ + 1 + 4sin’2$ 
= 4cos2 风 + 5 
得 到 $= ” + mx,m 人 EZ. 
即 ”w=+i. 因 为 P(x) 是 实 系数 的 ,所 以 
P(x) = (x* + 1),kE QT 
最 后 ,可 以 验证 ,所 有 这 种 形式 的 多 项 式 都 满足 题 中 条 件 . 
5，145 ” 设 多 项 式 R(x) 的 次 数 小 于 4, 并 且 存 在 多 项 式 P(x)， 
使 得 
Tsin lt + 8sinl3r — Ssinstcostt — 10sin7y + Ssinst — 2 
= P(sint )[sintt — (1 + sint )(cos:t -2)] + R(sint), 
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这 里 上 € R. 试 求 所 有 这 样 的 R(x). 
《罗马尼亚 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 cos*t = 1 -sin ,并 作 代 换 sint = x ,我们 得 到 , 题 
中 要 求 的 次 数 小 于 4 的 多 项 式 是 多 项 式 
S(r)= Tri +8ri -5r m2 
除 以 多 项 式 
Q(xr)= ri+ri+ri+rt+l 
的 余 式 , 因 为 恒等式 
S(x) = P(x)Q(x) + R(z) 
对 所 有 x € [一 1,1] 应 当成 立 , 从 而 对 所 有 x € C 也 成 立 .因为 (x 
1)Q(x) = x* 一 1, 所 以 变量 x 有 4 个 不 同 的 值 ,使 得 Q(x) = 0. 对 每 
个 这 样 的 z 值 都 有 x = 1, 并 且 
R(x) = S(x) 
= Tri +8rz3 -5r ~2 
= Tr+8r -5r1-2+5Q(r) 
= 13r’ + Sx + 12x + 3. 
于 是 R(x) 和 13x3+5zx?+12x +3 在 4 个 不 同 的 点 取 值 相同 ,但 它们 
的 次 数 都 不 大 于 3, 所 以 它们 相等 . 
5…. 146 求 整 系数 多 项 式 P(z) 与 Q(x), 满 足 


PQ2+4+y) 万， 万 


Q(v2 + Y3 +V5) 
(加拿大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[ 解 ] 令 S = V2+V3+Y5. 我 们 先 求 多 项 式 A(z) 与 Q(x), 使 
Ot = 5. 为 此 ,我 们 考虑 
zy2--vSr+ 人 + -5, 
z+y2-yV3-y5zr-v+V -V5 
的 乘积 , 它 等 于 -4y5z + 20# - 24. 由 此 可 见 , 如 果 我 们 令 
A(r) = x+20r — 24,Q(r) = 4z3. 
那么 就 有 A(S) -v5Q(S) = 0 


2 
入 
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4 + 20S*— 24 
S 0 _ /5 


49: 
4 2 
于 是 ,我 们 得 + 全 = S-/5 = 3 一 
这 就 是 说 ,可 取 
P(x) = 3z4-20z2+24,Q(z) = 4x; 满足 
P(S) | 
G(s) = 3+ 


5。147 ” 求 出 满足 下 列 条 件 的 所 有 含 两 个 变量 的 多 项 式 . 
(1) 是 次 齐 次 的 . 即 对 所 有 实数 :x .y, 有 
P(tr,ty) = rrP(x,y); 
(2) 对 所 有 实数 a、.5、c 有 
Pla+b,c)+ Pl(b+c,a)+ Pl(c+a,b) = 0; 
(3) P(1,0)=1. 
(第 17 届 国际 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 设 P 是 满足 条 件 (1) ~ (3) 的 nn 次 多 项 式 . 由 于 常数 多 项 式 
不 可 能 同时 满足 (2) 和 (3), 故 nn 之 1. 
在 (2) 中 令 a = 5,c = 一 2a, 则 由 了 的 齐 次 性 得 
0 = peo -2a)+ P(-a,a) + P(—- a,a) 
= [(~2)”+2jP(- a,a), 
若 n > 1, 则 有 P(- a,a) = 0, 尖 而 P(x,y) 能 被 x + y 整除 . 
设 P(x,y) = (x + y)Pi(x,y), 
则 由 (2) 得 
Pilat+b,c)(at+ b+tce)+P(lb+c,a))(a+b+c)+ 
Pil(c+a,b)(a+b+c)= 0, 
故 ”Pi(a+b,c)+ Pi(b+c,a)+Pi(c +-4,b) = 0,P; 仍 是 齐 次 的 ， 
且 Pi(1,0) = Pi(1,0)(l1 +0) = P(1,0) = 1, 
即 Pi 也 满足 条 件 (1) 一 (3), 它 的 次 数 为 一 1. 
如 果 n 一 1 > 1, 同 样 可 再 构造 一 个 n -2 次 齐 次 多 项 式 P,, 它 满足 条 件 
(1) 一 (3) ,并 且 
Pi(zx,y) = (x + y)P(x,y), 
如 此 下 去 ,最 后 总 会 得 到 一 个 一 次 多 项 式 
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Pi(x,y) = mzr+ ny. 
由 条 件 (2) 令 a=1,6=c=0, 得 2m +n = 0， 
再 由 (3) 得 m= 1, 故 n= 一 2, 而 
P(x,y) = (x + y)” IP, 1(x,y) 
= (x+y)"!(r -2y), 
不 难 验 证 这 种 形状 的 多 项 式 的 确 满足 条 件 (1) ~ (3) ,这 样 我 们 就 求 出 
了 所 有 满足 条 件 (1) 一 (3) 的 齐 次 多 项 式 . 
5. 148 (1) 是 否 存 在 关于 变量 x,y,x 的 多 项 式 
P= Plrx,y,2),Q = Q(zr,y,2),R = R(xr,y,2) 
使 恒等式 
(r—-y+t+li) P+(y-z-1)Q+(z-2r+1) R=1 
成 立 ? : 
(2) 对 于 恒等式 
(r—-y+1PP+(y-z—-1)Q+(z-r+1)R=I1 
十 一 问题 中 的 多 项 式 存 在 吗 ? 
(第 16 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 于 方程 组 
x-y+t+1= 0, 
| 一 之 一 1=10， 
zx 一 27+1 = 0. 
有 解 x = 1,y = 2,z = 1. 央 此 , 当 x = 1,y = 2,z = 1 时 ,有 
(zy+l3PpP+y-<-laQ+(z-2rz+1l)3R = 0. 
故 不 存在 多 项 式 P,Q,R ,使 恒等式 
(z-y+lP+(y-z-liQ+(z-2rz+1l)3R=1 
成 立 . 
(2) 令 z&=T-y+lmpn=y-z-lrz=> 一 《+1| 则 
(ut+vt+w) = 1. (人 
在 中 式 左 边 展开 式 的 每 一 项 中 ,zx ,wv,w 的 次 数 至 少 有 一 个 不 小 于 3， 
因此 我 们 可 以 通过 恒 等 变形 得 到 
ww Pti.Q+wR=1. 
故 存在 多 项 式 P,Q,R ,使 恒等式 
(rzr—-yt+1l) P+t+(y-z-1)PQ+(z-xr+1BR=1 


拱 界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 657 


2 


入 内 





成 立 . 
5。149 ” 试 求 所 有 满足 下 列 各 条 件 的 实 系数 多 项 式 f(x): 


(1) f(x) = aoxr®” + aoxz2n + + a 27 + a2n a0 > 0; 


Want 


天 
(2) DJ ara2n 2 < CY" a0a2n; 
j=0 


(3) f(z) 的 2n 个 根 都 是 纯 虚 数 . 

(中 国 国家 队 选 氢 赛 ,1997 年 ) 

[ 解 ] 首先 记 

g(t) = aot” ~ aat 十 十 (一 1)ast™ 于。 十 
(— 1)"a,, 
flr) = (~- 1)"g(- zx’). 

设 多 项 式 f(x) 的 21 个 根 是 + iB1, + i8,,…, 土 iB, 其 中 6 > 0， 
1 = 1,2,…,n. 则 多 项 式 g(1) 的 个 根 为 1; = By > 0,j = 1,2,…,n. 
因此 


U2} 
三 >， tk tka ik, > 0. 


C0 晴 ， 之 央 ，。 之 心 尼 ， 
1 ~ 2 1 


(在 下 面 几 行 式 子 中 ,符号 >》, 下 方 未 标 出 的 求 和 范围 都 是 1 志 1 < 已 
< < k; 过 nn. ) 


2 
(CG)? 2 = [e 2 | 


un 


az 2 
Y 40 
Dy te i i 


d2n 
< 二 2 ‘fe: do 
~ ( | 二 B 2 


42; Ud2n-2j 





C0 un 


注意 到 C3, = > (Gy )?, 并 根据 上 式 和 已 知 条 件 (2) ,可 得 
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U2n - 2 U2n 
Ch = 2 (G0) 
un j=0 [5 
A CQ21 A2n-2 
j=0 uD0 uD 
< (CC 一 


a0 
由 上 式 可 以 看 出 ,对 于 j = 1,2,…,n, 在 以 上 两 式 中 的 “过 ”号 都 恰 为 
“二 ”号 .依据 Cauchy 不 等 式 及 等 号 成 立 的 条 件 可 知 


tl 
记 fj 一 ri 一 1,2,…,n), 我 们 有 
全 2 、 
2 一 CY 广 2 
un 


CQ2j 二 Ca0CGr5， j= 1,2,,n. 
于 是 f(x) = ag(z2 +r)", ag > 0,r>0. 
容易 验证 ,这 样 的 多 项 式 f(z) 满足 题目 的 全 部 条 件 . 
5. 150 给 定 实 数 a. 设 实 多 项 式 序列 | f,(x)} 满足 : 
fo(x)=1, 
frri(x) = rh(r) + flar),n = 0,1,2,.…. 


(1) 求证 :万 (z) = zf 二), = 0,1,2, 
(2) 求 f(x) 的 明显 表达 式 . 
(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1999 年 ) 
[ 解 ] (1) 约定 
Fi(x) = (x -f(r)+ f(ar)— dxf (TE). 
首先 指出 :Fi,1(x) = XR(x) + 雇 (ax). 事 实 上 ， 
Firi(x) 一 XxFi(x) 


一 (x 一 1) fri(r) + Arilar) elzfini (TE)- zx{r 一 
D(x) - zhi(ar) - dtr?fi(E) 
= (x — 1)(xh(r) + flar))+ (arfi(ar) + f(a’x))— 
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光头 


性 全 让 





oraz[ (三 遍 ( 三 )+Az)] - rr 一 了 DAZz) 一 


rhi(axr) 一 orz 及 (三 
= (ar — 1)f(lar)+ fi(a’x)— at''izrfi(x) 
一 F(ar). 
因为 Fo(x) = 0, 所 以 F(x) = 0,n = 0,1,2,…. 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 


f(r) = pi 人 (一 ) = 0,1,2，… 
首先 ,显然 有 ”fo(x) = za 用 (一 
候 设 已 证 得 。 斥 (z) = x 友 (二 ). 则 有 


frr1(x) 一 A farl (= ) 


= (x— Dh(r) + f(axr) -| (二 所 ( 二 )* Ai 人) 
(人 

= (xz -Df(r)+ h(ar)~- a x ((z)a(#)) 

= (x -Df(r) + f(ar)- sizfi (E 


一 F(x) 
= 0 


BE ”Ai(z) = zc 一) 
由 数学 归纳 法 原理 知 ,对 于 任意 非 负 整数 ,都 有 
hao) 
(2) 由 已 知 条 件 可 知 , f(x) 的 次 数 不 大 于 .不妨 设 
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fi(x) = por, k = 0,1,2,- 


由 已 知 条 件 容易 看 出 
py’ = 1,k = 0,1,2,. 
由 已 证 得 的 (1) 的 结论 可 知 
bey = 6 (k=0,1,;j) = 0,1,.k). 
特别 地 
bb®) = ble) = 1,k = 0,1,2,° 
比较 式 子 z 
f(x) = zz) + fui(ax) 
两 边 zw? 和 x” /的 系数 ,分 别 得 到 
全 = 01D + a bid, 
bo = bj + a Ol. 
b¢™) 一 ph" + co ipt. 
由 上 面 的 方程 组 中 ,消去 641*?, 得 (@’ 一 1)6"” = (a” ~ 1)6"1'， 


于 是 有 4b” = “bhi 


(a” ~ 1)(a” ll 了) (a /tl 一 DD) 
Daa-1) 
(1)(eo 一 1 (ax 一 |) 
(of- De -Da 一) 
故 得 
(a” 一 1)(Caz 1 一 1) (an tl 一 1) 
hn) =1+ > DD a XT. 
5.151 7 是 _ 个 下 台数 求 束 系 数 多 项 式 f(z) 的 个 数 ,使 得 其 
系数 属于 集合 10,1,2,31| ,并 满足 f(2) = 1. 
(罗马 尼 亚 国 家 队 选 拔 试题 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 记 
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2 Ye 
让 结识 


2 





f(z) 一 a 十 QIXT+ QT + .十 CR ， 
这 里 上 是 非 负 整 数 ,al0 委 JJ 委 4) € 10,1,2,3}, 且 a 二 0. 
由 /(2) = 7 得 


n=agtar2+a .2 ++ a ' 2 


心 


= | 和 |， (= 0,1,2,.,h) 


这 里 | 和 | 表示 不 超过 人 的 最 大 整数 , 则 
bp € 10,1 


m= bot+6br.2+6 :2 + + Db 2*, 
显然 
0 委 7 私 7 . 
于 是 , 有 一 个 满足 题目 条 件 的 多 项 式 f(x), 对 应 地 , 有 闭 区 间 
[0, 了 | 内 一 个 非 负 整数 ,并 记 作 ， 
gl(f(x))= m, 
这 里 映射 g 的 定义 域 是 满足 题目 条 件 的 所 有 多 项 式 , 值 域 为 | 0, 世 | 


下 面 我 们 证 明 : 若 六 是 | 0 三 | 上 的 非 负 整数 , 则 存在 惟一 一 个 满 
足 题目 条 件 的 整 系数 多 项 式 f(x) ,使 得 
gz)) = m. 
事实 上 , 先 将 用 二 进 制 表示 成 
M 一 co+cl 2+c 2 二 + 二 c，24， 
这 里 & 是 非 负 整数 ,c E 10,1},; = 1 2 , 且 当 加 天 0 时 ,C = 1. 
如 果 存 在 满足 题 设 条 件 的 多 项 式 | 
f(xr) = ao tar 工 二 aa r+ +a:z 


i 


glf(x))= 7 
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n= C0 二 Qi -2+ao 22+…+a 2 
Cj 一 et (; = 0,1,2,.",k); 


| 至 |= 0， (j=k+1,.…,t) t 之 上 . 


若 Co = 0, 则 ao = 0 或 1. 因 为 n 一 ao 是 2 的 倍数 ,所 以 ao 与 2 
奇偶 性 相同 , 当 ”是 偶数 时 ,ae = 0; 当 n 是 奇数 时 ,ao = 1. 

若 Cs = 1, 则 ao = 2 或 3, 同 样 的 道理 , 当 n 是 偶数 时 ao = 23; 当 
n 是 奇数 时 ,ao = 3. 

因此 ao 可 由 co 和 的 奇偶 性 惟一 确定 .并 且 na60, 是 2 的 倍数 . 

设 co,al,…,ai-l 可 由 coycl mcG-1 和 7 惟一 地 确定 ,并且 


72 -ao-al: 2-…-a- 2 是 2 的 倍数 . 第 
当 c =0 时 , 则 w = 0 或 1. 因 为 多 二 
7-ag-al:2- -a 2 -a:2 项 让 
是 217! 的 信 数 ,所 以 ,如 果 ~ 
1 -ao-al:2-…-a- 2 是 2 的 倍数 ,那么 w = 0; 
否则 = 1 
同 理 , 当 c= 1 时 , 则 a; = 2 或 3. 如 条 
1 -ao-al:2-…-a- 2 是 2 ”的 倍数 ,那么 ai = 2; 
否则 a; = 3. 
因此 ,a; 也 被 惟一 地 确定 ,并 且 
71 一 00 一 1 2 一 一 Qi-1， 2 一 0i 2i 是 221 的 倍数 . 
于 是 a0,al1,a2* ,ak 都 可 依次 惟一 地 被 确定 . 
此 时 ， 


A=n-(agtar'2+a2:22+… + Qs*2*), 是 2*11 的 信 
数 .由 于 

和 |= 0(j = k+l,k+2,..,1) 
因此 z 

a; € {0,11(j = k+1,k+2,.,). 
从 而 

人 ET“ 2A+1 十 CA+2 " 24+2 十 十 Ci 2 是 A 的 二 进 制 表 达 式 ， 
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所 以 Rt dt29 "0 都 是 被 惟一 确定 的 。 
因此 映射 g 是 满足 题目 条 件 的 所 有 整 系数 多 项 式 到 [0 过 | 上 的 
所 有 非 负 整 数 的 一 一 对 应 ,从 而 满足 题目 条 件 的 所 有 整 系数 多 项 式 的 


个 数 等 于 | 0, 刀 | 上 所 有 非 负 整数 的 个 数 | 之 | + 1, 这 里 | 之 | 表示 不 


9 次 六 


超过 二 的 最 大 整数 . 
5.152 ”是 否 存 在 多 项 式 P(z),Q(z),T(z) 同时 满足 下 述 条 


件 : 
(1) P(x),Q(xr),T(x) 的 每 个 系数 都 是 正 整 数 . 
2 
(2) Tz) = C2 -3r+3)P(zr) = ( 亏 -区 + 5 )Q(z). 


(越南 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 条 件 (2) 等 价 于 
60T(x) = 60(x* — 3r+3)P(xr) = (3z2 -4xr + 5)Q(x). 
因为 x* -3z + 3 与 3x? 一 4x +5 没有 公共 根 ,所 以 可 设 
P(x) = (3x* -4x + 5)S(zx), 
Q(x) = 60(x* ~ 3xr + 3)S(xz). 
于 是 ,有 
T(x) = (x* -3r+3)(3x* — 4r+5)S(zx). 
下 面 只 需 选 择 S(x), 使 得 由 四,@,.@ 式 计 算 所 得 的 P(x 
Q(x),T(z) 的 系数 都 是 正 整数 .为 此 ,选取 
S(x)= (r+1)",nEN. 
于 是 ， 


P(x) = (3x* ~ 4r+5)(x" + Clix” + Cx" ?++ Cir+1) 


© OO 


er 


3 


"i 
= 37 + (3Cl - 4)r"t! + > (3Ct+l — 4C + 
kl 


SC zt (SC 1 —4)r+5 
若 P(x) 的 系数 都 是 正 整 数 , 则 


J > @ 
3C 一 4 +SCL >0,1 委 有 二， -1 (©) 
sc 4 > 0 © 
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7 之 2. OD 
由 名 得 
nl! nl 
。 一 4， 一 + 5S. 
3 (k+l1)i(n—m-k-1)! kl(n —k)! 
71 1 
(上 一 1 —-k+1)! > 
即 
3(7 ~ kn ok+1)-4(k+1)(n k+l1)+Sk(k+1) 
> 0， 
展开 ,并 化 简 ,得 
3n* — 10kn + 1282 -n+2k-4>0 
妈 


3n7: — (10k + 1)n+ (12k*+2k-4)>0 
由 于 当 & 写 2 时 ,判别 式 
A = (10k + 1)*— 12(12k* + 2k — 4) 
=— 4(11k* + kk)+49 
< 0， 
从 而 当 上 之 2 时 ,对 任意 自然 数 7,@ 式 都 成 立 , 当 衣 = 工时 ,的 式 化 为 
3n 一 1l+10>0，: 


从 而 

几 二 1 或 n 宇 3. 
因此 ,由 人 oO 得 

nn 二 1 或 n 宇 3 ©@ 
由 人 @@O 得 

1 之 工 . (0 
由 已 .四 .加 得 

n 之 3. DO 
XX 


Q(z) = (7237434 I" 


rt2 十 (Cl 3)x n+l + 2 


=1 


a [3 2 k+l 
x 十 
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(3C" 1 一 3)7 十 3， 
”车 Q(x) 的 系数 全 是 正 整数 , 则 


代 Ci-3>0, ® 
ee -3Ce +30!>0, (3 
3C0 -3>0. (9 
由 人 人 得 
nn 让 4 (DD 
由 思 得 
1 nl! 
(有 +1)IC2 一 下 一 1)1 3. kl(n — k)! 二 
好 | 
CDOTDT> 
即 z z 
(n -kno-k+1)-3(k+1)(n -k+l1)+3k(k+1) 
> 0， 
展开 ,并 整理 ,得 
n  — (Sk+2)n+(7k*+2k -3)>0. 心 


当 上 之 6 时 , 它 的 判别 式 
A = (Sk+2)° — 4(7k° + 2k— 3) 
~— 3k*+12k+16 
~~ 3k(k—4)+16 
<0 
从 而 , 当 上 之 6 时 ,对 任意 自然 数 ,人 8 式 成 立 . 
当 &= 1 时 ,6 式 化 为 
(nr — 1)(n 一 6) >0; 
当 = 2 时 ,QB 式 化 为 
n? ~ 12n + 29 > 0; 
当 衣 = 3 时 ,46 式 化 为 
(7 一 6)(2 一 11) >0; 
当 = 4 时 , 电 式 化 为 
(7 一 9)(72 一 13) >0; 
当 &=5S 时 , 曲 式 化 为 
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(7 — 13)(n— 14)>0. 
因此 当 之 15 时 ,@ 式 都 成 立 , 从 而 @ 式 成 立 . 
由 名 得 
7 之 2. 
于 是 , 当 ) 立 153 时 ,四 .四 . 向 成立, 从 而 Q(z) 的 系数 全 是 正 整 数 . 
综 上 所 述 可 知 , 若 取 ， = 18, 即 取 
S(zr) = (xr + 1)%, 
则 
P(x) = (3x° ~ 4xr+5): (xr +1)%, 
Q(x) = 60(x* — 37x+3). (x + 1), 
T(x) = [(3x* ~ 4r+5)(x +1P](x ~3x+3). (r+1)°], 
并 且 P(x),Q(x),T(x) 的 系数 全 是 正 整 数 .因此 ,满足 题目 所 有 条 件 
的 多 项 式 P(x),Q(x),T(x) 存在 . 
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二 i 洪 





3 或 六 


第 1 节 函数 的 值 


之 试 求 :sint4 + cos49 的 值 . 
(中国 北 京 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 


[ 解 ] sin40 + cos40 = (sin20 + cos:0)* — 2sin2gcos20 


6.1 已 知 cos20 = 


| 


1 Do_ 1 1 ;，  :， 
1 7 Sin 20 = 1 > 1 cos’20) 


1, 1 2 
= 十 7 OOS 20 
1 .1.2 
2 2 9 
_1 
18- 
6.2 定义 域 为 正 整数 的 函数 f, 满 足 : 
Ag ) ( 当 之 1000 时 )， 
La ( 当 < 1000 时 ) 


求 F(90). 
(日 本 数学 奥林匹克 代表 队 选 拔 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 记 扬 (n) = ff fn)…). 


m 个 


因为 ” 90 +7x130 = 1000， 
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所 以 f(90) = fF(97) = … = f°1(1000). 
又 f(1000) = 997; 
f(999) = f(f(1006)) = f(1003) = 1000; 
f(998) = f(f(1005)) = f(1002) = 999; 
f(997) = f(f(1004)) = f(1001) = 998. 
因此 , 产 (1000) 的 值 在 997 -> 998 -> 999 一 1000 一 … 之 间 循 环 
出 现 , 并 以 4 为 周期 . 
因为 131 二 4 = 32 余 3， 
所 以 f(90) = f°31(1000) = 户 (1000) = 999. 
6.3 f(x) 定义 在 正 整 数 集 上 ,并 且 
(1) 对 任 一 正 整 数 ,f/f(f(n)) = 4n 二 9; 
(2) 对 任 一 非 负 整数 有 上 , F(24) = 24+1 + 3. 
试 确定 f(1789). 


二 各 


(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 1789 =9+4x9+42x9+4x9+44X22， 
而 fl4n +9)= f(f(f(n))) = 4f(n)+9 
所 以 f(1789) =9+4F19+4Xx9+4Xx9+43X22) 
=9+4x9+4f(9+4x9+4 x22) 
~9+4xX9+4x9+4f(9+4x2) 
=9+4x9+4xX9+4 x9+4f(2) 
~=9+4xX9+4x9+4PxX9+4x(23+3) 
= 1789 + 1792 
= 3581. 
6.4 设 Fz) = x 一 x+1. 证 明 : 对 于 任意 自然 数 m > 1, 数 
m, fm), ff m)), 两 两 互 质 . 
(第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 显然 AF0) = 1,f(1)=1. 


令 (rx) = AFCF (fT)))), (an = 1,2.…). 
nm 个 f 


则 (0)=1 (7 = 1,2,.…), 
即 户 (z) 的 常数 项 都 为 1. 因此 ,对 于 任意 整数 n,f(m) 除 以 mm 的 余 
数 等 于 1, 即 mx 与 f,(m) 互 质 . : 
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令 mm = fh(m), 易 证 m” > 1. 我 们 用 m 代替 上 面 讨论 中 的 mm， 
可 以 知道 ,fwc(m) = (fh(m)) = flm) 与 hh(m) = m 互 质 . 
由 上 和 的 任意 性 知 , flm), ff(f(m)),… 两 两 互 质 . 
综 上 所 述 ,m,f(m),f(f(m),… 两 两 互 质 . 
6.5 若 log(logsz) = logse(log2x+), 求 (log2z)“. 
(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 


六 


[ 解 ] 由 换 底 公 式 ， 





] ， 
logs (logsx ) = log ( 2 ]， 
log; (log2 x ) 
logs (logs x ) = 一 一 3 < . 


令 y = logzz, 则 


3 
了 
好 加 > 
注意 到 y 关 0, 故 得 
y* = 27， 


即 (logyx)* = 27. 
6.6 计算 4(cos15" 一 isin15").5(sin15" 一 icos15°), 并 且 以 a+ 
bi 表示 其 积 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1962 年 ) 
[ 解 ] 原 式 = 20(cos15° - isin15°)(- i)(cosl5° + isinl5°) 
= (~ 20i) (cos0" + isin0 ) 














= — 201. 
6*7 asb,c,d 是 任意 正 实数 .下 述 和 式 
a b ce d 
SidaaipictDrcradat2l+cra 的 值 在 
什么 范围 内 ? 


(第 16 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
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[ 解 ] 
a 6 a b 
十 十 
at+b+d aa+p+c a+b a+b 
— C d 
辣 理 priciadtarcra < 
故 S < 2. 不妨 设 ae 之 8 三 c 亿 Cg, 则 有 
a b C a 
一 一 一 一 十 一 一 一 十 + 
CT+P+C a+pb+c a+b+e a+pb+ire 
4thb+t+cetd、 
A+p+rec 
若 令 a = c = 1, 则 当 吉 和 qd 充分 小 时 ,S 可 以 任意 接近 2, 又 若 令 
a 二 6 二 1, 则 当 c 和 4a 充分 小 时 ,S 可 以 任意 接近 于 1, 故 S 的 范围 是 
开 区 间 (1,2). 
6.8 已 知 sina + sin8 = p,cosa + cosB = 9g, 试 求 sin(a + 8) 和 
cos(a + 8) 的 值 . (中 国 北京 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
[ 解 ] 首先 由 已 知 条 件 可 知 p,q 的 绝对 值 都 不 能 大 于 2, 已 知 : 








= 1]， 




















9 之 





sina + sinf = p,， (D 
cosa 十 cos 有 = g. © 
将 .两 边 分 别 平 方 得 
sin’a + sin28 + 2sinasing = p?, (3) 
cos’a + cos:8 + 2cosacosB = gq?. 4) 
将 @ 与 @ 两 边 分 别 相 加 ,得 
2 + 2(cosacosh + sinasin8) = go + pr”, 
即 2[1 + cos(a - 有)] = gq* + p. © 
由 - 包 得 
cos2a + cos28 + 2cos(a + B) = 0 一 户 ， 
山 2cos(a + B)[cos(a — B)+1)]= 9 — pp’. © 
(DxQ 扣 得 
sin(a + B)+ (sin2e + sin28) = pq, 
即 sin(a + B)L1 + cos(a ~ B)) = pg. 


将 加 分 别 代 入 @@ 和 全, 得 
(p* + gq’)cos(a + B) = gq — p?, 
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a 


(p* + gq’)sin(a + 8) = 2pg. 
当 p、g 不 全 为 零 时 ,得 





2pg 
sin(@a + B) 二 ; 
2 2 
| _ 9 一己 
cos(a + B) rp 


当 p=g=0 时 ,由 人 得 sin8 = 一 sina,. 
由 办 得 ”cosB = -cosa. 
所 以 sin(a + B) = sinacosB + cosasinB8 
= sina(— cosa) + cosa(— sina ) 
一 一 Sin2a， 
cos(a + B) = cosacosB — sinasing 
= cosa(~ cosa) — sina(— sina) 
一 一 COs20. 
在 这 种 特殊 情况 下 ,所 求 的 解答 不 定 . 
6.9 需 数 了 定义 在 目 然 数 集 上 , 且 满 足下 列 条 件 : 
(1) f(1) = 1; 
(2) fl2n) = fln), fl2n + 1) = f(2n)+ 1(n 守 1). 
当 1 委 2” 委 1989 时 , 试 求 出 f(n) 的 最 大 数 wx, 并 且 求 出 有 多 少 个 
n(l1 过 nn 1989), 使 f(n)= 2 
(爱尔兰 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 我 们 来 证 明 : 若 a 是 用 二 进 制 表 示 的 数 , 则 f(a) 是 a 的 各 
位 数字 之 和 .事实 上 , 当 a 是 个 位 数 时 , f(1) = 1, 命 题 成 立 ;假设 a 是 n 
位 数 时 ,命题 成 立 , 即 当 a = a02” t+ ai22 十 十 Q | 时 , f(a) = an 
了 CI 十 十 Cn-l 
二 进 制 的 n + 1 位 数 有 两 种 情况 : 
(1) 2a =.a02” + al2" +…+a 1 2, 它 的 各 位 数字 之 和 为 al 
+ al+…+oarcl= aa) 又 F2a) = Fa), 即 FA2.a) 的 各 位 数字 之 
和 是 2a 的 各 位 数字 之 和 . 
(2) 2a +1 = ao22+al21+…+arl 2+1 它 的 各 位 数字 之 
和 和 是 


ao+al+…+ancl+1= fla)+1. 


672 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





又 fl2a 1) = Fo2a)+1= f(a)+1, 即 f(2a + 1) 也 是 2a+ 


1 的 各 位 数字 之 和 . 
这 样 我 们 用 数学 归纳 法 证 明了 当 a 是 用 二 进 制 表示 的 数 时 , f(a) 


是 a 的 各 位 数字 之 和 . 
因为 20+2?+…+2+1=21-1=2047 > 1989, 又 1989 = 2 


+29?f+28+27+25+22+1=(11111000101)，， 
所 以 Max = 10. 
不 超过 十 进 制 1989 的 二 进 制 为 一 个 十 位 数 , (1111111111)2 = 
1023 和 四 个 十 一 位 数 (10111111111), = 1535， 
(11011111111)，= 1791,(11101111111), = 1919, 


(11110111111), = 1983. 
所 以 Ms = 10, 当 1 之 nn 达 1989 时 ,有 5 个 nn 使 f(n) = 10. 
6. 10 ”下 列表 中 的 对 数值 中 有 两 个 是 错误 的 ,请 予 纠正 . 


Er 














(中 国 高 中 数学 联赛 ,1981 年 ) 


[ 解 】 igl.5 和 1lg7 的 值 是 错误 的 ,应 分 别 纠正 为 3a~b5+c-1 和 
28 十 ec， 

理由 如 下 : 

我 们 从 三 个 质数 3,5,7 的 对 数 着 手 来 进行 分 析 : 

(1) 车 lg3 关 2a -0, 则 lg9 = 2lg3 关 4a 一 26,lg0.27 = 3lg3 一 2 
关 6a 36 -2, 从 而 表 上 有 三 个 对 数值 是 错误 的 ,与 题 设 了 矛盾, 因此 


上 iitAthMUkHA co 





纪 普 六 


lg3 = 2a~b QD 
(2) 若 lg5 关 a+c, 则 l2 =1-1lg$ 和 关 1-a 一 ec, 并 且 1lg8 = 3lg2 
了 3 一 3a ~3c,lg6 = lg3+lg2 关 1+a 一 6 一 c, 表 上 也 有 三 个 对 数值 
是 错误 的 ,与 题 设 矛盾 ,因此 : 
lgSs =a+t+rc 全 
由 个 和 @ 就 可 看 出 表 上 lg1.5 的 值 是 错误 的 ,应 纠正 为 : 
lg1.$= le38+les~1=3a-6+c—1. 
现在 考察 表 上 lg0.021,lg2.8,lg14 三 个 值 . 
ig0.021 = lg3 + jg7 ~ 3, 


则 24a+b+c-3= (2a-6)+(26+c)— 3; 
lg2.8 = 2lg2 + lg7 — 1, 

则 1-2a+2b~c=2(l1-a-c)+(2b+c)-1; 
lgl4 = lg2 + lg7, 


则 1-a+2b= (1-a—-c)+(26+ ce). 
如 果 lg7 = 2(65 + c) ,那么 表 上 lg0.021,1g2.8,lg14 的 值 都 是 错误 
的 ,又 与 题 设 矛盾 .因此 , 表 上 lg7 的 值 是 错误 的 ,应 纠正 为 : 
lg7 = 2b + 5. 
6. 11 负数 f(x,y) 对 所 有 的 非 负 整数 x 、y, 满 足 
(1) f(0,y) = y+1; 
(2) f(x +1,0) = f(x,1); 
(3) f(x+1,y+1)= flr,f(zx+1,y)]; 
试 确定 f(4,1981). 
(第 22 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 令 x = 0, 由 (2),(1) 得 
f(1,0) = f(0,1) = 2. 
由 (3),(1) 得 
fl,y+1)= fl0,f(1,y)) 
= f(l,y)+1 
= fl(l,y—1)+2= .= 
= f(1,0) + (y+ 1), 
即 fll,y+1)=2+(y+1) . @ 
利用 (3),@ 推导 : 
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f(2,y+ 1) 
= fl1,f(62,y))] = 2+ fC62,y) = 2+ fl1,f(2,y— 1)] 


~=2x2+ f(2,y—1)=… =2x(y+1)+/f(2,0) 
由 (2) 得 f(2,y+1)=2Cy+1)+f(1,1) = 2(y+1)+2+1, 
即 f(2,y+1)= 2(y+1)+3 (3) 
利用 (3), 推导 


fl3,y+1) = fL2,f(3,y)] = 2f(3,y)+3 
= 2f[2, f(3,y— D1+3 
= 2f(3,y—1)+2x3+3 
= 22f[2,f(3,y—2)] +2X3+3 
27, y—-2)+2x3+2xX3+3 


= _ por fl3, 0)+27x3+…+2x3+2x3+3 
= 27+1f(2,1) +3(27+…+2+2+1) 





+ 2 ~ 1 
= 2 .5+3 7 
一 S.2>ti+3.22+ 一 3 
= 8. 2 一 3， 
即 fl3,y+1) = 23 一 3. © 





利用 (3),@ 推导 
f(4,y+1)= fl3,f(4,y)] = 2 2 一 3 
即 fl4,y+1)+3 = 24 


23+ 九 4， »-1) 


23+/(4.0) 
= 27 iy+ 1 个 . 
因 f(4,0) = f(3,1) = 2 -3， 
3+ f(4,0) = 24 = 22 ， 
所 以 


2 


fl4y+D)+3=27 iy+ 4 个 ， 
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鲜 并 次 


f(4,1981) + 3 = 22 ”11984 个 ， 


故 F(4,1981) = 一 3+22 ”11984 个 ， 
6. 12 f(x) 是 定义 在 正 整 数 集 上 , 取 非 负 整 数值 的 函数 , 且 对 
所 有 mn 有 : 
fmt+n)—- fm)- fl(n)= 0 或 1; 
f(2) = 0, f(3) > 0, f(9999) = 3333. 
试 求 : f(1982). 
(第 23 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 令 坟 = = 1, 则 f(2) = 2f(1)+ (0 或 1). 因 为 f{2) = 
0, 所 以 2 了 (1) + (0 或 1) = 0. 又 f(1) 是 整数 , 故 有 f(1) = 0. 
令 芭 二 2,n = 二 1, 则 
fA(3) = f(2)+ fA(1) + (0 或 1)， 
f(3) = (0 或 1), 又 因 f(3) > 0, 所 以 f(3) = 1. 
邻 区 = 二 n+1, 则 
fl3n+3)= f(3n)+ f(3)+ (0 或 1) 
= f(3n) + (1 或 2)， 
因此 f(3(n+1)) 守 ff(3n)+1. 
由 归纳 法 得 f(3n) 实 nn. 
然而 , 奋 f(3n) > n 对 某 个 成立 , 则 对 所 有 更 大 的 数 也 成 立 . 
因为 f(9999) = 3333, 所 以 对 于 n 近 3333， 
有 f(3n) = n( 其 中 过 3333). 
最 后 1982 = f(3 x 1982) 守 f(2 x 1982) + f(1982) 
之 3f(1982). 
即 f/f(1982) < 1982/3 < 661. 
又 f(1982) 之 f(1980) + f(2) = 660， 
所 以 ff(1982) = 660. 


6.13 对 于 f(x)= [xj+t+[2r]+ [3]+ [3zj + [4x 1], 


当 实 数 z 在 0 志 xz 志 100 变动 时 , 试 求 所 能 得 到 的 相 异 整数 值 的 个 
数 . 
(第 5 届 亚 太 地 区 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
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[ 解 ] 首先 ,对 于 0 所 二 委 100 x 可 惟一 写成 > 一 3n 二 之 的 形式 ， 
其 中 为 非 负 实数 ,0 这 x 之 3. 因此 ,了 f(x) = fl(3n + zz) = 35n+ 
f(x). 
其 次 ,将 [0,99) 分 成 33 个 小 区 间 [n,n +3),n = 0,3,6,9,…,96. 
则 x 限制 在 每 一 个 小 区 间 时 , f(x) 的 相 异 实数 值 的 个 数 都 相同 . 因此 ， 
我 们 只 需 考虑 x E [0,3) 的 情形 即 可 .了 是 非 递 减 的 阶梯 函数 ,所 以 x 


为 的 一 个 跳跃 点 的 充分 条 件 是 x 至 少 为 [x],[2x]， x [37] 
[4z] 之 一 的 一 个 跳跃 点 . 因此 ,在 [0,3) 中 ,f 有 22 个 如 此 的 跳跃 点 ， 


cn | 
ku 


所 以 , 当 x € [0,3), 则 了 有 22 个 相 异 整数 值 .如 此 ,在 [0,99) 中 ， 
六 有 22 x 33 = 726 个 相 异 整数 值 . 

最 后 ,考虑 x € [99,100] 的 情形 , f 在 [99,100] 中 的 相 异 整数 什 
的 个 数 和 了 在 [0,1j] 中 的 相 异 整数 值 的 个 数 是 一 样 的 .而 f 在 [0,1] 中 


的 跳跃 点 是 0, 寺 ,二 , 寺 了 和 3 1 共 8 个 .因此 f 在 [0,1] 中 有 8 


个 相 异 整数 . 
如 此 ,了 在 [0,100j] 中 共有 726 + 8 = 734 个 不 同 的 整数 . 
6. 14 定义 在 有 序 正 整 数 对 上 的 函数 f 满足 下列 三 条 性 质 : 
(1) f(x,x) = Xx， 
(2) f(x,y) = f(y,7x); 
(3) (rx + y)f(r,y) = yf(x,r + y). 
试 计算 : f(14,52). 





(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 (3) 得 


f(r,rt+y)= 
于 是 当 ~ > x 时 ,有 
f(x,2) = 一 -zz x). 
之 六 . 





A f(x,y). 
YY 
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a 


故 
_ > 
f(14,52) = 3%/(14,38) 
-32. 


38 . 
= 38 34 1 (14,24) 


52 24 
= 34 ° 107(14,10) 


32 
= 107(10,14) 


52 14. 
-0 7 f(10,4) 


_ 91 ， 


4. 

6. 15 对 任意 的 正 整数 ,fi1(k) 表示 上 的 各 位 数字 的 和 的 平 
方 ,并 且 

fk) = fi(fi(k)),n 2. 

求 ; flogs(11). 
(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 得 

fi(11) = (1+1)*=4, 

f2(11) = f1(4) = 4 = 16, 

f3(11) = f1(16) = (1 + 6)* = 49， 

fa(11) = f1(49) = (4 + 9)* = 169, 

fs(11) = f1(169) = (1 + 6 +9)? = 256, 

FU) = f1(256) = (2+S+6) = 169, 
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f7(11) = f1(169) = 256. 
由 此 可 以 看 出 , 当 n 守 4 时 ,f,(11) 的 值 有 规律 地 交替 出 现 , 即 
£11) = 169，n 是 大 于 3 的 偶数 时 ， 
” 256， nn 是 大 于 3 的 奇数 时 . 
故 fioggs(11) = 169. 
6. 16 求 10ctg(arcctg3 + arcctg7 + arcctg13 + arcctg21) 的 值 . 
“(第 2 届 美 国 数学 洲 请 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 邻 a, =1tnt nn?, 则 al = 3,a; = 7,ay = 13,a4 = 21. 
我 们 先 来 证 明 一 个 公式 : 
arcctg(1 + n+n) = arctg(n+1)— arctgn. OQ) 
事实 上 ,我们 可 以 设 
a = arctg(n + 1),f = arctgn. 


于 是 0<a<F,0<B<F' 有 a>p0<a-p<T. 


又 ctgL arctg(n + 1) ~ arctgn | 
= ctg(a 一 B) 
_ 1+ tga.tgp 


tga — tg8 
1+(n+1l).n 


(n+1)—-n 
1 十 7 十 712. 


| 





所 以 

arcctg(1 二 7 十 7 ) = arctg(n + 1)— arctg?, 
令 bl = arcctg3 + arcctg7 + arcctgl3 + arcctg21. 
由 公式 外 可 得 

arcctg3 = arctg2 ~ arctgl ， 

arcctg7 = arctg3 ~ arctg2 ， 

arcctgl]3 = arctg4 ~ arctg3, 

arcctg21 = arctgS — arctg4. 
以 上 四 式 相 加 得 

0 = arctgS 一 arctgl. 
于 是 


10ctg(arcctg3 + arcctg7 + arcctgl3 + arcctg21) 
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10ctgb 
= 10ctg(arctgS ~ arctgl ) 
0 
6 17 函数 了 定义 在 整数 集合 上 ,并 满足 
7 一 3， 当 之 1000; 
fl(n) = 


fl(fln+5)),， 当 7 < 1000. 
求 f(84). , 


Hl 


3 


(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 因为 84+Sx184 = 1004 > 1000, 所 以 
f(84) = f+f(1004) = f+ f(1001) 


185 个 184 个 

= ff(998) = ff(1003) 
183 个 184 个 

= f°…f(1000) = ff(997) 
183 个 182 个 

= ff(1002) = ff(999) 
183 个 182 个 

= ff(1004) = … 
183 个 

= fff(1004) = …: 


= f(1000) = 997. : 
引申 ”可 以 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 更 强 的 结论 : 
997, 当 nn 是 小 于 1000 的 偶数 ， 
/2) | go8, 当 % 是 小 于 1000 的 奇数 . 
6.18 设 NN 为 正 整数 集 ,在 N 上 定义 函数 如下， 
(D f(1) = 1,f(3) = 3; 
(ii) 对 2 和 六 ,有 
fl(2n) = fln), 
fl4n+1)= 2f(2n + 1)- fn), 
fl4nt+3)= 3f(2n +1) -2f(n). 
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试 求 所 有 的 nn, 使 nn 过 1988 且 ff(n)= 1. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 】 由 条 件 (i) 和 (;;) ,我 们 可 经 计算 得 下 表 


n i 2 3 4 . 3 6 7 8 9 
f(n) ] 1 3 1 S 3 7 1 9 
ls Tn TsT | 


or oo 
a oo 
1010 | 1011 1 1100 1 1101 | 1110 | 11i1 | 10000 10001 
or ro on on) oom 


于 是 ,我 们 猜想 : f(n) 等 于 表示 nn 的 二 进 制 数 全 部 反 序 而 得 到 的 二 进 
制 数 . 

下 面 ,我 们 先 证 明 这 个 猜想 是 正确 的 . 

事实 上 , 当 ”= 1,3 时 ,上 述 猜 想 成 立 . 

假设 < & 时 上 述 猜 想 成 立 . 我 们 来 证 明 ， = 大 时 上 述 猜 想 也 成 































流 多 
生效 渍 





Et 


事实 上 ,如 果 & 是 偶数 ,那么 可 设 & 的 二 进 制 数 为 (aiay_1…a10)，， 
和 的 二 进 制 数 为 (aa 1…a1), 此 时 根据 已 知 条 件 和 归纳 假设 可 得 


7 = /了 = (a1…ai-1a1)2. 故 上 为 偶数 时 ,猜想 成 立 
如 果 & = 4m + 1(m € N) ,那么 可 设 上 的 二 进 制 数 为 
上 三 4 了 2 十 = (ama01),. 
于 是 
7 一 《aa ao) ,2m+1= (aa -1…azl)). 此 时 ,根据 已 
知 条 件 和 归纳 假设 可 得 
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fl4m+1)= 2f(2m+1)- fm) 
= (1a2’**a/-1410)2 — (a2°**a1-1a1)2 
= 2 +2f(m)- f(m) 
= 2:+ fl(m) 
= (10a2. ay_1a1)2. 
这 就 是 说 ,k = 4m + 1 时 猜想 也 成 立 . 

同 理 可 证 ,& = 4m + 3 时 猜想 也 成 立 . 

根据 数学 归纳 原理 ,猜想 得 到 证 明 . 

根据 所 证 猜想 ,满足 f(nn) = 2 的 充分 必要 条 件 是 


712 一 (alia2……ay)2 一 (aiaj -ai)2. 


即 Qa; 一 C++; (1 一 1,2,…,| |) 
当 ? 的 二 进 制 位 数 为 偶数 2S 时 ,满足 上 述 条 件 的 ?是 2 个 ; 当 


n 的 二 进 制 位 数 为 奇数 2; + 1 时 ,满足 上 述 条 件 的 有 2: 个 . 
注意 到 1988 = (11111000100)， ,而 比 这 个 数 大 的 满足 f(n) = > 
的 11 位 二 进 制 数 只 有 两 个 : 
(11111111111); 和 (11111011111)，， 
因此 所 求 的 数 的 个 数 为 
(1+1+2+2+4+4+8+8+16+16+32)—2 
= 92. 
6. 19 ”全体 正 整 数 的 集合 可 以 分 成 两 个 互 不 相交 的 正 整数 子 集 
{fC1), F062) ,0 , fln), |, ig(1),g(2),,g(n),}, 
式 中 f(1) < f2) < < fn) < … 
g(1) < g(2) < < gn) < … 
且 有 g(n) = f(f(n))+1 (n 宕 1) 
求 : f(240). 


EE 洪 访 


(第 20 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 】 我 们 先 来 证 明 以 下 三 个 等 式 : 


g(n) = fl(n)+n OD 
FFC = fln)+n-l OO 
ff(n) +t1)= fl(n)+n+l 3) 


事实 上 ,假设 f(n) = 有, 则 g(n) = FA) + 1, 于 是 两 个 互 不 相交 
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的 集合 

if(1), fF62), 3) , A(R)! 和 jig(1),g(2), 8(3),", gln)| 
中 包含 所 有 从 1 到 g(2) 的 自然 数 .计算 一 下 这 两 个 集合 中 元 素 的 个 数 
就 可 以 得 到 


g(n)= kti+n, 
即 g(n)= f(n)+n. 
故 人 式 成 立 . 


又 由 tn= g(n) = f(k&)+1 得 
fl(k8)=k+no-l1l, 
即 CAR) = fln)+n-l, 
故 他 式 成 立 . 
令 下 = ff(n)1,G = jg(n)),n = 1,2,3,…. 由 等 式 
g(n) 一 1 = f(f(n)) 
可 知 ,g(n) -1 是 下 的 元 素 .因此 不 可 能 有 两 个 连续 的 整数 都 是 G 的 
元 素 . 
又 因为 &k+ nn 是 G 的 元 素 , 所 以 k+n 一 1 和 +n+1 都 是 下 的 
元 素 , 并 且 是 下 的 两 个 相 邻 的 元 素 . 由 @ 可 知 
ffln)+1)=k+nt+l1,. 
印 fifin)+1)= fln)}t+ntl. 
故 @@ 式 成 立 . 
下 面 ,我们 利用 D.@@. 三 个 式 子 , 来 逐步 求 出 f(240). 
事实 上 ,由 sg( = f(f(1))+1> 1 得 了 (1) = 1, 从 而 得 
g(1) = 2. 
由 思 得 2)= Ff) +1)= f(1)+1+1=3. 
由 所 得 3)= f(f(2)) = f(2)+2-1=4, 
f(4) = f(f(3)) = f(3)+3-1=6, 
f(6) = f(f(4)) = f(4)+4-1=9, 
f(9) = f(f(6)) = f(6)+6-1= 14, 
f(14) = f(f(9)) = f(9)+ 9-1= 22, 
f(22) = f(f(14)) = f(14)+ 14—1 = 35, 
f(35) = f(f(22)) = f(22) + 22-1= 56, 
f(56) = f(f(35)) = f(35) + 35— 1 = 90. 
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由 得 91) = Af(f(56) + 1)= f(56)+ 56+ 1 = 147， 
f(148) = f(fF(91) + 1) = f(91) + 91 + 1 = 239, 
£f(240) = f(f(148) + 1) = f(148) + 148 + 1 = 388. 
6.20 设 f(n) 是 定义 在 自然 数 集 上 的 函数 ,并 且 所 取得 的 清 数 
值 也 在 自然 数 集中 . 试 证 : 如 果 对 于 每 一 个 自然 数 ,f(n + 1) > 
f[f(n)j, 那 么 f(n) = 2 对 于 每 一 个 值 都 成 立 . 
(第 19 届 国际 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 我们 先 来 证 明 , 若 六 六 7 , 则 fm) 守 1. 
事实 上 ,nn = 1 时 ,对 于 任意 自然 数 mm, 都 有 f(m) 之 1, 故 结论 成 


nt 


Er 


说 n 三 时 结论 成 立 , 即 车 mr 宇 , 则 fl(m) 宇 上 上 . 
当 n = 上 +1 时 ,由 ww 宇 n 得 mr 守 k+1, 从 而 m 一 1 宇 &. 根 据 
归纳 假设 ,得 f(m -1) 宇 &. 青 根据 归纳 假设 ,又 得 f(f(m -1)) 宇 上 . 
于 是 由 已 知 条 件 ,得 

fm) > flflm — 1))k, 
故 ff(mm) 守 +1, 即 == 上 有 + 1 时 ,结论 也 成 立 . 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 n ,结论 都 成 立 .特别 地 , 取 六 
= nn ,得 

f(n) 宇 1， 
由 外 得 f(f(n)) 之 f(2), 
由 已 知 fl(n+1)> f(f(n)), 
由 四. 四 得 fl(n+1)> fln). 
这 表明 函数 上 是 严格 递增 函数 ,因而 由 @ 可 得 

nt+l> fn) | 也) 

由 四 .四 得 Fa) = nn. 

6 .21 27 是 不 小 于 3 的 自然 数 , f(n) 表示 不 是 ”的 因数 的 最 小 
自然 数 (例如 f(12) = 5$) .如果 f(n) 守 3, 又 可 作 了 (了 (n)). 类 似 地 ,如 
来 搬 F(Ca)) 之 3, 又 可 作 f(f(f(n))) 等 等 .如 果 

Ff( fn)%)) = 2, 
Ek 个 f 
就 把 上 & 叫做” 的“ 长度” 
如 采用 7, 表示 的 长 度 , 试 对 任意 的 自然 数 n(n 之 3), 求 7, ,并 证 
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明 你 的 结论 . 
(第 3 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 对 自然 数 nn 分 情况 讨论 . 
情况 1;n 为 奇数 . 
此 时 , f(n) = 2, 所 以 1 = 1. 
情况 2:n 是 偶数 . 
此 时 ,我 们 设 n = 24(27m + 1), 其 中 4a 衬 1,m 宇 0. 
若 所 有 满足 1 < 上 < 2“… 的 奇数 1 都 是 的 约 数 , 则 
fl(n) = 2 ， 
f(f(n)) = 3, 
f(f(f(n))) = 2. 
因此 ， /= 3. 
”车 满足 1 < t <21 的 奇数 1 不 全 是 n 的 约 数 , 则 必 有 一 个 最 小 正 
奇数 to0(1 < to < 2*…) 它 不 是 的 约 数 . 于 是 有 





f(n) = 1to, 
ff(n)) = flt0) = 2. 
因此 ,7, = 2. 
综 上 所 述 ,我 们 有 
1 ,2 为 奇数 ， 
3,n 为 偶数 2:(2m + 1),a 宇 1,m 之 0， 
1, = 并 且 满 足 1< : < 2°1! 的 所 有 奇数 1 都 是 的 约 数 ， 


2,7 为 偶数 2*(21 + 1),a 守 1,m 衬 0， 
并 且 存 在 不 是 n 约 数 的 奇数 上 ,满足 1 < zo < 211. 

6. 22 对 于 给 定 的 正 整数 ,定义 亡 (&) 为 上 的 数字 和 的 平方 ， 

并 令 
入 ERD) = fi( fl(k)), 
求 : Piooi(2220) 的 值 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 首先 注意 对 大 的 & 值 , f1() 远 小 于 上 .由 于 fi 不 是 单调 ， 
我 们 将 这 个 事实 表达 成 如 下 的 形式 : 

大 AB, 则 A 的 位 数 志 BB 的 位 数 志 1+ lgB， 
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f(A) < (9x (1+ lgB)) < (4logs16B)*. 
利用 这 个 不 等 式 两 次 ,我 们 得 到 f,(2”””) 的 估计 : 
f1(2°%) < 4 条 xX(1994) < 2%, 
户 (25890) < (4 x 30) = 14400. 
所 以 户 (2 ) 的 数字 和 最 多 是 36(= 4 x 9) ,因此 
方 (250) < 36° = 1296， 
户 (22%) < (9+9+9) = 729， 
fs(219%) < (6+9+9)2 = 576. 
另 一 方面 ,因为 
fi(&) = (mod9), 


3 访 





所 以 
f1(2°%9) = 2) = (- 2) = 4(mod9), 
户 (21990 ) 二 4 一 一 2(mod9) ， 
户 (2 1) 三 (-2) 三 4(mod9)， 
所 以 当 了 为 奇数 时 ， 
请 (21890) = 4(mod9). 
当 2 为 偶数 时 ， 
三 (2029) 二 - 2(mod9). 
若 zx? 三 4(mod9) 且 工 过 24, 则 
7*€ H= 14,49,121,256,400}, 
通过 简单 计算 即 知 (对 每 一 个 h € 万 )， 
PRO = fs(h) = fy(h) = … = 169， 
fath) = fel(h) = fa(h) = … = 256. 
由 于 fs(2"%) E 日 ,所 以 当 n 之 8 时 ， 
广 (2190) - 169 , 奉 ”是 偶数 ; 
256, 替 n 是 奇数 . 
从 而 ooi(2220) = 256. 
6.23 设 f(0) = f(1) = 0, 及 


flv+2) = 4°2f(v+1) 16 (5) 4 v2 ,(v 0.12 
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求证 : F(1989), AL1990) , F(1991) 均 被 13 整除 . 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 令 f(v) = g(v)2” ,所 给 递 推 关系 就 变 为 
g(vt+2)—-2g(v+1)+g(v) = vl6 ”1, 
v = 0,1,2,.…. 
从 0 到 vw 一 1 对 上 式 求 和 ,我 们 得 到 


g(v+1)- g(v) = -31 (15v +1). 167]. 
再 求 一 次 和 (从 0 到 v - 1) ,得 


gw) = -lls 32 4 (15v + 2)16-*!], 


从 而 “Fo) = -ilsv + 2+ (15v — 32)16z-I]2(0c22 


(v= 0,1,2,.…) 
以 13 为 模 ,得 
lSv+2+ (15v — 32)16" 1 
二 2v+2+ (2v 一 6)32 1 
三 2(v +1+(v- 3)3"1)(mod13). 
由 于 





1990 二 1(mod13) ,3 二 1(mod13 ) ， 
因此 ,对 于 w = 1989,1990,1991 有 
fl(v) 0(modl3). 
6 .24 >z 为 一 实数 ,0 < x < x, 证 明 : 对 于 所 有 的 自然 数 ， 
sin3x 机 Sino 工 i sin(2n ~ 二) 六 


inx 十 
3 5 27 -1 


的 值 为 正 数 . 
(第 6 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 


sin3xr sinSx i sin(2n ~ 1)x 


电 人 一 和 
[证 ] x f(r) SiNnX 十 3 5 t 271 一 1 
利用 2sinxsin(2k 一 1)x = cos(2k 一 2)x 一 cos2kxz ,得 
cosc 工 一 cos4z ， cos4z — cosOx 
3 5 
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2f(x)sinr = 1 ~ cos2x + 





, cos(2n ~ 2)x — cos2nr 











2n—1 
: (je 人 ee 
(三 -了 jz-… - (二 5 pl 
eos(2n ~ 2) - OE 





: 1 + (1 1) | 1 
全 1 一 -一 一 -一 加 

之 1 (1- 3 3 5/) YT \2n-3 
-元 站 | 
- 0. 


若 等 号 成 立 , 则 有 ceos2&zr = 1,(k=1,2,…,n) 但 因 0<<r， 
故 cos2z 天 1. 
于 是 得 ”f(x)sinr > 0. 
又 因 sinx > 0， 
所 以 f(x)>0. 
6 25 一 个 均匀 的 圆 盘 晤 挂 在 一 根系 于 圆 盘 中 心 O 的 细 线 之 下 
而 处 于 水 平 位 置 ,在 圆 盘 边 缘 上 的 三 个 不 同 点 A, B,C 分 别 放置 重量 
DP1,p2,p3 后 ,没有 破坏 圆 盘 的 平衡 .计算 ~4OB ,一 BOC ,一 CO4A. 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[ 解 ] 平行 于 同一 个 方向 的 力 pl 和 
p2, 其 合力 经 过 线段 AB 上 的 某 个 点 M( 如 
图 ). 因 为 安放 重 物 后 圆 盘 保持 平衡 ,所 以 三 
力 pi1, pz; Ps 的 合力 经 过 O 〇 点 .于 是 点 MM 不 
与 悬挂 点 O 重合 , 力 p; 的 作用 点 (也 即 C C 
点 ) 与 射线 MO 与 圆 盘 边缘 的 交点 相 重合 ， 
而 夹 角 AOB , BOC , CO4 之 和 等 于 360”. A 
从 静 力 学 知道 ,点 M 由 下 式 确定 其 位 
置 : 
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在 和 4OM 和 和 全 BOM 中 ,有 关系 式 





AM ”OM 
sin/ AOM sin A 
MB OM 


sn MOB sinLB 
成 立 , 因 为 人 人 A= 人 人 B, 所 以 


_AM MB 了 
sinAOM sin MOB 
由 等 式 中 .外 得 
p?2 pl 


sin AOM sin MOB: 
但 因 AOM = 180' -~ COA ,MOB = 180' - 人 BOC, 所 以 








pi p2 和 
sin/ BOC sin COA. 了 由 
对 另 一 对 所 求 的 角 也 有 类 似 的 等 式 成 立 . 将 它们 合并 得 到 教 

pi p2 p3 个 


sin BOC sinCOA sin AOB.' 
等 式 @ 已 使 我 们 可 以 计算 人 BOC, 了 COA ,了 AOB. 事 实 上 , 设 a = 
180° ~ LBOC,B = 180 — 人 COA,Y = 180 -AOB. 因 为 人 BOC+ 
了 COA + 了 AOB = 360', 所 以 a + B+ Y= 180", 从 而 等 式 @ 化 为 
sing sing siny’ z 
这 里 a,B8,Y 是 边 长 为 pi,p;, Dp; 的 三 角形 的 三 个 内 和 角 . 对 这 个 三 角形 应 
用 余弦 定理 可 以 求 出 a,B,7Y, 而 人 BOC, 了 COA ,人 AOB 是 这 些 角 的 
补 角 .实际 计算 可 得 


2 ,2 ,2 
cos BOC = Pi PP 2 
2p2p3 
2 2 2 
pz 一 pp 一 Di 
COs/ COA = 一 一 一 一 一 ， @ 
2p3pi 
2 ,2 ,2 
cos/ AOB = SELB 
2p1p2 


因为 人 BOC, 人 COA ,AOB 都 介 于 0 与 180 之 间 , 故 关系 式 @ 
单 值 地 确定 所 求 的 角 . 
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六 六 


6.26 No 是 所 有 非 负 整数 的 集合 , f(n) 是 一 个 函数 ,使 得 f: No 
-> No, 且 对 于 每 个 nn E No,f(f(n)) + f(n) = 22+3. 求 :F(1993). 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 首先 证 明 如 果 mx,n E€ No,m 关 7, 必 有 了 (m) 关 了 (n), 即 
f 是 1-1 的 . 
用 反 证 法 . 
如 果 fm) = fn), 则 了 (ff(m)) = fA(f(n)). 于 是 我 们 由 题 设 条 
件 可 得 
2m+3= fAf(m)) + Am) 三 FF))+Fa) = 2n + 3, 
从 而 有 ”m = nn, 了 矛盾 . 
再 求 f(0). 
设 F(0) = x,x 宇 0. 
在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 n = 0, 则 得 
f(x)+x=3, 
f(x)=3-7x. 
由 于 f(x) 宇 0, 因 此 xz 志 3. OD 
在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 n = x, 则 得 
ff(x)) + f(r) = 2r+3， 
将 中 代入 上 式 , 得 
f(3— 7x) = 3x. (2) 
在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 n = 3 - x, 则 得 
FF(3-z))+3-z) = 2(3- xz)+3， 
将 四 代入 上 式 , 得 
fl(3x) = 9- 5x 
由 于 f(3x) 守 0, 因 此 
9 一 zz 之 0 
9 


TS 
从 而 有 x =0 或 +=1. 
如 果 z = 0, 即 f(0) = 0. 此 时 ,在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 = 0， 
则 得 
f(f(0)) + f(0) = 3， 
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从 而 有 0 = 3, 了 矛盾 . 

故 必 有 x = 1, 则 必 有 f(0) = 1. 

接着 用 数学 归纳 法 证 明 : 对 任何 非 负 整数 x, f(n) = n+1. 

事实 上 , 当 n = 0 时 ,由 f(0) = 1 可知, 结论 成 立 . 

设 当 n = & 时 ,结论 成 立 , 即 f(&) = 有 +1. 

于 是 ,在 题目 给 定 的 关系 式 中 , 令 n = 上 ,我 们 有 

FFCR))+FR) = 2k+ 3, 
由 归纳 假设 得 

flkg+1)+k+1= 2k+3, 

f(gk+1)=k+2. 

根据 数学 归纳 法 原理 可 知 ,对 任何 非 负 整数 n ,有 

fl(n)= n+t+l. 

因此 ,所 求 的 f(1993) = 1993 + 1 = 1994. 

6. 27 函数 f(&) 是 定义 在 N 上 ,在 N 中 取 值 的 严格 增 函 数 (如 
果 任 意 的 x| ,> EC A, 当 zx < 2 时 ,有 (x1) < zr2);, 则 称 (x) 是 
A 上 的 严格 增 函 数 ) ,并且 满足 条 件 f(f(&)) = 3&. 试 求 : f(1) + f/(9) 
+ fA(96) 之 值 . 

(中 国 北 京 市 中 学 生 数 学 竞赛 ,1996 年 ) 

[ 解 ] 对 任 &E N, 由 已 知 

ACERD)) = 3k, 0 
FOCALR))) = f(3k). 

又 由 已 知 ff(f(8)) = 3f(&), 

所 以 3&) = 3f(k). GO 

若 f(1) = 1, 则 代入 得 f(1) = 3, 矛 盾 . 

所 以 f(1)=a>l1. 
但 由 外 ,FL)) = f(a)= 3 
由 f(x) 的 严格 递增 性 得 
3= f(a) > f(1)>1, 

所 以 f(1) = 2,a = 2,f(2) = 3. 
再 由 名 得 , f(3) = 3f(1) = 6， 

f(6) = 3f(2) = 9， 

f(9) = 3f(3) = 18， 
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f(18) = 3f(6) = 27， \ 
f{(27) = 3f(9) = 54, 3) 
f(54) = 3f(18) = 81. 由 
由 @@ 和 人 阳 , 自 变量 从 27 到 54, 增 加 27 个 数 ,对 应 的 函数 值 从 54 到 81， 
也 增加 27 个 数 .由 函数 f(z) 的 严格 递增 性 可 知 , 当 自 变量 从 27 到 54 
之 间 每 增加 工 ,对 应 的 盟 数 值 也 增加 1. 因 此 有 
f(28) = 55, f(29) = 56, f(30) = 57, f(31) = 58, f(32) = 59. 
再 由 从 得 
f(96) = 3f(32) = 177. 


Sk 六 


因此 
f(1) + f(9) + f(96) = 2 + 18+177 = 197. 


6.28 已 知 sina 之 值 .试问 : (a )sin 了 ,(b)sin 本 分 别 最 多 可 能 
有 几 个 不 同 的 值 ? 
(第 58 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
”[ 解 ] (a) 记 sina = zx, 满足 该 式 的 w 必然 具有 形式 


kr + (— 1)*arc sinz， 


其 中 & 为 整数 .于 是 ,相应 的 的 值 对 应 于 单位 圆 上 的 4 个 点 : 


1 
arc snx, arc sinr + x, 


2 2 
上 
2 


(x ~ arc sinx), 了 (3x 一 arc sinx ) . 


从 而 ,sin 一 > 至 多 取 4 个 不 同 值 . 


有 
个 不 同 的 值 . 

,XA T 7x 4x 

3 SD ym 6 6 , SIN 一 一 3 


Cb) 相应 的 本 的 值 对 应 于 单位 加 上 的 6 个 点 : 


i . . 
3 ac sinz, (2 + arc sinx ) (4x + arc Siny ) ， 
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1 . 
(x 一 arc sinx ), 3 (3 一 arc sinz), 3 (5x — arc sinx ). 
但 后 三 个 点 与 前 三 个 点 有 以 下 关系 : 
1 1 
于 (zx — arc sinz) = Xx— 3 27 + arc sinx ), 
1 


. 1 ， 
-一 (3 一 arc Sinz) 二 Ax~ 了 arc Sinr， 


3 


1 1 
一 (Sr — arc sinrx) = 3r 一 3 47 十 arc sinx )， 


3 
所 以 sin 3 至 多 取 3 个 不 同 的 值 


又 因为 sina = 0 时 ,Qa = 0,27x,4x,*… ,Sin 一 3 可 以 取 到 3 个 不 同 的 
值 . 


sin0 ,sin < ,sin 4 
3 3 
6. 29 ”对 任意 的 实数 zx, 函数 f(x) 具有 性 质 
fz) + f(r-1)= xz. 
如 果 1(19) = = 94, 那 么 , f(94) 除 以 1000 的 余数 是 多 少 ? 
(第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 f(x) 的 性 质 ,得 
flx)= xr- fxr- 1). 
反复 使 用 上 述 公式 ,可 得 
f(94) = 94* — f(93) 
= 94- — 93 + f(92) 
= 942 - 932 + 922 — f(91) 





|| 


942 — 93* + 92* ~ 91? + …… + 20° ~ f(19) 
187 + 183+… + 43+400— 94 
_ 187+43 (到 一 4 


2 4 
= 4561 


因此 , A(94) 除 以 1000 的 余数 是 561. 
6. 30 ”对 给 定 的 一 个 正 整 数 , 设 p(n) 表示 的 各 位 上 的 非 霍 


1 


十 1)+ 400 — 94 
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综 站 六 


数字 的 乘积 (如 果 ”只 有 一 位 数字 ,那么 p(n) 就 等 于 这 个 数字 ). 看 
S= p(1)+ p(2) + p(3) + + p(999), 


则 S 的 最 大 素 因 子 是 多 少 ? 
(第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 


[ 解 ] 由 于 
(at+1+2+…+9=aarataa'li+aa.2+. 
+9.:9.8+9.9.9 
的 左边 , 当 a = 1 时, 除 第 一 项 以 外 ,其 余 的 恰 等 于 
pl(1) + p(2)+ p(3)+… + p(999), 因 此 
S=(1+1+2+.…+9)3-1 
= 46—1 
= 33.5.7.103, 
S 的 最 大 素 因 子 等 于 103. 


第 2 节 ”函数 的 性 质 


6.31 试 求 函数 : :y= le( sn 过 -有 +N 一 7 5 的 定义 域 . 
(中 国 上 上海 市 数学 定案 1962 年 ) 
[ 解 ] 由 Ig(sin 立 - 去) 的 定义 域 ,得 


1 
sin 汪 一 一 > 0, 即 sin 之 > 十 


2 2 2 2 
故 tr < rt 一 0, 土 1, 土 2,…). 
即 人 + 2,.…). 


由 A/ 一 5 5 的 定义 域 有 xz-2>0 即 z >2 


因此 y 的 定义 域 是 2 < zx< 示 ， 


5 
及 了 + 4kxr<r< 本 + 4krx.(k = 1,2,..) 
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6.32 天 图 像 :(1) y = \/ 


(2) yzz-2)1 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1963 年 ) 
1 


| 了 (x > 0) 
[ 解 ] 由 题 设 有 (1) y 三 1 1 
-一 (zx < 0) 
)) r(xz-2)= (x-1)-1，(x<0 或 +>2) 
2) y= ~ rx(r-2)=- (xr-1)+1. (0 达 工 忒 2) 
图 像 如 下 : 
第 
函 章 
教 





6 . 33 (1) 设 函 数 f,g 对 所 有 x 满足 


工 

2 

证 明 : 对 所 有 > 
cos( f(x)) > sin(g(x)). 

(2) 利用 (1) 或 不 利用 (1) ,证 明 :对 所 有 x 


cos(cosz ) > sin(sinx ). 


< f(x)+g(r) < 2 


(加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ) 
[ 解 ] (1) 不 妨 设 g(x) > 0, 由 已 知 


-+gr) < 7zD)< 本 -SCz)， 
若 f(x) 实 0, 则 由 (1) 及 cosz 在 第 一 象限 递减 得 


cos( f(x)) > cas 人 三 一 g(x) | = sin(g(x)). 
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若 FLz)<0, 则 由 (1) 及 cosz 在 第 四 象限 递增 得 


入 cos( f(x )) > cos(- T+ g(r))= sin( g(x)). 
| (2) 我 们 取 f(x) = cosx ,g(x) = sinzx ,于 是 
和 | f(x) + g(x) | 


二 | cosr + sinr | 


= Vasin( 王 + x] 





去/ < 本 
由 (1) 得 ”cos( f(x)) > sin(g(x)), 
即 cos(cosr) > sin(sinx ). 
6.34 a >0 是 实数 .三 是 定义 在 全 体 实 数 上 的 一 个 实 末 数 , 对 每 
一 实数 zx, 有 
f(x+a)= 了 + flr)— f(r). 
(1) 试 证 :了 是 周期 的 , 即 有 这 样 一 个 实数 5 > 0, 使 对 每 一 x, 有 
f(r +6)= f(z); | 
(2) 对 a = 工时 ,具体 给 出 一 个 这 样 的 非常 数 的 函数 f. 
(第 10 届 国际 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] (1) 显然 f(z) 之 过， 


fz + a) -了 |? = f(r) — f(x) 


4] 


l ， 
几 xr+2a) 一 = f(x)— 


f(x+2a) = f(x), 
即 是 周期 的 ,周期 5 = 24. 


iD | 一 
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COS TT 





1 + 
(2) 对 a = 1, 可取 f(x) =- 7 
6. 35 ”如 果 存 在 正 数 p 使 得 对 一 切 x 才 有 f(x + p) = f(x), 那 
么 f(z) 就 是 周期 函数 ,例如 ,sinz 是 周期 为 2r 的 周期 函数 . 问 sin(x*) 
是 周期 函数 吗 ? 
(第 7 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 令 g(x) = sin(x*). 设 g(x) 是 周期 函数 ,并 且 周 期 为 p. 于 


8g(-— 7X) = g(x), 中 
gt -7X) = g(- x), 2 
g(p+7x)= g(x). 3 
由 中.@ 得 恒等式 
g(p—-7x)= g(pix) 
Bp sin(p* + x — 2pr) = sin(p* + zx” + 2p7), 
移 项 并 和 差 化 积 得 恒等式 
2cos(p* + x*): sin(2pr) = 0. (OD) 


但 电 式 仅 当 p = 0 时 为 恒等式 ,此 与 p > 0 了 矛盾 .因此 sin(x2) 不 是 周 
期 函数 . 

6.36 设 a,B,Y 是 任 一 锐角 三 角形 的 三 个 项 角 . 试 证 :如 果 & < 
8< 7Y; 则 

sitn2a > sip > sin27. 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1933 年 ) 

[证 ] 因为 a+ B+7Y= Ax,Y 和 B 一 a 都 是 锐角 

因此 





sin2a ~ sin2B = 2cos(a + B)sin(a ~ B) 
= 2cosysin(B - a) > 0. 
即 sin2a > sin28. 
同 理 可 证 sin28 > sin27Y. 
6 .37 ”是 否 存在 盟 数 f(n), 它 把 自然 数 的 集合 变 为 自身 , 且 对 
于 每 一 个 自然 数 n > 1, 满 足 f(x) = f(f(n-1))+f(f(n+1))? 
(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 如 果 存 在 满足 条 件 的 请 数 fln), 那 么 当 实 2 时 ,存在 沾 
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数 f(n) 的 最 小 值 f(n0). 于 是 ,我 们 有 
flno) = flflno m1) + ff(no + 1)). QD 


由 四 得 Frzo) 之 1+1=2. 由 ao) 的 最 小 性 及 mo+1 三 2 可 得 
才 flno +1) 2 f(n) 22. 
因此 ff(flno + 1)) > fn0). DO 
由 各 得 


flno) 守 1+ f(n0),0 守 1, 
玫 慎 . 故 满足 题目 条 件 的 函数 f(x) 不 存在 . 
6.38 ”已 知 函数 Arz) 在 整个 数 轴 上 有 定义 ,并 且 将 它 的 图 像 绕 


坐标 原点 旋转 了 后 , 仍 变 为 自身 . 


(1) 证 明 : 方 程 f(x) = x 恰 有 一 个 解 . 
(2) 举 出 这 样 函 数 的 例子 . 
(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] (1) 设 f(0) = a, 则 由 已 知 条 件 可 知 f(- a) = 0,F(0) = 
-a. 因此 a =~4a, 从 而 a =0,F0) = 0. 

如 果 当 Xo 天 0 时 ,f(x0) 一 z0, 则 由 已 知 条 件 可 知 , F(- z0) 一 XO， 
所 -rzo) = 一 xzo, 此 与 图 数 定义 矛盾 . 故 当 zxo 天 0 时 , 必 有 FCzo) 尖 0 

综 上 所 述 , 方 程 F(z) = zx 只 有 一 个 解 = 0. 


(2) 下 列 函数 为 符合 条 件 的 例子 ，; 
0 ， 当 z = 0 时 ; 

f(z) = -本 ， 当 4 入 zi<2:4 时，(EE=) 
2 ， 当 2. 4 < 巡 |x1< 4 时 . 


6 39 已 知 对 于 某 个 自然 数 宇 2, 多 项 式 u,(x) = air +b,(a,， 
b; 是 实数 ,i = 1,2,3) 满足 关系 式 
ui(x) + w(xr) = u(r). 中 
试 证 这 些 多 项 式 可 以 表示 成 
u(xX)=c(A.xr+B). 
这 里 7 = 1,2,3, 并 且 A,B,cj,c2,c3 是 实数 . 
(波兰 数学 奥林匹克 1972 年 ) 
[证 ] 若 al = az = 0, 那 么 多 项 式 ul 和 ws 退化 为 常数 .由 关系 


698 | 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





式 可 知 多 项 式 w(x) 也 退化 为 常数 ,也 即 a3 = 0. 在 这 种 情形 下 ,只 
需 令 c= 5b(i= 1,2,3),A =0,B=1. 


如 果 数 al,a; 中 至 少 有 一 个 异 于 0, 比如 设 al 关 0. 我 们 令 y = 
一 也 
aiz + pi, 那么 对 于 7 = 2,3, 将 xz = 2 代入 到 u(x) = axt+ob, 


中 得 





al 
4 
uj(X)=— y+ 
4] 
或 者 u;(X) = Ajy + Bb;, 
其 中 A 一 aj;/al,B; 一 (biai 一 ajb1)/al, 于 是 中 式 可 变形 为 
y+ (Ay+ B)" = (Ayy + B3)", O 


这 里 y 是 实数 .比较 @ 式 两 端的 常数 项 及 y,y' 的 系数 (已 知 n 宇 2)， 第 
得 
函 章 
B3 = Bs, @ 教 
742) 8 = nA3B*!, (4) 
1 + A? = A3. ©) 
车 B， 一 0, 则 由 3) 得 B; 一 0. 于 是 对 于 ; 一 2,3, 有 Pial 一 abi 二 
0, 或 即 入 = 守 广 .在 这 种 情况 下 ,只 需 取 c = 1,0 = 一 (j = 2,3)， 
] 1 
A = a B 一 b1. 


若 B; 闫 0, 则 由 回 知 B; 闫 0. 将 等 式 @,@ 两 端 分 别 相 除 ,得 全 


A 
= 百 、 将 此 式 两 端 n 次 方 ,并 利用 图 ,得 A = A3. 这 与 @ 式 矛 盾 . 因 
此 B, 关 0 的 情形 不 可 能 出 现 . 


轴 交 点 为 (0,2). 
(1) 求 出 这 个 二 次 函数 表达 式 ; 
(2) 当 x=8,y=? 
(3) 给 出 任 一 y 的 值 ,是 否 一 定 可 以 找到 x 和 值 ?为 什么 ?用 图 和 像 说 
明 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 
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给 六 





[ 解 】 (1) 因 (--1,1) 是 y= f(x) 的 顶点 ， 

故 可 设 = a(rz+1) +1， 

再 由 与 y 轴 交 点 为 (0,2) ,可 得 

2=aw(0+1) +1, 解 得 ww = 1. 
故 所 求 二 次 函数 为 
y= (r+1)+1, 

好 y= x +2x1+2. 

(2) 当 r=8 时 ,y=9+1 = 82. 

(3) 给 出 任 一 y 的 值 ,不 一 定 
可 以 找到 对 应 的 + 的 值 .因为 y = hr 
(x +1)?+1 之 1, 故 y 值 取 小 于 1 
时 , 找 不 到 对 应 的 x 值 . 

如 图 ,直线 y= 滩 , 在 之 1 
时 ,与 抛物 线 y = x*+2x+2 不 相 
交 . 

6.41 火车 从 甲 站 出 发 ,以 
0.5 千 米 /分 * 的 加 速度 前 进 ,经 过 
2 分 钟 后 ,以 匀速 运动 继续 前 进 ,再 
过 7 分 钟 ,又 以 0.5 公 里 /分 “ 作 匀 减速 运动 进 乙 站 ,在 乙 站 停车 2 分 钟 ， 
试 男 出 从 甲 站 出 发 ,到 乙 站 运行 这 一 段 时 间 内 ,速度 与 时 间 关 系 的 图 
像 ,再 求 出 这 段 时 间 内 ,路 程 与 时 间 的 函数 关系 解析 式 , 并 确定 这 些 柄 
数 中 ,时 间 的 允许 值 范围 . 





(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 





|! 2 3 4 5 6 7 8 9 10111 
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| 1° 
当 0 过 1 这 2 时 ,S = Tat =- 


* 2 
当 2< +1<9 时 ,S= 全 + (41-2)=1+1-2=1- 1 
1 
当 9< 上 近 1 时 ,S = (9- D+(1-0)- Fa(t- 0) 
~ :1 (0) 


(~ 12+ 22+ — 85); 


1 
4 
当 H < 1<13H,S = -17+2x11-85) =9. 


6.42 已 知 抛物 线 y = ar + br + c 的 对 称 轴 为 x = 一 2, 它 与 
某 直线 切 于 一 点 ,这 直线 斜率 为 2, 在 y 轴 上 截 距 为 1, 且 抛物 线 与 y = 
0 相交 于 两 点 ,它们 之 间 的 距离 为 2 V2 , 试 求 此 抛物 线 方程 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 


, pb 2 2 
[ 解 ] (1) y= arttrte=a(rt) tc- 
2a 4a 


由 = ~ 2 为 对 称 轴 , 得 了 = 2, 克 b= 4a. 


《2) yy = ax + bx +c 与 直线 /1 相 切 ， 

而 1;y = 2x + 1, 故 抛物 线 与 / 相交 于 一 点 ， 
故 有 az2+4ar+c=2r+1， 

即 axr*+2(2a—-1)r+(c-1)=0. 

且 (2a-1)-a(c-1)=0, 


_ 1\2 
帮 有 < = 《29 J ta 


_ 2 
(3) y= artdart+ (sl ta 


a 

i 一 1)“ 十 

它 与 ，= 0 交点 为 ut2+4or+ee-ID +a_ 0 
a 


_ 2 
解 之 得 zi ==-2+,/4- -+a 


由 zl - zz = 2V2, 得 
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内 漂 方 


一 1 
4- 2 +e 5, 
a 
2a 一 1) + 
印 4 人 2 一 +a -2， 


(2a -1)2+a = 2a’, 
即 2a*-3a+1=0,(2a -1)(a-1)=0. 
放 = 1 或 <= 工 

如 图 当 a = 1 时 ,所 求 抛物 线 为 


y= x +4xr+2, 
即 y= (r+2)—2. 


当 a = 四 时 ,所 求 抛物 线 为 





y= t+1 





即 y= F(z +2)2-1. 

6.43 令 f(r) = (x - xz 一 
Xz2)…( 广 一 4); 其 中 一 1 志 zx 夺 1,i1 = 1,2,…,n .证 明 ;: 不 可 能 存在 
数 a .5 同时 满足 

(1) | fla) 1 之 1 

(2) | f(2) 1 之 1 

(3) -1<a<0<b<1. 

(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 

[证 ] 设 有 ao, 满足 -1<a<0<5<1. 我 们 证 明 

| fla) |l<1,|f(5) I<1 QO 
至 少 有 一 个 成 立 . 

事实 上 , 设 在 xi,zz，……xn 中 

zz < ay > 0 其 余 的 在 ca, 之 间 . 

不 失 一 般 性 ,可 假定 hh 之. 


若 5 之 了 , 则 在 乘积 
| Fae)， f(65) | 
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=| (a— ra zr) Ca 一 TB 一 ID 一 2) (一 2) | 


中 ,由 于 
| (x -br -pp)I 芝 (II+5)(L-o)<1 @ 
| (x; -a(xeti~a) (1l+a)(l-a)<l 的 
其 中 i = 1,2,…,k， 
| (xi — b)(x; — a) U0-b)(1-a) < x2=1 
由 


其 中 JJ =28+1286+2……,& 士 户 ， 





2 

-aa 人 (2 < 1 © 
其 中 :=k+h+1,k+h+2,.,m, 第 
所 以 1 Fa)， Fo) I<l1. 1 


六 也 


从 而 @ 中 至 少 有 一 个 不 等 式 成 立 . 
著 6 < 二 , 先 考虑 (5). 这 时 @@ 式 仍 成 立 ,而 对 于 (5 -1,1] 中 的 
每 个 i 均 有 
| xi~bl<1, 
如 果 | f(b) | 宇 1, 那 么 必 有 a <5 一 1. 对 于 (a,65 一 1] 中 每 个 x 及 [0， 
1」 中 的 每 个 yi; 的 有 
| (xi— bx ~ 6) I< (I+6)(1 -6)=1-b<1, 
所 以 (a ,5b - 1j 中 的 二 的 个 数 大 于 [0,1] 中 的 的 个 数 减 去 上 . 
现在 考虑 f(a). 这 时 地 仍 成 立 . 由 于 [0,1] 中 的 除 zy zeta …， 
24 以 外 的 二 的 个 数 不 多 于 [a,2 - 车 上 xz; 的 个 数 ,并 且 
| (Xi ~ a)(x;— a) ||l (x, -a)(l-a)l| 
(5b-1-a)(l-a) 


<2(b~-1-a) 
< 22 < 1. 
而 对 于 (a ,0) 中 每 个 xz,， 
|x;~al<1, 
所 以 1 f(a) li<l1. 
于 是 原 命题 得 证 . 
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6.44 设 f(z) 为 定义 在 0 过 x 志 1 的 连续 函数 ,了 (0) = 0, 了 (1) 
= 1. 又 设 对 于 任 一 x,0 之 x 工 < 之 1, 存 在 h, 当 0 过 r+-h<x+h 碌 1 
时 ， 
证 明 : 对 0 太 xz 达 1,f(x) = 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[ 解 ] 令 Fz) = f(x) 一 zx, 则 FF(0) = F(1) = 0, 并 且 下 满足 
与 上 相同 的 条 件 . 若 F(x) 的 最 大 值 M > 0, 则 我 们 取 
zo = inffix:F(x) = MT 
因为 下 连续 ,所 以 F(x0o) = M > 0， 于 是 ro > 0 并 且 存 在 h， 0 妇 ro 
一 h < 0 十 h < 1 ,使 
F(z0) = r+) QD 
另 一 方面 ,由 于 M 是 最 大 信 所 以 F(xo 土 h) 过 M, 又 由 xo 的 定 
义 ,F(xo 一 4) < M, 于 是 不 可 能 成 立 , 从 而 M = 0. 
同 理 ( 用 s Up 代替 inf) 可 证 F(x) 的 最 小 值 为 0. 因 此 对 0 过 x 声 
1,F(x) = 0. 即 对 0 委 z 委 1,Az) = > 
6. 45 ” 证明: 存在 一 个 惟一 的 ,从 正 实数 集 到 正 实数 集 的 函数 f， 
对 所 有 的 x >>0 满 足 fA(f(x)) = 6zx -f(x). 
《加拿大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[ 解 ] 构造 数列 a1 = 6,o = 一 一 ,n 之 2. OD 
Un-l 
显然 ,该 数列 的 每 一 项 都 是 正 数 .因为 
四 6 2(2— a,.1) 
An 2 = Ira <- 1Ii+a ll | 
所 以 ,由 数学 归纳 法 易 知 ,对 于 任意 自然 数 ,我 们 有 
C2n-1 > 2 > 人 27 


义 因为 ch Gn-2 一 





一 太一 
1+a， | 一 2 
6 
= 一 一 一 和 
6 有 -了 
1 十 
1 + Ch -2 
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— (an-2 — 2)(a,-2 + 3) 
7+ an-2 | 
所 以 用 数学 归纳 法 易 知 ,a2,_! 递减 ,az 递增 . 从 而 jaz, 1} 与 
ja 均 有 极限 . 设 极限 分 别 为 a,B8, 则 由 中 





a(l1+ 8) = 6, (2 
B(1+a)= 6. (3 
由 凶 .地 解 得 a= B=2. z 
对 于 每 个 正 数 x ,显然 f{x) < 6xz = alx. 出 


若 对 每 个 正 数 x ,有 f(x) < aiz, 则 
6x— f(x) = f(f(x)) < a, f(x). 
从 而 f(x) > 一 
同样 , 耕 对 每 个 正 数 zx, 有 f(x) > anz， 
则 fx) < al 
于 是 ,对 任意 自然 数 ”， 
ai < f(x) < arn_1x. 

在 nn 一 + ce 的 过 程 中 , 取 极 限 得 f(x) = 2x. 

容易 验证 f(x) = 2x 满足 题 述 条 件 . 故 命题 得 证 . 

6.46 设 M= |1,2,3,…,20} ,对 于 MM 的 任 一 9 元 子 集 5, 忒 数 
f(S) 取 1 至 20 之 闻 的 整数 值 .求证 :不 论 /是 怎样 的 一 个 函数 ,总 存在 
M 的 一 个 10 元 子 集 工 ,使 得 对 所 有 的 &E 工 , 都 有 

大 人 一 书生 天 有 
(第 17 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] ”如 果 一 个 10 元 子 集 工具 有 性 质 ; 对 任何 有 € 工 , 均 有 
f(T 一 1&1) 关上 ,我 们 就 称 丁 为 “好 集 ” ,不 是 “好 集 ” 的 10 元 子 集 称 之 
为 “ 坏 集 ”. 也 就 是 说 ,如 果 个 为" 坏 集 " ,是 指 人 中 有 一 上 如 ,使 

f(T— {ko0l) = ko. 

令 S= 夏 一 {ko!, 这 是 一 个 9 元 子 集 . 一 方面 作 S) = 如 , 男 一 方 

面 开 = SU , 即 

T= SUILCS) 
上 式 表 示 了 “ 坏 集 ”的 结构 , 它 可 由 某 一 个 9 元 子 集 S 生成 , 即 S 与 
1f(S)| 的 并 集 构 成 了 “ 坏 集 ”. 





一 Qnr: 
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泣 久 


证 2 梁 





如 果 f(S) E 3, 那么 SU LS)} 是 一 个 9 元 子 集 , 而 不 是 10 元 
子 集 ,因此 任 一 9 元 子 集 至 多 能 按 上 式 生 成 一 个 “ 坏 集 ”. 
于 是 “ 坏 集 ”的 个 数 三 9 元 子 集 的 个 数 = C30 < C 各 = 10 元 子 集 
的 个 数 . 
由 此 可 知 ,“ 好 和 集 ” 是 存在 的 . 
6.47 设 X 是 一 个 有 限 集 合 ,法 则 了 使 得 XX 的 每 一 个 偶 子 集 
五 (偶数 个 元 素 组 成 的 子 集 ) 都 对 应 一 个 实数 f( 玉 ), 且 满足 条 件 : 
(1) 存在 一 个 偶 子 集 吕 ,使 得 f(D) > 1990， 
(2) 对 于 X 的 任意 两 个 不 相交 的 偶 子 集 A,B, 有 
f(A UB)= f(A)+ f(B)- 1990. 
求证 :存在 X 的 子 集 P 和 Q ,满足 
(DPNQ= $$,PUQ= X; 
(2) 对 PP 的 任何 非 空 偶 子 集 S, 有 f(S) > 1990; 
(3) 对 Q 的 任何 偶 子 集 工 ,有 f(T) 二 1990. 
《第 5 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1990 年 ) 
[证 ] 由 于 X 是 有 限 集 , 因 此 X 的 一 切 偶 子 集 的 数目 是 有 限 的 . 
令 忆 是 X 的 取 值 最 大 的 偶 子 集中 元 素 最 少 的 一 个 ,Q 是 R 相对 
于 X 的 补 集 . 
可 芭 证 明 , 这 样 选取 的 P,Q 满足 题目 的 要 求 . 
事实 上 ,显然 有 
PPnQ=yPUQ=X， 
即 满足 题目 要 求 (1). 
由 题 设 条 件 (1) 及 P 的 取 法 ,得 
f(P) 之 f(D) > 1990. z 
由 于 空 集 $ 是 侦 子 集 , 且 $6 = #$ UU $, 因 此 由 题 设 条 件 (2) 可 得 
f($) = f($) + Cg) — 1990, 
故 f($) = 1990. 
故 Pz $. 
对 于 PP 的 任何 非 空 偶 子 集 S. 令 S$ 是 S 相对 于 P 的 补 集 , 则 
SNMS= $4,SUS=P, 
如 果 ”fA(S) 委 1990, 那 么 
f(S) ~ 1990 去 0. 


3 攻读 
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由 题 设 条 件 (2) ,得 
f(P)= FSUS) = FS)+ HS) — 199%0 < f(S), 
即 f(S) 守 ff(P) > 1990. 
由 于 S$S 关 $$, 因 此 S 的 元 素 个 数 少 于 P 的 元 素 个 数 ,从 而 与 PP 的 取 
法 矛盾 . 故 
f(S) > 1990. 
即 满足 题目 要 求 (2). 
任 取 Q 的 但 子 集 T, 则 PN 站 T= $. 
如 果 f(T) > 1990, 那 么 由 假设 条 件 (2) ,得 
f(PUT)= f(P)+ f(T)— 1990 > f(P), 
即 f(P UT)> AP)， 


此 与 P 的 取 法 矛盾 . 故 和 
f(T) < 1990, 由 
即 满足 题目 要 求 (3). 才 


6.48 设 N=12,3,… 上 
论证 是 否 存 在 一 个 函数 F:N -> N 使 得 
f(1) = 2， 
ff(n)) = fln)+n 
对 一 切 %w € N 成 立 ， 
fl(n) < flnt+t1) 
对 一 切 n € N 成 立 . 
(第 34 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 】 这 样 的 函数 存在 . 


我 们 取 a = +1 = 1 吕 然 。 =1+B,aB = 1, 


令 f(n) = [Lan+ Bj,n EN. 证 明 f(n) 合 于 条 件 f:N 一 N, 且 
f(1)= [a+B] = [VS] = 2， 
fln+1)= [(n+1)at+ BJ] 
= [an+t+PBtal 守 [lan+B+11 
= f(xn)+1> fl(n). 
f(f(n))= [alan+B]+B] 
= [an+Bl+[BLlan+B]+8B] 


7 








a 


= fl(n)+ [Blan + Bl+ BJ. DD 
显然 ,az + 8 不 是 整数 ,于 是 ,有 
Blan+ BI+B< Bant+B)+B 
=n+pB+B 
= n+ B(B+1) 
一 7 十 |， 
Blan+ Bl+B 
> Blan+B—-1)+8B 
= 7 十 序 >22. 
所 以 [BLan +pB+PB = 7. 
由 避 O 得 ffAin)) = fln)+ an. 
故 f(n) = [Lan +B] 满 足 所 有 的 条 件 . 
注 ”所 求 的 f(n) 不 是 惟一 的 ,有 多 种 构造 形式 ,如 : 
VS+1 1 
(A)f(n) = se n+ 二 | 
(B) AFL) = 2， 
f(n)= n+ maxli < n:f(i)Snl. 
(A),(B) 所 构造 的 函数 ,都 可 验证 满足 题目 中 所 给 的 条 件 . 
6.49 给 出 f(x) = ar + 5 型 的 非常 数 陋 数 f 所 组 成 的 非 空 集 
G, 这 里 a、b 是 实数 且 a 关 0,x 是 实 变 数 .者 G 有 如 下 性 质 : 
(1) 若 fg E€ G, 则 gf € G, 其 中 定义 
(ge) (x) = g(f(x)); 
(2) 若 FE G A =ar+b 那么 反 画 数 广 | 也 属于 G， 这 里 
广 !(z) = 王 一 
(3) 对 每 一 FE C 有 -一 个 r， 使 ALzr) = zy. 试 证 总 有 一 个 人 ,使 对 
所 有 fE€E G, 有 f(k) = 大. 
(第 15 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 我 们 用 反 证 法 证 明 , 对 G 中 所 有 异 于 xz 的 f(x),zxy 都 相等 . 
设 有 f,g € G -1xl 使 得 xj 关 xz,. 
令 f(z)= ar+b,g(Xx)=ax+5b, 则 由 
art+ b= raxst+bhb = x 


得 a 关 1,a 关 1， 





重 
外 


708 世界 数学 油 林 匹克 解 感 大 辞 





b 


sp 





Xf 一 


~ 1-a 1—a 
于 是 h(xzx) 


站 


fgfo rg ' (x) 


Ca 
se a +pb |+b 
a 


=x-b -abtab +b 
= r+(1-a)(l-a)(r- x). 
由 于 (1 -a)(1 -a )(zxy 一 xs) 天 0, 不 存在 xz 使 mm) = zx, 此 与 
h(x) E€E G 子 盾 . 
6.50 设 xia，…on 是 实 常数 ,x 是 实 变数 , 且 


1 1 
f(r) 一 cos( al 十 Tr) 十 3 os 02 十 工 ) 十 7 OS 93 十 I) 十 。.， 十 


| 





试 证 :从 f(x1) 一 fx;) 一 0 可 推 得 zx, 一文! 一 mx 其 中 入 是 一 个 整数 . 
(第 11 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 





[证 ] 首先 注意 
1 1 
f(— ai) 一 1+ 一 cos(as 一 al) ++ 一 cos(a， al1 ) 
7 Fn 1 
] ] ] 
一 ， 
之 1 Fn-1 nl >0 


所 以 fz) 不 恒 等 于 0, 再 注意 


. 1 
flx) = (cosal * cosx — sinal * sinx) 十 … 十 一 (cosan * COSX 一 


2 


sina,, * sinx) 


1 ] ， 
一 《cosal + 二 cosa2 十 … 十 -一 一 cosa, ) * cosx 一 〈Sinal + 


2 F271 


2 no2 十 :十 niSinan) * SINX 


人 入 l 

全 Cosal 十 了 COSa2 十 十 Fn-l CSA 二 人 
， 1 . 1 . 、 
sinal 十 2 Sho2 十 … 才 DisSmon 一 5， 
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则 r= Ve?+s* 关 0, 于 是 可 以 找到 a 使 得 








C s 
代 cosa = ,SINQ 二 ; 
孝 CC 十 3 /2 十 gs2 
类 这 样 f(x) = ccosr— ss: sinr 


CC 
Fr * CoOsSQ * COST 一 rsina * sinx 
rr * cos(a + x), 


于 是 , 当 且 仅 当 


atzi= 妇 + 了 sat x2 二 r+ 一 (k,1 为 整数 )， 


有 f(x1) = f(x2) = 0， 
故 x2y 一 X72 = mx,m = /一 上 . 

6.51 设 f(r)= a tairx lt+…+agSsg(r)= cr ti 
+ crx” 十 … + co 痢 是 实 系数 非 零 多 项 式 , 且 有 一 个 实数 y, 使 g(x) = 
(x 二 7)f(x); 并 设 a 为 {ian 1, la- 1 ao1i 之 元 素 中 最 大 的 
数 ,c 为 月 coal lc 1 1 co 11 之 元 素 中 最 大 的 数 . 


试 证 :二 过 +1. 
C 


(第 $ 届 亚 太 地 区 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] 因 g(x) = (x + 7Y)f(x), 比 较 两 边 系 数 得 
c0 = Q0Y， 
cl= aotaiy, 


Cn 一 Un--1 十 Any， 


Cr+l 一 Hy 


由 中 解 得 
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ai-1 = ca = Cc- CH7+'+(- DD)" ter 
a0 = cl c++ (~ 1) "cy. 
(1) 当 17y1I 委 1 时 ,由 多 得 
alI 迄 ( 人 (zt+lc zz=0)1,2……，7 
因此 ,a 志 (n +1)c, 得 证 : 
(2) 当 17y1>1 时 ,由 四 ,| ao lao1i7Y1=1c0 1 入 
| al Il 委 | aliy |=1 el- aol 委 |cl1+lao | 委 2c， 
la; | lay |=1c ~ aii {llc 1+| ai! 
c+ic= (it+1)ec 
|a | 所 ay_1Y |=1 cl ~ an-2 (| cri 1+| an-2 | 
之 c+(n-l)c= nc 
| an |=| ceri | c. 
因此 , | a 1I| 委 xc < (n+)e,i= 1,2,.,n 
故 得 a < (nt+1)ec. 


合并 (1),(2) 得 证 一 <<2 +1. 


6.52 设 yy ys， 机 是 一 个 数列 ,其 中 V1 一 1, 并 且 对 于 整 
数 & >> 0, 有 





> 大 为 偶数 
2 & 为 奇数 ， 
四 2 次 & 为 奇数 
Yt1 2y.+!1 & 为 偶数 . 
证 明 ; :每 一 个 日 然 数 从 在 数列 yl 2 Y3s 中 出 现 一 次 . 


(第 25 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] 计算 可 得 :yi = 1 yz = 2y1+1=3, y=2y=2, 
=2y = 6, ys=2y+1=7, y= 2y3+1= I, y= 2y3= 4. 
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二 站 种 





[an 


即 {y= 1}， 1y2,y31 = 12,31, [yas ys, y6sy7! = {14,5,6,71. 
显然 ,我 们 只 需 证 明 下 列 两 个 2”! 个 元 素 的 集合 满足 等 式 
| mr ya lr 2 | 一 12m2-1 2m™-1 二 1. ,27 一 1i @) 
用 数学 归纳 法 证 之 . 
假设 式 对 某 一 个 m 宇 1 成 立 ,考虑 y(k = 2” +d,d = 0,1,2， 
…,2” 一 1), 则 有 


nt+l _ 
[>2" < | |=2" -1 
k 





2 





k 为 奇数 时 ,k = 2， ( 
2y[&] 过 2y 
2 


由 归纳 假设 知 
[yp yam41s yo | SE i127 ,2m + 1,… ,2”+!—1| 
下 面 证 明 对 2 委 有 和 妥 2241 一 1 映射 上 -> x 是 一 一 对 应 的 . 
假设 y; = yj, 且 2” 志 i,j 志 2 一 1, 则 可 设 i = 2ki+ ei,] 二 2k 
+ 6 其 中 se € 10,11 ,2”! 才 ,二 2” 一 4. 则 由 条 件 


| 
“一 


yk; = 2 
及 归纳 假设 知 

k; 三 k; 
从 而 sj = 8 《否则 1 y; - yy 1= 1 矛盾 ). 
即 得 i = j. 


这 就 是 说 和 yp yp1 5 yo"t1| 三 12”*,2™,… ,2 一 1. 所 以 吧 
式 对 任意 m 之 1 都 成 立 。 
从 而 原 命 题 证 毕 . 
6.53 f、g\h 定义 如 下 : 
f(n) = 10n ,4 为 正 整数 ; 
g(n) = 10n + 4,n 为 正 整 数 ; 


h(n) = 一 ,7 为 正 偶数 . 


712 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





证 明 :每 一 个 自然 数 都 能 够 从 4 开始 经 有 限 次 fg .h 的 某 些 运算 表示 
出 来 . 
(第 4 届 爱 尔 兰 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 1 ”用 归纳 法 . 量 然 ,2 = hh(4), 1 = 有 hh(2), 5= 有 h(f(1)), 7 = 
h(g(1)), 6 = hh(g(2))), 3 = hh(6), 10 = f(1), 9 = 
hl(h(h(h(g(g(1)))))), 8 = h(A(h(g(6)))), 4 = h(8). 因此 ,每 
一 个 不 大 于 10 的 自然 数 都 能 从 4 开始 经 有 限 次 f,g,h 运算 而 得 到 . 
设 命题 对 每 一 个 不 大 于 N 的 自然 数 都 成 立 , 我 们 记 
N+1= 10n+1,t € 10,1,2,.…,9|. 
易 知 102 = f(n); 
lOn+1= h(20n+2)= h(h(40n+4)) = A(h(g(4n))); 
10n +2 = h(g(2n)); 
l10n+3= h(h(h(g(8n + 2)))); 
l0n+4= g(n); 
1l0n+5= h(f(2n + 1)); 
lO0n +6= h(h(g(4n + 2))); 
l0n+7= h(g(2n + 1)):; 
liQn+8= A(h(h(g(8n + 6)))). 
下 面 再 考 虚 ”10n + 9. 
首先 102+9= h(h(h(h(g(l6n + 14))))). 
今 nt = 1l6n t+ 14, 则 pz = 10k + s,s = 0,2,4,6,8. 
者 s=0, 则 yx = AR); 
若 s =2, 则 mm = h(g(2k)); 
大 ss=4, 则 芒 二 g(k); 
大 ss=6, 则 m= h(h(g(4k +2))), 晶 44+2< 10n+9; 
大 ss=8, 则 m= h(h(h(g(8k+6)))), 但 8k+6 > 10n+9. 
所 以 我 们 必须 再 进一步 考虑 . 记 8k +6 = 10p+ gq.g = 0,2,4,6， 
8. 对 于 g = 0,2,4,6 的 情况 ,由 以 上 证 明 易 知 命题 对 N + 1 成立. 车 gq 
= 8, 同 样 有 l0p+8= h(h(h(g(8p + 6)))). 
由 于 仍 有 ”8p + 6 > 10n + 9, 从 而 再 设 8p+b= 1l0a+b, 
其 中 2 = 0,2,4,6.8, 此 时 易 知 
8a+6< 10n+9, 
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a 


于 是 重复 以 上 证 明 可 知 命题 对 N + 1 也 成 立 . 
6.54 求 常 数 c 的 值 ,使 阴 数 


f(x) = arctg “一 





2 
1 + 4x 

在 区 间 ( - 过， 二 ) 上 为 奇 函 数 

(第 16 届 全 俄 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 假设 所 求 常数 c 是 存在 的 ,函数 f(x) 为 奇 函数 ,于 是 f(0) 
= arctg2 + c = 0, 由 此 知 c 的 惟一 可 能 值 为 - arctg2. 


我 们 再 证 明 在 区 间 ( - 一 ,一 ) 上 ,函数 
f(x) = arctg 4 — arctg2 
是 奇 消 数 , 即 满足 关系 式 : 
f(x) =- f(- zx). OD 
事实 上 , 当 zE (- 寺 , 福 ) 时 ,函数 < = 





( 守 ,> 迪 办， 因而 函数 /(x) = arctgz - arctg2 之 值 位 于 区 间 


(arctg = > -arctg2, 7 一 arctg2 ) 之 间 , 显然 也 位 于 区 间 { - ,7 ) 之 


4 


内 .由 此 可 见 , 当 x € (1 ) 时 ,函数 - /(- z) 之 值 也 位 于 该 区 
间 内 , 故 @ 式 等 价 于 
tgf(xz) = tg(-— f(~ x)). © 
但 用 三 角 公 式 可 得 
tgf(x) = 一 27， 
tg[— f(- x)] = 一 27z， 
故 @ 式 成 立 , 从 而 四 式 成 立 , 于 是 c = - arctg2. 
6 .55 设 了 是 具有 下 列 性 质 的 函数 : 
(1) f(xn) 对 每 个 正 整数 n 有 定义 ; 
(2) f(n) 是 整数 ; 
(3)f(2) = 2; 
(Df mn) = fm) Fa) 对 一 切 加 :2 


: 4 
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(S) fm) > fln), 当 m > 时 . 
试 证 : f(n) = nn. 
z (第 1 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 由 (4) 得 2) = f(1). f(2), 从 而 有 f(1) = 1. 设 当 
n 上 时 , 都 有 f(n) = .现在 来 证 明 f(k+1)=k+1. 

如 果 &+1=210 EN) ,那么 1 委 7 委 &, 从 而 得 

fk+1)= 21) = 2) FJ) = 21 = k+l1. 

如 果 名 +1= 27j+1(; € NN), 那 么 1 过 j 志 ,从 而 得 

2;7 = f(27) < 21+1)< A27+2)=217+2 


即 2j < f(2j +1) <2)+2, 
又 由 (2) 得 

F27+1) =25+1 和 
由 数学 归纳 原理 可 知 , 对 一 切 自然 数 ,都 有 (nz) = 7 ~ 


函 
数 


6.56 已 知 定义 在 正 整 数 集 上 的 函数 满足 :f(1) = 1， 
f2)=2, fln+2)= fl(n+2—- fn ti))+f(n+1- fn)) (n 
之 1) 

(1) 求证 :0 过 Fa +1) 一 fl(n) 声 1, 并 且 当 fln) 为 奇数 时 ， 
flint+1)= fln)+1;. 

(2) 试 求 :适合 f(n) = 219 + 1 的 所 有 nn 的 值 ,并 证 明 你 的 结论 . 

(第 22 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] (1) 我 们 先 证 明 一 个 引 理 :对 于 任意 的 自然 数 mm, Fa + 1) 
- f(n) € 10,1}. 

用 数学 归纳 法 . 

当 = 1 时 ,f/f(2) - f(1) = 1, 引 理 成 立 . 

设 当 nn 过 上 时 , 引 理 成 立 . 

则 当 nw = 时, 我们 有 

[(n+2)- fnt+1)] -Ln+1- f(xn)] 
=1-[f(rn+1)— fr) € 10,1|. 





因此 ,由 归纳 假设 ， 
fln+2- fl(n+1)])- /lnt+1- f/f(n)] € 10,1| 中 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
情况 1 AR) - f(k-1)=1. 全 
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3 尝 太 


这 时 ， FE+D -AR 
= fl(k+1— fk))- fl(k—1- flk— 2)) 


(根据 已 知 递 推 式 ) 

= f(k- fl(k-1))-f(k-1-f(k 一 2)) (根据 凶 ) 

E 10,1| (根据 人 ) 

情况 2 f(&)- ARA-1) =0 . @ 
这 时 ,由 已 知 的 递 推 式 可 得 

flk— flk—-1))= fl(k—-2- fl(k— 3)) @ 


由 多 和 人 @ 可 得 FREE-1- AR 一 2)) = fl(k— flk—1)) 人 
FREET+TT) -AR) 
= FE+1- HE))- AR-1-AR-2)) (根据 已 知 递 推 式 ) 
= fl(k+1— fk))- flk— flk— 1)) (根据 人 ) 
€ 10,1) (根据 全 ) 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 自然 数 n ,都 有 
fln+1)- fn)€ 10,1!. 
由 引 理 ,显然 有 
0 fn+1)- fn)e 
现在 用 数学 归纳 法 再 证 当 f(n ) 为 奇才 时 ， fln+1)= f(n)+1. 
由 已 知 , 当 nn = 1 时 ,f(1) 为 奇数 , 且 
f(2) = f(1)+1. 
假设 当 n < 时 ,结论 成 立 . 
若 f( 上 &) 为 奇数 , 则 FRR 一 1) 必 为 偶数 (否则 , 奉 f(& 一 1) 为 奇数 ， 
则 由 归纳 假设 可 得 f(k) = f(k 一 1)+1 为 偶数 ， 写 A&) 为 奇数 政大 ) 
于 是 由 引 理 可 得 
fk)= fl(k—-1)+1, 
fl(k+1)= flkt+1— fkR)]I+ flR- flk— 1)) 
= 2f(k — flk -1)), 
即 f(& + 1) 是 偶数 .再 由 引 理 得 
f(gk+1)= fl(k)+1. 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 任意 的 自然 数 ”， 当 儿 x) 是 奇数 时 ， 都 有 
fin+1)= f(n)+1. 
(2) 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 一 个 更 强 的 结论 :对 于 任意 正 整 数 
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m > 1 ,方程 f(n) = 2”!+1 有 人 惟一 解 7 = 2”. 
事实 上 ,m = 2 时 ,方程 化 为 f(n) = 3, 它 有 惟一 解 n = 2, 即 n = 
4( 我 们 可 由 已 知 的 递 推 式 得 f(3) = 2, f(4) = 3; 由 (1) 得 f(5) =3+ 
1 = 4. 并 由 函数 f(n) 的 不 减 性 判定 解 的 惟一 性 ). 
设 m = 时 ,要 证 的 更 强 的 结论 成 立 . 
由 于 f(x) 的 值 随 着 的 增加 ,每 次 增加 0 或 者 1， 又 从 已 知 的 递 失 
式 可 以 看 出 ， 
Jim f(n) =+ %, 
(否则 ,从 某 时 刻 起 , f(x) 将 为 正 的 常数 值 .但 由 已 知 的 递 推 式 知 ,这 样 
的 话 , 对 于 足够 大 的 2 ,f(r + 2) 却 为 这 个 常数 值 的 2 倍 ,矛盾 ) 因此 ， 
必 有 整数 ”使 
f(xn) = 2*+1. 
这 时 , f(xw 1) 必 为 偶数 ,并 且 
f(n—1)= 2*. 
由 于 fl(n-fln-D)+ fn-1l~ fln~-2))= f(n) = 2+1, 
并 且 上 式 左 端 两 项 之 差 为 0 或 1, 因 此 
fn- fn-1))= fin-1- fln-2))+1= 2*-!1+1, 由 妇 纳 
假设 
n~f(n~1)= 2*, 
故 n= fl(n—1)+2 = 2*+2 = 2. 
根据 数学 归纳 原理 ,对 于 大 于 1 的 任意 自然 数 ,所 证 的 更 强 的 结 
论 成 立 . 
特别 地 ,方程 f(n) = 2 + 1 有 人 解 n = 21. 
这 个 解 的 惟一 性 显然 可 从 (1) 的 结论 的 后 一 条 得 出 . 
6 .57 试 证 :不 存在 非 负 整数 集 到 非 负 整数 集 的 这 样 一 个 函数 
了 ,使 得 对 每 一 n ,都 有 f(f(n)) = n+ 1987. 
(第 28 届 国际 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 假若 这 样 的 函数 存在 , 则 对 每 一 x € N( 非 负 整 数 集 ) ,有 
: flint1987) = f(f(f(n))) = f(n) + 1987 
由 此 应 用 归纳 法 ,对 每 个 at € N, 有 
fln + 19871) = fln) + 19877. 
为 一 方面 ,考虑 yE N,Y 芝 1986, 则 有 
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nt 


f(7Y) = 1987 + ,k,l EN S1986. 
于 是 
fl(f(r)) = r + 1987, 
FOFCr)) = fll + 1987k) = f(7) + 1987k. 
由 rr< 巡 1986, ff(1) 宇 0. 
知 k 芝 1, 这 样 就 有 两 种 可 能 性 :; 
(1)R = 1f(r) = 1987+/1 及 f(1) = rr 1; 
(2)k=0=>f(r)= 7 及 OO) = r+1987=>r 关 L. 
于 是 集 10,1,2,…,1986| 可 按 这 样 的 方式 配 成 对 ja ,bj: 
fla)= 5b 和 f(6) = a + 1987 
或 f(65)= a 和 f(a) = b+ 1987. 
但 集 10,1,2,…,19861 仅 含 有 奇数 个 元 素 , 这 样 配对 是 不 可 能 的 . 予 
盾 . 
6. 58 ff 是 线段 0 这 zx 过 1 上 的 涉 数 .已 知 这 个 函数 非 负 且 f(1) 
二 1. 此 外 ,对 于 满足 条 件 zl 实 0,x; 宇 0,xj + x 达 1 的 任意 两 个 数 
X1,X2, 有 不 等 式 
frit xz) 2 fr) + f(r). 
(1) 证明; 满足 上 述 条 件 的 任意 函数 f, 对 于 一 切 x 都 有 不 等 式 


f(x) R27. 


(2) 不 等 式 f(x) 过 1.9xz 对 于 一 切 z 都 成 立 吗 ? 
(第 8 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] (1) 先 证 明了 项 数 f 是 区 间 [0,1] 上 的 单调 不 减 函 数 . 
事实 上 ,者 1 之 x 宇 y 之 0, 则 由 已 知 条 件 可 得 
f(x)= fl((x— y)+y) 

之 f(x -yy)+ f(y) 

之 f(y). 

因此 函数 了 是 单调 不 减 的 . 
另外 ,我们 由 已 知 条 件 可 得 
fl27) 守 f(r) + f(x) = 2f(2), 


即 f(x) < 27) 
利用 f 的 单调 不 减 性 和 不 等 式 四 ,我们 可 知 ; 


© 
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1 
Ax)RfD) = 127; 


1 1 
2 


f(x) 委 7 f(2x) < < 27; 


1 
2 


2 
fz) E727) SE 7 27; 
当 ?~>+ 时 ,由 以 上 结果 及 f 的 单调 不 碱 性 可 知 f(0) = 0, 即 > 
故 对 于 定义 域 上 的 一 切 x ,都 有 f(x) 志 2x. 
(2) 取 函 数 


名 > 加 


函 
数 





0， 当 0 二 zx 立 了 时 ， 
f(x) = | 

1, 当 7 < 了 + 忒 1 时 . 
容易 验证 该 函数 满足 题 设 的 所 有 条 件 . 然 而 

f(0.51)=1>1.9.:0.51 = 0.969. 
因此 f(x) 过 1.9x 并 不 对 所 有 ~ 成立. 

6.59 设 S$= 忆 +y+x 其 中 yz 为 实数 .已 知 在 Si = 
0 时 ,对 

(m,n) = (2,3),(3,2),(2,5) 或 (5,2)， 
都 有 





Dt Om On QD 
1 十 天 mm 71 : 


试 确定 所 有 其 他 的 适合 9 式 的 正 整数 组 (wm， 站) 
(第 11 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 显然 , 当 二 +1y 二 hs 二-1 时 ,能 使 S, z+y 
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线条 症 


”由 于 ,> 是 正 整数 ,因此 


On 十 天 On S, 
人 


m+n | nm 7 
好 


Tt n 十 yy 加 十 二 n x” 十 yy 十 2 x" 十 Yy 十 之 


一 一 


则 
777 十 六 772 n 
用 x =+1,y = 一 上 ,zx = 一 1 代入 上 式 得 
777 十 天 
(DO 


nl ni 


显然 , 书 式 两 端 都 可 以 看 作 是 关于 的 多 项 式 . 


情况 1 :如果 .都 是 奇数 ,那么 mm + 是 偶数 .此 时 名 式 左 端 是 
关于 上 的 m+ n 次 多 项 式 ,@ 式 右 端 是 关于 上 的 m+ n 一 2 次 多 项 式 ， 
邓 盾 .说 明 m 、n 不 可 能 都 是 奇数 . 

情况 2: 如 果 m .n 都 是 偶数 ,那么 m +n 也 是 偶数 .此 时 比较 四 式 
两 端的 最 高 次 项 的 系数 得 





2 二 .过 
m+n nm hn 
即 一 + 工 =1 
更 了 用 
2 2 


了 = 六 = 2, 从 而 有 mm = n= 4. 

另 一 方面 , 当 = n = 4 时 ,我 们 取 k = 1, 即 取 x = 2,y=-1， 
< 二 一 1, 则 得 
Si =24+(-1)+(-1)= 18, 
Ss = 2 +(-1)s + (1) = 258, 
S28 3; 
加 8 8 4 4 4 4 
这 说 明 mm .n 也 不 可 能 都 是 偶数 . 

情况 3: 如果 wm 、n 中 的 一 个 是 奇数 , 另 一 个 是 偶数 ,那么 +n 是 
奇数 .此 时 比较 @ 式 两 边 的 上 的 最 高 次 项 的 系数 得 

2 


1 = 上、 一， 
n 
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7 一 2. 

当 mm = 1 时 ,由 S1 =0 得 @ 式 右 端 为 零 , 所 以 此 时 @ 式 不 可 能 
成 立 . 
当 mm = 3 时 ,由 题 设 @ 式 成 立 . 
当 思 >3 时 ,G@ 式 左 端 为 





m+2 m+2 
十 1 (m+ 1)m,,_ 
一 Ti + pm L 十 ，…， 
2 6 
而 式 右 端 为 
Sm S52 (k+lD)™”-k"-1 (k+1)+k+1 
M 2 1 2 
1 71 一 上 -2 十 i 十 | 。 (k? 
十 上 十 |) 
_ k™tl + Ll + 1 十 | 1 如 
十 ， 


比较 两 端 k”' 的 系数 得 

(m+ 1)m (pC—i)m-2) mm-1 

6 7 6 2 
解 得 ”m = 5. 而 (m,n) = (5,2) 恰 是 题 设 的 解 . 

因此 ,(m,n) = (2,3),(3,2),(2,5),(5,2) 是 满足 四 式 的 全 部 正 
. 整数 组 . 

注 ”本 题 有 题 设 “ 在 SI = 0 时 ,(m ,nm) = (2,3),(3,2),(2,5) 或 (3,2) 满 
足 由 式 " ,如 果 将 这 个 题 设 去 掉 , 那 么 只 需要 对 问题 的 解 作 以 下 补充 就 够 了 . 


记 rxy+ w+ zr = b, 


+1. 


XY = . 
又 由 Si =+y+z= 一 0 知 ,r,y,x 是 方程 
u +bu—-c=0 人 
的 三 个 根 ， 
@ x uw" 得 


-3 一 
a 十 bu”' 2 Cu 3 一 0. 
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教 





所 4 洲 


综 泪 六 





依次 令 上 = riyz, 代 入 上 起 并 相 加 得 


Sn 十 0b, -2 CO-3 = 10 (1 一 3,4，…) 
由 于 So= rz+ 吕 + =3， 
S] 一 0， 


7 7 人 
Sy 二 十 十 和 


= (r+y+z) -2(ry+ y+ zr) 


= 一 20. 

因此 9S3 = 3c， 
S4 = 20， 

Ss =— SCbc 

SS; = 7p02c 


7 7 5 2 5 2 
6 . 60 ， 设 NN 为 自然 数 集合 ,k € 六 ,如 果 有 一 个 函数 f:N 一 NN 


是 严格 递增 的 , 且 对 每 个 2 E 六 ,都 有 f(f(n)) = kn. 
求证 :对 每 一 个 天 € N ,都 有 
< fn) < 


k++] 
(第 $ 届 中 国 数学 奥林匹克 选拔 试题 ,1990 年 ) 
[证 ] 由 于 f:N 一 N 是 严格 递增 的 ,因此 有 


k+l 





n. 


ee 





f(n) 二 1， 
fnt+m)>f(n)+m. 
由 中 ,可 设 az) = n+ m(m 为 非 负 整数 ), 于 是 由 已 知 得 
kn = f(f(n)) = f(nt+m) 守 fln)+m 
= fl(n)+ fl(n)—n 
其 kn 2f(n)—n, 
fn) 二 全 人 


2 
由 (3 可 得 


kn = FA) < fn), 
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fa) 二 -2 : 





一 有 十 工 
所 以 ,我 们 有 
2k k+l 
piri" 芝 f(n) 世 7 n. 


”6.61 设 f 是 一 个 从 实数 集 R 映射 到 自身 的 函数 ,并 且 对 任何 x 
E R, 均 有 | f(x) | 过 1, 以 及 
13 . 1 1 
z+) 1 = (rt) A(t) 
证 明 ; 了 是 周期 吻 数 , 即 存在 一 个 非 零 实数 c ,使 得 对 任何 x € R ,成立 
flxt+cec)= f(x). 


(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[证 ] 由 已 知 





f(z+ BB)+ f(z) = f(z+ 方 )+ f(z+ 训 )， 
人 
=- /f(r+D)-/(r+o) 
人潮 
所 以 
放 r- 动 
同样 地 ,我 们 有 


电 帝 本 申 昌 昌 
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3 芝 


好 /A(z a)- (e+) (rr) /+ 2 
由 中 各 得 


/人 + 和 AD = /z+ 多 -A(z + 三 


即 f(r+1)- fx)= f(xr+2)- f(r+1). 

因此 f(x+n)= f(r)+n(f(r+1)- f(x)). 

由 于 上 式 对 所 有 的 n EN 成 立 , 并 且 | f(x + nn) | 过 1, 因 此 必 有 
f(x+1)- f(x)=0. 

即 对 所 有 的 x € R, 都 有 f(x + 1) = f(x). 从 而 f(x) 为 周期 晴 数 . 


6.62 已 知 车 y = sinr， -7 <r< 了 7: 则 zx = sin-1y, 现 若 


1 
》 三 sinx, (1992 + 三 jzr<x 苹 (1993 + 二)7, 


2 
试用 > 表示. 
(第 3 届 中 国 澳门 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 


A i 
解 ] 一 一 三 -和 了 ， 
[ 解 ] 7 1993 — x 7 


而 sin(1993x 一 x) = sinx = y， 
故 ”x = 1993r -sin ly. 
6，63. NN 是 所 有 正 整 数 的 集合 ,f : N 一 NN 是 一 个 函数 ,满足 不 
等 式 , 对 任意 x € 六， 
flr)+ f(x+2) 2f(r+1). 
求证 :在 平面 内 存在 一 条 直线 , 它 包 含 无 限 多 点 (n,f(n)). 
(第 43 届 捷 克 ( 和 斯 洛 伐 克 ) 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 令 
dz)= f(x+1)- f(r),r EN. 
由 题 设 ， 
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d(xr +1)<< d(x), 
因此 ,数列 1da(z) 1 x € N| 是 单调 下 降 的 . 
下 面 证 明 :a(z) 之 0,zE AN 
用 反 证 法 ， 
若 存 在 使 得 d(k) < 0, 其 中 为 某 个 正 整 数 , 则 有 
d(k) -1. 
由 q(x) 的 单调 下 降 性 ,有 
一 1 之 ad(k) 之 d(k+1) 之 d(k+2) 之 … 之 d(k+n) 之 …'， 
这 里 ” 为 任意 正 整 数 . 于 是 ， 
fl(E+ f(k)+1) 
= [ACE+ FE TD- FR+ FR] HE + FR) — fCk+ 大 
DJ + et LA DFE)]+ Ak) 
fk) 
= 2dlk + 了) + f(k) 
(1). (fFf(k)+1)+ f(k) 
二 一 1， 
此 与 题 设 条 件 FE + f(k) + 1) EN 了 矛盾 
因此 , 必 有 
dktz) 字 0,zEN， 
从 而 有 
d(1) 宇 d(2) 之 d(3) 之 … 之 d(n) 宇 … 之 0. 
这 就 是 说 ,对 于 任意 正 整数 x, 都 有 
d(x) € [0,4d(1)]. 
但 在 [0,ad(1)] 上 , 非 负 整数 的 个 数 是 有 限 的 ,所 以 一 定 有 无 限 多 个 正 
整数 ,使 得 a(n) 是 [0,a(1)1 上 的 同一 个 整数 .不 妨 设 
d(n1) = d(n) = = d(1m)= =, 
这 里 mw EE N,k = 1,2 sn N22 Cc 是 [0,a(1)] 上 
的 一 个 非 负 整数 . 
对 于 大 于 等 于 ni 的 任意 一 个 正 整数 ,一 定 有 上 述 一 个 np > 7 
由 4 (x) 的 单调 下 降 性 ,有 
d(ni) 之 d(n) 之 d(n), 
但 4(x1) = ad (nn), 所 以 
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ee 站 六 


d(n1) = d(n) = d(n). 
上 式 表示 ,对 于 任何 一 个 不 小 于 n1 的 正 整 数 ,都 有 
ad(n) = d(n1). 
于 是 ,我 们 有 
flnit+1)~ fln)= ad(ni) 
flnt+2)~ +1) = dt) 
Fa + 一 at+7 一 1) = CO)， 
其 中 2 为 任意 正 整数 .将 以 上 2 个 等 式 相 加 ,有 
fntt+n)— fn) = nd(ni),n EN. 
flnit+n)= (n+ nj)a(n) + flnt)~ nd(n1). 
因此 ,在 直线 
y= d(n)rt fln)— nid(ni) 
上 ,有 无 限 多 个 点 
(nit+n,f(nit+n)),nEN. 
6.64 已 知 整 数 宇 & 之 0, 定 义 数 c(n ,上 ): 
c(n,0) = c(n,n) = 1,n 之 0 时 ; 
cl(n+1,k) = 2tc(n,k)+c(n,k -1),n 宇 k 宇 1 时 . 
证 明 :c(n,k) = cn 一 天) 对 所 有 满足 宇 & 宇 0 的 整数 ,成立 . 
(第 39 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 
[证 ] 对 mw 衬 1 设 
fm) = (2 — 1)(2° -1)…(272 -1), 
f(0)= 1. 
A 
fn) 


a(n,k) = FF TR) 


则 对 ?之 0, 有 

a(n,0)= a(n,n)= 1. 
又 因为 

fim) (27 -1)= flm+1),m 0 时 , 
于 是 ,对 所 有 nn 宇 上 之 1, 有 
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ka (nk)+a(n,k—1) 

fln) , fln) 
flg)fln—k) flkR—m1): fln—-k+1) 
Dk (2 k+l 1) 十 (2* _ 1) 
= f(n): FD FET Fn kt) 
fx) 一 1) 
(ED) fln—-k+l1) 


一 2* 


=a(n+1,k), 
所 以 ,a(n,k) 和 c(n,k) 满足 同样 的 递归 公式 . 
故 
c(n,k) = a(n,k) 
由 于 对 所 有 的 n 宇 上 宇 0, 有 第 
a(n,k) = a(n,n — k), 六 
因此 ,有 Ps 


cnsk) = cn,n -kk),nk 守 0 时 . 
6-.65 X=i0,a,pocl 和 MX) = 1f1f:X 一 Xi 是 从 XX 到 
自身 的 所 有 函数 的 集合 .在 X 上 定义 加 法 运算 中 如 下 表 : 











(1) 如 果 

S= |fEMX)I /XDI DI) = (fr)D f(y) D(z), 
Yr,y EX!, 
确定 S 内 元 素 的 数目 . 

《2) 如 果 / 

T= |fEM(X)I f(rOBzr) = f(r) DFr), Yr EX), 
确定 1 内 元 素 的 数目 . 

(中 国 台 北市 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
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Sk 洗 宙 


[ 解 ] (1) 由 加 法 运算 表 , 对 于 x € la,b,cl， 


有 

0PDr=rD0= 工 ， 

中 zz=0， 
0 由 aa=a 中 =c，c 中 aa=a 中 c = 

c 中 5=6c= a. 
因此 ,有 

hy=ydz yzryEX. 
并 且 容 易 验 证 


(rHOy)Dr= y,Vr,y EX. 
事实 上 ,者 y= 0, 则 
(rHODyPBr= (rHB0)DBr=rHBr=0=y. 
车 y 关 0, 但 x = 0, 则 
(xOByDBDr= 0my)DB0= yDB0= y. 
若 y 关 0 且 xz 关 0, 设 z= la,b,ci 一 1x,y1, 则 
(x Dy)DBDr= Br=y. 
因此 人 中 式 成 立 . 
因为 Yr,y € X, 有 f(x),f(y) E€ XX, 所 以 由 也 可 得 
(f(x) DB fy) DB fr) = f(y). 


因此 ， 
S = M(X). 
但 
| M(X) |= 4* = 256, 
故 
| S |= 256, 
即 S 内 的 元 素数 目 为 256. 
(2) 因为 
f(r Or) = f(0), 
f(xr) WB f(r) = 0， 
所 以 
I= ifE€E M(X)| f(0) = 0 
于 是 
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1T1=4 =64， 
即 了 中 元 素数 目 为 64. 
6.66 a,b,c 是 正 实数 ,a 是 实数 ,假设 
f(a) = apckaz + b+ c’), 
gla) = a (b+ce—a)t ba b+te)+tet (a+b— ce), 
确定 f(a) 与 g(a) 间 的 大 小 . 
(中 国 台 北市 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 已 知 ， 
fla) g(a) 一 abc (a 十 Bb? 十 cz ) 十 (cc+3 十 pe+3 十 cet+3 
一 art2(b+ce)— bc+a)— et(a+ 65b) 
一 [as+1pc +4 Ce+3 _ ar'*(b 十 c)] 
十 [ pa+lca 十 Pet+3 一 Betefc 十 a)] 
+ [ctiap 十 3 ta+b)) 
= acrl(a ~ ba om ec) + bi(b -~ c)(b—- a)+ 
cri(c— a)(c —- 65). 
下 面 证 明 上 式 右 端 不 小 于 零 ( 这 是 著名 的 Schur 不 等 式 ). 
事实 上 ,由 于 f(a),g(a) 是 关于 a,b,c 的 对 称 式 ,因此 不 妨 设 a 


之 总 字 f. 
今 


XxX 二 a-b 之 0,y=b 一 cc 之 0. 
代入 前 一 个 式 子 ,得 : 
fla)—- g(a)= (6+tr) zr(rty) -ryt (6b— yx 


— y)(— y) 
= (b+ x)tix(xt+ y)— biry+ (6 — y)*tly(r 
+ y). 中 
由 已 知 c >0 可 知 
y< D. 


当 c >-1 时 ,a + 1 > 0. 注 意 到 5+x 守 5 > 0, 有 
x(x 十 y)(6 + Xx)" > ry(b 十 TT)"!! > rw !, 
由 中 及 上 式 , 得 
fla) 守 g(a),a >-1 时 . 
当 & = 一 1 时 ， 
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六 也 


局 21 于 





六 


fla)- g(a)= f(-1)- g(-1) 
= XxX(r+y)—- xy+y(r+y) 
= x 十 TYy 十 vy 
之 0， 
因此 ， 
fla) 守 g(a),a =-1 时 . 
当 a <-~-1 时 ,a + 1 < 0, 于 是 有 
(& y)°+! 之 pe+1， 
由 此 得 
y(x 十 y)(p _ y)"*!l> ry(b ~ y)°+! 之 xw"!'!, 
由 QW 及 上 式 , 有 
f(a) 守 g(a),a <-1 时 . 
综 上 所 述 ,本 题 的 结论 是 
fla) 守 g(a),a € R. 
6.67 用 al,a2,… ,a 表示 整数 1,2,…,n 的 任意 一 个 排列 . 设 
f(n) 为 满足 条 件 : 
(1)ai = ]， 
(2) | a; 一 al 委 2,1 = 1,2 7 一 ] 
的 排列 种 数 .确定 f(1996) 是 否 可 被 3 整除 . 
(第 28 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 显然 f(1) = f(2) = 1,f(3) = 2. 
设 nn 宇 4. 因 为 al = 1, 所 以 a， = 2 或 3. 
者 a = 2, 则 ai,a2,a3,… ,a 的 排列 种 数 , 等 于 a 一 1,a; 一 1,…， 
a 一 上 的 排列 种 数 .而 后 者 为 1,2,…,n 一 1 的 排列 , 且 满 足 


a2—1=1 


| 和 | (a;—1)~- (a -1)|2,i = 2,3,…,n—1. 


因此 后 者 的 排列 种 数 为 f(n 一 1), 从 而 原 题 所 说 的 排列 中 ,满足 条 件 
Wd2 二 2 的 有 Fn -1) 种. 

右 az = 3,a3 = 2, 则 必 有 a4 = 4, 类 似 地 可 说 明 , 原 题 所 说 的 排列 
中 ,满足 条 件 os = 3 县 ai = 2 的 有 f(n - 3) 种 . 

天 a2 = 3,a3 关 2, 则 2 一 定 在 4 后 面 ,并 且 没 有 数 可 紧 接 在 2 的 后 
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面 ,从 而 最 后 两 个 数 依 次 为 4,2. 这样,5 必须 在 3 的 后 面 ,6 必须 在 4 的 
前 面 .依次 类 推 ,此 时 的 排列 只 有 一 种 : 
1 ,3,5,.…,6,4,2. 
( 先 将 奇数 按 顺 序 排列 ,再 将 偶数 按 倒序 排列 而 成 ). 

因此 ,我 们 有 

Fa)=Aa-l)+Aa -3)+1 

设 f(n) 除 以 3 所 得 的 余数 为 r(x), 则 

r(T) = r(2) = 1,7r(3) = 2， 

r(n)= rn-1)+r(n—-3)+i,n 守 4. 
从 而 数列 r(1),r(2),r(3)，r(4)，…… 构成 一 个 周期 为 8 的 数列 1,1， 
2,1,0,0,2,0,1,1,.: . | 

因为 ”1996 = 8 x 249 + 4, 所 以 f(1996) 除 以 3 所 得 的 余数 

r(1996) = r(4) = 1, 
即 4(1996) 不 能 被 3 整除 . 

6.68 f(n) 是 定义 在 正 整 数 集合 上 , 且 满 足 

FUD=2, Fa+l)=( Fa)) ~ fln)+l,n = 1,2,3,.…. 
求证 :对 所 有 整数 2 > 1， 

1 1 1 1 1 

2 HD FO RO)! 
(爱尔兰 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 


廊 > 小 


了 
数 





[证 ] 者 f(xn) 实 2, 则 由 
flnt+1)= fln)(f(n)—1)+1 
可 得 
Fa+1l) 之 2. 
注意 到 f(1) = 2, 因 此 ,对 所 有 整数 n 之 1, 都 有 
f(n) 守 2. 
将 已 知 等 式 化 为 
flnt1)-1= f(an)(f(n)— 1), 
显然 等 式 两 端 都 为 正 整数 ,因此 有 
] 1 


flnt+1)-1 Fn) (fn) 1) 
即 
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六 


i 1 1 
flnt+1)-—1 ~ fl(n)-1 fln)’ 
移 项 ,得 
1 1 1 
fln) fln)-1 flnt+1)-1 
在 上 式 中 ,将 n 改 成 &, 并 且 关 于 六 从 1 到 求 和 ,有 














" 1 1 1 
2 FD 站 
即 








1 1 1 1 
2 A = TD fln+1)-1 
注意 到 f(1) = 2, 得 


1 
> = l- Fn 
利用 上 式 , 将 求证 的 不 等 式 化 为 
22 < fn+1)-1<2, 
因此 只 需 证 明 , 对 n > 1, 上 式 成 立 就 可 以 了 . 
事实 上 ,我 们 有 
f(2) = f(1)(f(1)-1)+1= 3， 
f(3) = 2)F2) -1)+1=7 
以 及 
4=2 <7-1<2 = 16， 
因此 , 当 n = 2 时 ,Q 式 成 立 . 
设 n = m 时 ,不 等 式 @ 成 立 , 即 
22” <flm+1)-1<2, 


由 上 式 可 得 

22” 1fm+l) -112 -1. 
于 是 有 / 

22” 42 fm+1) 2, 
由 以 上 两 个 式 子 可 得 


(22” +1)(22”” +2) fm+t Df m+1)- 1) 
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之 22” (22” 1) ， ， 


即 D27 加 3 , D2” J. 7 < fl p+ 2) 1 二 D2” | 加 227 | 
于 是 ,有 


2 <fm+1)-1<2 . 

因此 ,对 任意 整数 nx > 1, 中 式 都 成 立 . 从 而 本 题 要 证 的 不 等 式 成 立 . 

6.69 已 知 F(z)=z4-4z3+(3+7)z~127z+12, 这 里 六 
是 一 个 实 参数 . 

(1) 求 所 有 整数 mx ,使 得 f(x) - Fl1-x)+4z3 = 0 至少 有 一 个 
整数 解 ; 

(2) 求 所 有 的 x 的 值 ,使 得 对 每 个 实数 z, F(z) 之 0. 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 


二 站 游 


[ 解 ] (1) 由 题 设 
0= f(x)- fll1 ~ x)+47 
= [x7 -473+(3+m)zr -12r+12] -i(1- x) 41- zr) 
+ (3+m)(1— zx) — 12(1— x)+12]+4x’ 
= [x ~(1~x)]-4z (1-zrz)j+(3+m)[x-(1- zx)’] 
—12[xz— (1~ x)]+4xr’ 
= (4x 7 — 6zx*+4r—1)—4(2x3— 3x:+3r—1)+(3+ m)(27x 
-1) -12(2xr -1)+47’ 
= 6x’ +2(m—13)xz+12-m. QD 
且 上 述 关 于 x 的 一 元 二 次 方程 至 少 有 一 个 整数 解 ,因此 它 的 判别 式 应 
是 一 个 完全 平方 数 , 即 
4(m — 13)* — 24(12— m) 
是 一 个 完全 平方 数 , 从 而 有 
(m 一 13)* -6(12 一 m) = y,y 是 非 负 整数 ,由 上 式 得 
(m ~ 10)°—- y= 3, 
(m ~ 10+ y)(m -10— y)= 3. 
由 于 和 -10+y 衬 ma 一 10 一 yy, 因此 
m—10+y= 3, m~-10+y=—1, 
m—10-y=1; mm~10— y=—3. 


东区 








解 得 
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二 12 或 m = 8. 
若 2 = 12, 由 忆 得 
6x* —~2x =0, 
这 个 方程 只 有 一 个 整数 解 x = 0. 
若 m = 8, 由 得 6x? 一 10x+4= 0 这 个 方程 只 有 一 个 整数 解 x 
= 1. 
因此 ,所 求 的 所 有 能 使 ARz) - f(1 -x) + 4x”= 0 至 少 有 一 个 整 
数 解 的 m 为 12 或 8. 
(2) f(x) = (x + 3)Cxr—2) + (Cm — 4)x’ 
如 果 mx < 4, 那 么 f(2) = 4( 7 -4) < 0, 不 合 题 意 . 
如 果 m 之 4, 显 然 对 每 个 实数 zx ,都 有 f(x) 之 0. 
因此 ,所 求 的 所 有 m 为 [4, oo ) 
6. 70 证 明 : 任 何 定 义 在 整 条 实 直线 上 的 函数 都 可 以 表示 为 两 
个 这 样 的 函数 的 和 ,这 两 个 函数 的 图 像 都 具有 对 称 轴 . 
z (第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1995 年 ) 
[证 ] 设 f(x) 是 任 一 给 定 的 销 数 .我 们 证 明 可 将 f(x) 表示 成 
fi(x)+ f(x), 其 中 fi(x) 以 xz = 0 为 对 称 轴 , f,(x) 以 x = a,a > 
0 为 对 称 轴 . 
在 区 间 [ 一 a,aj 中 , 令 fi(zx) 三 0, f(x) = f(x). 
在 区 间 [a,3a] 中 , 令 
PCz) = fol2a = rx), fi(x) = f(x)- folx). 
在 区 间 [ 一 3a, - cj 中, 令 z 
fi(xr) = fi(~ 7x), f(x) = f(x) — fi(x). 
在 区 间 [3a ,Sa ] 中 , 令 
f(r) = fl2a -xr), fi(r) = fx) - flr). 
依 此 类 推 , 即 得 定义 在 实数 集 上 的 函数 f(x) 和 户 (x) ,满足 
f(x) = fi(x)+ f(r),rER, 
且 fi(xz) 关 于 x = 0 对 称 , (x) 关于 x = a 对 称 . 
6. 71 多项式 序列 po(x),p1i(x),p2(x),…… 满足 等 式 
po(x) = 1,pi(x)= 7, 
(nt+t~ 2) pr1(x) = (2n+t~ 2) rp, (zx) 一 1 轧 1(z) ,这 里 :是 


a 


734 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





大 于 1 的 固定 实数 ,n = 1,2,3…… 

(1) 求证 :对 每 个 多 项 式 

f(r) = agz Ta 十 十 Ca 十 Go 

(ao 和 关 0,ai €E R,0ZiQn) 
存在 惟一 一 个 实数 集合 1co, cl,…,c,| ,使 得 

f(x) = copo(x) + cipi(x) 十 十 Crop 
(2) 求 co ,使 得 
1 
f(x) = (x 十 ez + B(x -二 ) 

这 里 a 和 8 是 实数 . 

(3) 如 果 z 宇 10, 求 证 在 (2) 内 求 出 的 co 满足 ce 委 0. 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 先 证 明 对 非 负 整数 n,P,(x) 是 z 的 ”次 实 系数 多 项 式 . 

用 数学 归纳 法 . 

当 = 0 时 , po(x) = 1 是 x 的 零 次 实 系 数 多 项 式 . 

当 = 1 时 ,pi(x) = xz 是 x 的 一 次 实 系数 多 项 式 . 

设 p,-1(7) 是 x 的 n -1 次 实 系 数 多 项 式 ,p(x) 是 x 的 nn 次 实 系 
数 多 项 式 . 

由 题 设 可 知 

271 十 了 一 


2 nn 
prii(X) = + oz) 二 rT 3b-1(7), 


由 归纳 假设 及 上 式 可 知 ,p,,1(x) 是 xz 的 n + 1 次 实 系数 多 项 式 . 
因此 ,对 任 一 非 负 整数 n, p,(x) 是 xz 的 n 次 实 系 数 多 项 式 . 
绸 证 明 : 知 记 
pa(X) = Qi 十 QT 十 CQ 

这 里 av € R,j = 0,1,2, ,ma 天 0. 

则 当 ”n+j 是 奇数 时 ,a,; = 0 
用 数学 归纳 法 . 
因为 po(z) = 1,pi(x) = Xx, 所 以 当 %n = 0,n = 1 时 ,结论 成 立 . 
设 当 nn < 2k,k EN 时 ,结论 成 立 . 即 当 nn < 2k 时 ,着 是 奇数 ， 

则 请 (z) 中 只 含有 xz 的 奇 次 项 ; 兰 n 是 偶数 , 则 p,,(x) 中 只 含有 的 

偶 次 项 . 


2 | ,。， 
十 十 Hn, 1 十 Cr.0， 
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| 是 2 证 





a 


因为 
(7) 2 2 D) +t-2 
Pt (RkR-1)+t-2 
2 一 工 
3P2r-2( 7). 


(2&k -1)+t 
2024 -1)+t-2. 


由 归纳 假设 ,pos-1(x) 只 含 x 的 奇 次 项 , 因此 CT 
4p2r_1(X) 只 含 工 的 偶 次 项 .又 由 归纳 假设 ,py_2(x) 也 只 含 工 的 偶 次 
项 ,所 以 py (x) 只 含 zx 的 偶 次 项 . 

又 因为 


xp2p_1(7) 


4& 十 守 一 了 k 
Per 2p re 2 + 
已 证 得 pys (x) 只 含 z 的 偶 次 项 ,从 而 有 xp2s(x) 只 含 zx 的 奇 次 项 .又 
由 归纳 假设 ,pzs-1(x) 只 含 z 的 奇 次 项 ,所 以 pyr41(Xx) 只 舍 zx 的 奇 次 
项 . 

根据 数学 归纳 法 原理 ,对 于 任何 非 负 整数 nn, p(x) 只 含 z 的 偶 
次 项 ,1(Zz) 只 含 x 的 奇 次 项 . 换 句 话说， 当 1 十 1 是 奇数 时 ,都 有 
ar / = 0. 

现在 我 们 回 到 原 题 (1) 和 (2) 上 来 . 

(1) 者 有 

f(r) = aor + alr i+ + a lx+a, 
= copo(x) + cipi(x) + + cnpr(z), 


对 照 上 式 两 端 x 的 同 次 蜂 的 系数 ,我 们 有 


CO0 一 《nn ny 


* rp2r( x) 一 p2r-1(X), 


&1 Cn-l1Qn-li,n-l); 
(因为 al = 0)， 

Q2 三 Cn-2 十 Cr-2dn-2,n-2, 
(因为 Qn-l,n-2 一 0)， 

CC3 Cn-idn-!,n-3 十 Cr-3Qn-3,.n—3s 


(因为 dn,n-3 一 0,a > 3 一 0) ， 
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CQ ,0 十 Cn-20Qn-2,0 十 十 5C242,0 十 C040,0 
当 ”是 偶数 时 ， 
Cn_1Qn-1.0 十 cadn-3,0 t “+ c242,0 + coud0,0 
当 nn 是 奇数 时 . 

由 上 面 这 些 关系 式 , 可 以 惟一 地 确定 c, ,cy, 1, 再 惟一 地 确定 cv ->， 
cw-3, 依 此 类 推 ,一 直到 cci,co 都 被 惟一 地 确定 .因此 ,存在 惟一 确定 
的 实数 集合 1co,c1,…,c,| ,使 得 z 

f(r) = copo(x)} + cipi(r) 十 十 cnpn\ x). 


Uy 一 


(2) 设 
1 
f(r)= (x+art p)2( > 一 了 | 
= copo(x)+cepi(x) + cpr) t+ cpa x) + ca palr) 
十 csps(x). 
由 题 设 条 件 可 知 

po(x) 一 1， 
pi(X)= 工 ， 

ir 一 1 
P(t) = ， 

(zt 十 2)z — 37 
pz)= 

4 72 

pa( x) = (t+4)(r+2)z — 6(t + 2) +3 


:*—1 
比较 关于 f(x) 的 等 式 的 两 端的 常数 项 及 x*,x4 的 系数 ,得 


1 C2 3ca 
_ -~ 一- 一 一 一 一 一 十 ， 
738 “0 Li 一 1 1 六 -~-1 








_ Te -B+2a8 = 二 一 
1 ca(t + 4)(t + 2) 
2 1 一 上 
从 这 个 方程 组 解 出 c4 ,cs 和 co ,得 
六 一 1 1 
c= TIEC 
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吕 
数 





嫩 3 梁 





el 
和 ee 
4 2) 
0 
co =- B+ 二 op -Tp+ re 3 


2t(1 二 2) 
(3) 当 上 > 10 时 | 将 cn 的 表达 式 写成 关于 a 的 一 元 二 次 多 项 式 的 
形式 : / 


1 6 1 1 3 
co 一 +| 81+ eee B+ Fr 
这 个 二 次 多 项 式 的 首 项 系数 

1 








-27 < 0, 
而 这 个 二 次 多 项 式 的 判别 式 
2 6 LIL 1 3 
Lae 1 
_ 4p 24 gi 36 
”2 





t Rr tof 12(t 十 2)2 ~ - 8- 0 
4-1 10 一 +t 1000 
| 








(t+ +2)(4—1) t*(t + 2)°(4—1) 
过 0. 
所 以 这 个 二 次 多 项 式 的 值 co 恒 不 大 于 0, 即 
co 夺 0. 
6 .72 


设 U 是 一 个 有 限 集 , f,g 是 从 UU 到 其 自身 的 双 射 . 令 
S= iWEU:ff(w)) = g(g(w)) 
T 


= 1WEU:f(g(w)) = g(f(w))!. 
并 假定 U = S UU TT. 证 明 对 于 W E€ U,f(w) ES 成 立 的 充 要 条 件 是 
g(w) Es. 
(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[证 ] 


由 于 f 和 g 的 地 位 相同 ,因此 只 需 证 明 
f(w) EE sg(w) Es. 
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用 反 证 法 . 
若 存 在 wwE U,f(w)€E SHg(w)€5. 
则 由 g(w)EU 及 SUT= UV 可知 
g(w) ET. 
因此 ,由 S 和 了 休 的 定义 可 知 
ff(f(w))) = gl(g( flw))), 
f(g(g(w))) = g(f(g(w))). 
于 是 ,我 们 有 
wE sfFfw)) = gl(g(w)) 
SSAAfw))) = flg(g(w))) 
SOglg(f(w)) = g(fl(g(w))) 


Sg(flw)) = f(g(w)) 和 
Orw EE 了. 和 
因为 QU=SUT, 故 wwES,wE 开 至 少 有 一 个 成 立 , 因 此 ,zw E 孝 
Sf T. 
考虑 g (w): 
若 ge 1(w) € S, 则 
fl(flg '(w))) = g(g(g I(w))) = g(w) 
此 时 ,我 们 有 


f(g (w)) E SOg(g(f(g (1w)))) = fF(f(g 1(w)))) 
SOg(g(flg '(w)))) = f(g(w)) 
‘Og(g(flg (ww)))) = g(f(w)) 
Sg( f(g IOw))) = f(rw) QD 
Sflg(flg (zw)))) = ff(w)) 
Sflg(flg (1w)))) = g(g(w)) 
flg(flg (ww)))) = g(f (fg!(w)))) 
Of(g (rw)) ET. 
于 是 ,f(g '(w))€E SNT., 
从 而 中 式 成 立 , 即 
g(fl(g (zw))) = mw) = f(g(g- i(w))), 
故 得 gi(w)ET. 
类 似 地 , 若 g (ww) E 工 , 则 
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g(f(g 1(w))) = flg(g (w))) = flw). 
此 时 ,我 们 有 

flgl(w)) E SOFAFFg (ww)))) = g(g(flg '(w)))) 
Sf(f(flg (ww)))) = g( fw)) 
Sf f(g (1w)))) = flg(w)) 
Of(fl(g (ww))) = g(w) © 
Og(flflg (1w)))) = g(g(w)) 
pg(flf(g (rw)))) = ff(w)) 
Sg(f(flg (1w)))) = flg(flg '(w)))) 
f(g '(w)) ET. 


3 流 访 


于 是 
fl(g'(w))E SNT, 
从 而 外 式 成 立 , 即 
flflg 1(w))) = g(w) = g(g(g (zw)))， 
故 得 g (xz)E S. 
因此 ,gi(w) € SSg (zw) E 了 ， 
从 而 有 gi(w)ESAT. 
在 上 面 证 明 g-1(w) € S 个 工 的 过 程 中 ,只 用 到 了 wE€ Sf 工 ， 
也 就 是 说 
wE€E SNT>g!(w)E SNT, 
重复 使 用 上 式 可 得 
wESNT>g ! (w)ESNT, 
-1(n -11 -1 
其 中 gi”(w)= 8g ‘8s (Cw)")). 
U 为 有 限 集 , 故 存在 a,b € N,a < 0, 使 得 
goei(zo) — g 1 (ww). 
于 是 ， 
g(w) = gtD)(g HV) (vw)) 
一 g(atlD(grIe(ze)) 
一 gs-a-D( rw) 
( 记 g OV(w) = w). 
因为 wE SN T>g"*“"(w)E SNT 
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所 以 zimES 站 TcESn 站 
此 与 g(w) E S$ 矛盾 .“ 





故 原 命题 得 证 . 
2 
6.73 对 z 关 0,7(z) = ,定义 
天 0 (7) 一 并， 


对 所 有 正 整 数 和 x 关 0 求 证 :对 所 有 
FVx) = ff D(x)), b 


非 负 整数 xn 和 + 关 - 1,0,1, 都 有 
fx) 1 


ftD (x7) ny 
A(() ) 
(第 35 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 
[证 ] 用 数学 归纳 法 . : 
当 = 0 时 ,对 x 关 -1,0,1, 有 
f(x) 并 2x 


fz) flx) r+tl 




















2 xz 
1 过 一 1 
上 十 二 ] + 一 
而 f/( (El) + 
rx-1 T+—1 


2(x+1)(x—1) 
A A 
(x+1)+(r-1) 
2x” 
2 十 1 
所 以 ,2 = 0 时 结论 成 立 . 
设 n = 时 ,对 于 x 闫 -1,0,1, 有 
fOr) i 


Dr) HE 


过 一] 











的 
注意 到 当头- 1,0,1 时 ,f(x) = 一 同样 不 等 于 -1,0,1. 因 
此 由 归纳 假设 
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函 
数 





名 > 油 





3 可 六 


平面 上 一 条 直线 ,再 令 4 变动 . 则 得 


fF FF)) 


FEDr) AerD(C f(z)) 
1 


(#9) ) 














其 中 
z+1 
Hz)+l 2x 1 (r+) 
Ar -1 + (TD 
2 

因此 f+D) (7) _ i 

fz) -1 DA 

A (2 1 ) 

由 数学 归纳 法 原理 可 知 ,命题 得 证 . 


第 3 他 ”最 大 与 最 小 


6，74 设 R 为 平面 上 以 4A(4,1),B(-1, -6),C(-3,2) 三 
点 为 顶点 的 三 角形 区 域 ( 包 括 三 角形 内 部 及 周 界 ,如 图 所 示 ). 试 求 
当 (x,y) 在 上 变动 时 ,函数 4x - 3y 的 极 大 值 和 极 小 值 ( 需 证 明 你 
的 论断 ). 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 令 A 二 4x 3y, 显 见 ， C(-3,2) Vv 
当 4 固定 ,(x,y) 变动 时 ,我 们 即 得 


平面 上 一 -系列 相互 平行 的 直线 ,在 
其 中 每 一 条 直线 上 ,4x - 3y 的 值 都 
相同 , 当 直 线 经 过 A 点 时 ,A = 13， 
此 时 直线 经 过 (二 ,0 ) , 当 直 线 经 过 
B 点 时 ,A = 14, 此 时 直线 经 过 


7 | Li0 
(六 ,0)， 当 直线 经 过 C 点 时 ， 81 
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A = 18, 此 时 ,直线 经 过 ( - 二 ,0) .一 般 地 ,直线 4 - 4x -3y 和 z+ 轴 
交 于 (x ,0) = (六 ,0j 且 4 =4x 和 x 成 正比 .由 于 - 汪 之 x < 这 ， 
所 以 - 18 和 受过 14, 所 求 最 大 值 和 最 小 值 分 别 是 14 和 - 18. 

6.75 已 知 z,y,z 为 正 数 , 且 满 足 等 式 

Ty(r+y+z)= 1, 

求 表达 式 (z + y)(y + z) 的 最 小 值 . 
z (第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 

[ 解 ] 由 已 知 条 件 及 算术 -几何 平均 不 等 式 , 可 得 


(r+y)(y+2)= (x+yt+z)yt+ xz 


之 2. 
另 一 方面 , 当 x = l,y=v2-1,z = 工时 ,满足 已 知 等 式 ,而 
(x + y)(y+ z)= 2. 
因此 ,表达 式 的 最 小 值 是 2. 
6.76 已 知 | x; | 之 1,i1 = 1,2,…,n. 又 设 
| Xi lt+ | x2 ft +| x |= 190+| xit+ x+ 二 + Xx, |. 
那么 整数 ”的 最 小 值 是 多 少 ? 
” (第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 】 由 已 知 可 得 


Sin- | dist<n, 
:1 i=1 i=1 
但 Dirl- | dz|= 19, 
i=1 i=] 
” 故 得 n > 19, 


从 而 有 n 之 20. 
男 一 方面 , 当 n= 20 时 ,我 们 取 
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灌 思 


向 六 洲 





六 


一 ,上 委 工 志 10， 


19 
一 30, 霸 科 i 区 20. 


则 x1,x2,… ,X20 满足 题 设 的 所 有 条 件 . 
综 上 所 述 , 所 求 的 整数 ”的 最 小 值 是 20. 
6.77 求 & 的 最 大 值 ,使 3 可 以 表示 为 上 个 连续 正 整 数 的 和 . 
(第 $ 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 
3 = (n+1)+ (nt+2)+.… + (n+), (DD 
其 中 是 非 负 整数 ,k 是 自然 数 , 即 
k(tk+1) 
3 
2.31 = £(2n +k+1). 
显然 上 << 2n +R+1. 要 使 人 尽 可 能 大 ,而 ”又 是 非 负 整数 , 则 最 好 的 可 
能 情况 是 
& = 2.35,27 AT+1L = 36， 
此 时 ?= 121,k = 486. 
故 所 求 的 最 大 的 上 为 486. 
6.78 设 f(x)=1x-pl+lx~151+1x-p-151, 其 中 
0 < p< 15. 试 求 对 于 区 间 p 过 xz 忒 15 中 的 xz, 了 (xz) 的 最 小 值 . 
(第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 知 0<p 志 xz 志 15, 从 而 
zz 一 D 之 0,1S$--x 之 0,p+1S-- 过 >0. 
因此 f(z)= (zr-p)+(15- zx)+(p+15-7), 
即 f(x)= 30- zx. 
人 它 在 区 间 [p,15] 上 的 最 小 值 为 f(15) = 15. 
9r’sin x + 4 


6.79 求 f(z) = 一 一 一 一 一 (0 < x < 之 x) 的 最 小 值 . 


XSINX 
(第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 设 1 = xsinr. 由 0<z<r 知 1 >0. 于 是 
2X3tXx2 
一 


381 = pk + 


9:? 十 4 
f(z)= 一 一 之 12. 
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所 以 f(x) 的 最 小 值 等 于 12. 
6 .80 设 两 个 复数 rz,y, 它们 的 平方 和 是 7, 立 方 和 是 10 ,那么 
Zz 十 yy 可 能 取 的 实数 值 中 最 大 的 是 几 ? 
(第 1 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 
rx*+y =7, 
rx”+y = 10. 
设 廊 十 YY 二 t. 则 由 
(r+y = (x+y)+3ry(r + y), 
(x+yP = (r+y)+3(r+y) 机 


太一 7 
里 





得 = 10+3:. 


即 六 一 21r+20= 0. 
从 而 得 ”zi = 1,ts = 4,13 = 一 5. 因 此 z+ y 可 能 取 的 实数 值 中 最 大 
的 是 4. 
6 81 式 数 /定义 在 实数 域 上 ,和 且 满 足 如 下 条 件 :对 任何 实数 x， 
fl(2+ 7x) = f(2- 7x), AI7+z) = f(7- x). 
如 果 x = 0 是 f(x) = 0 的 一 个 根 ,那么 f(x) = 0 在 区 间 一 1000 过 x 
委 1000 中 至 少 应 有 几 个 根 ? 
(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 得 
f(r)= f(2+x -2)= fl[2- (x -2)]= f(4-x), OO 
f(4—-x)= f[7- (rt+3)] = fl7+ (x+3)] = f(10+ x), 


© 
由 中 和 四 得 f(x) = f(10+ x). (3) 
于 是 由 f(0) = 0 可 得 
f(0) = f(+10) = f(+20) =… = f(+ 1000) = 0. 


这 样 就 得 到 了 f(x) = 0 在 [一 1000,1000] 上 的 201 个 根 . 
由 又 可 得 F4) = f(0)= 0. 
再 由 全 得 

f(4) = f(4 + 10) = f(4 + 20) 
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站 了 


宣 站 流 





Lan 


= … = f(4 + 990) 

f(4 — 1000) = 0. 

这 样 又 得 到 了 f(x) = 0 在 [一 1000,1000j 上 的 另外 200 0 个 根 . 
因此 , f(x) = 0 在 区 闻 [- 1000,1000] 上 至 少 应 有 401 个 根 . 
6.82 求 最 小 的 实数 A ,使 对 每 个 满足 条 件 

| f(x) | 三 1 (0 三 x 世 1) 
的 二 次 多 项 式 f(x) ,适合 不 等 式 (0) 委 4. 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[ 解 ] 设 二 次 三 项 式 f(x) = ar + br+c, 当 0 过 x 过 1 时 满足 
不 等 式 


| 


| f(x) 1 科 1. QD 
特别 地 ,应 当 有 不 等 式 

















+ 了 +c，f(1) = a+b+c, 又 因为 
f°(0) = 6 =4(& T+te)- (atbte) 3, 
所 以 
FO IS4 本 + + 了 + +la+e+clt+t3lcl 
1 
= 4| 几 二 川 +UAD t+31 (0) 
三 4+1+3=8. 
因此 4 委 8. 


男 一 方面 ,二 次 三 项 式 
f(x) =-8x +8zx--1=-~2(2zx 一 1)?+ 1 满足 不 等 式 @. 
事实 上 , 当 0 达 x 过 1 时 ,有 一 1 过 2x -1 声 1, 因 此 0 志 (2r -1) 声 
1. 于 是 -2 委 -2(2z -1) 志 0, 从 而 -1 过 f(x) 声 1. 又 因为 f(x) 
= 一 16z + 8, 所 以 (0) = 8. 因 此 4 这 8. 
由 于 A 之 8, 又 A 三 8, 所 以 A = 8. 
6. 83 已 知 两 两 互 异 的 实数 al ,a,,… ,a, , 求 由 式 子 


y=|lx—-arltlrz—-al+…+|lx~a,| 
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所 定义 的 函数 的 最 小 值 , 其 中 z 是 实数 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[ 解 ] 首先 注意 到 , 当 a < 2 时 ， 
at+b-27x,X 信 a 时， 
lx-alt+lxrx-b er 
2 -aa 一 pz 之 8 时 . 
因此 ,在 区 间 ae 科 z 委 8 的 每 个 点 上 ,和 1z-al+lz-zl 达 到 
它 的 最 小 值 .我 们 据 此 解答 本 题 . 
不 失 一 般 性 ,假设 数 ai,a;,,…,a, 组 成 递增 序列 ,也 即 
Al < a da. 
当 二 2m(m 为 自然 数 ) 时 ,表达 式 


y= .xz-arltjr a)+…++|xr—a, | (OD 第 

的 右 端 可 分 成 m 组 , 即 和 
y= 人 (zall+lx+arl)+(1 过 一 al1l+lz 一 ai) 二 
二 (一 c++ 一 arll)， © 
和 yy 二 Irx-ai+ix-@rl;|l (i=1,2,…,m) 在 区 间 &a; 过 


人 信 ast1 i 上 是 常数 ,这 常数 就 是 它 的 最 小 值 . 因为 每 个 区 间 a; 志 x 声 
an+1-; 都 包含 下 一 个 区 间 ar 志文 过 ar1_d+0; 因 此 所 有 区 间 有 一 个 
公共 部 分 , 即 区 间 a 委 工 和 al 
在 区 闻 a 委 Z 委 an+l 的 每 个 点 上 ,所 有 的 y; 都 取得 自身 的 最 小 
值 ,因而 y 在 这 区 间 的 每 个 点 上 取得 最 小 值 .为 计算 这 个 值 ,可 在 名 中 
令 工 = 二 a 或 x = a,+1. 这 个 值 等 于 
ai a a+ amtl+ "+a,. 
当 旭 二 27 + 1(m 为 自然 数 或 0) 时 ,人 的 右 端 可 以 改写 为 
y=(lxr-alilz-al)})+(l7xz-al+l7z a1)t+ 
ar 一 ar 1)+lxr- anil!. G) 
与 n 为 偶数 的 情形 类 似 , 不 难 验证 , 当 zx = a,+l 时 ,每 个 y=|x 
一 a; 1I+lz-anil 达 到 自己 的 最 小 值 .而 这 时 1r-a 4=0. 所 
以 式 右 端 最 末 一 项 也 达到 自己 的 最 小 值 .因此 , 当 z = 4a, 时 y 达 
到 最 小 值 .根据 中 式 ,这 个 最 小 值 等 于 - QI GQ27 "Qn + Qs2 + 
Qnmt+3 十 十 Ch， 


6. 84 对 有 限 集合 4 ,存在 函数 f:N -> A 具有 下 述 性 质 : 若 
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1 i 一 71 是 素数 , 则 f(i) 关 f(j),N = 11,2,…|, 求 有 限 集合 A 的 元 
素 的 最 少 个 数 . 
(第 7 届 巴 尔 于 地 区 数学 竞赛 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 从 工 考虑 起 ,与 它 的 差 为 素数 的 最 小 自然 数 是 3; 与 前 两 者 
差 均 为 素数 的 最 小 自然 数 是 6; 与 前 三 者 的 差 均 为 素数 的 最 小 自然 数 
是 8. 这 就 是 说 ,对 于 集合 M = 行 ,3,6,81| CN 中 ,任意 两 个 元 素 i,j， 
1 i 一 j 1 为 素数 ,因此 M 中 的 元 素 的 象 必须 两 两 互 异 .于 是 1A 1 4. 

另 一 方面 ,我 们 可 以 构造 函数 f 如 下 : 

f(z)= i, 其 中 x EN,iE A = 10,1,2,3| 并 且 x 二 
i (mod 4). 

由 上 述 构造 知 , 若 f(x) = f(y), 则 zx--y 被 4 整除 ,|x 一 y1 便 
不 是 素数 .这 就 是 说 ,我 们 所 构造 的 函数 f 具有 本 题 所 要 求 的 性 质 . 因 
为 在 这 里 | A | = 4, 所 以 集合 A 的 元 素 的 最 少 个 数 是 4. 

6. 85 试 求 如 下 表达 式 的 最 大 值 ; 

[lr x 1 x 1 ryo90 |， 
其 中 Xl 1900 是 由 1 到 1990 的 不 同 自然 数 . 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 

[ 解 ] 当 x 宇 0,y 宇 0 时 ,显然 有 有 1x 一 y | 过 maxlzy yl 以 及 
max{max!x ,y| | ,> 二 max!x,y, Z| ,由 此 可 知 , 当 = 1,2,…,1990 
时 ,有 


[rx x 1 x31 max{ zi, rx2 ,XT, |. 
所 以 在 问题 的 条 件 中 所 给 出 的 表达 式 不 会 超过 
max{ xi, , X1990| = 1990. 


但 是 该 式 不 可 能 等 于 1990, 这 是 因为 该 式 之 值 的 奇偶 性 应 当 与 和 数 


TI1+ x2t+ + Xim0 = i+2+.…+1990 


1990 ， 1991 _ 995 . 1991 
的 奇偶 性 相同 , 即 为 奇数 , 而 如 下 的 具体 例子 表明 , 该 式 之 值 可 达 
1989: | £1112—-41~-51-3|—…— (4k+2)1- (4k+4)1-| (4k 
+5) 1— (4k+3)1-… — 1986 |— 1988 1- 1989 |~ 19871- 19901- 1 


| = 1989. 
综 上 所 述 可 知 ,所 求 的 最 大 值 是 1989. 
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6.86 设 zr,y 为 区 间 (0,1) 中 的 实数 , 证明:x + z + 7 
z+ ry—1)+(y-1),(r- 1) +(r-l)yt+y,(r-1)+(r-— 
1)(y - D) + (y - 02 中 ,最 小 的 至 多 为 本 

(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ) 
[证 ] 由 于 作 变 换 (z,y) 一 (yz) 之 后 ,我 们 的 问题 仍然 不 变 ， 
因此 不 妨 设 工 宇 "也 就 是 说 ,只 需 证 明 区 域 
(zy):0<z<1;0< yy 委 z| 
中 的 点 满足 以 下 四 个 不 等 式 之 一 . 
tt ty D+(y- <3 


(x -17+(r- Dyt+y < 


(zr-1?+(r7- Dy -D+(y-1 <. 


又 由 于 作 变 换 (xz,y) 一 (1 一 y,1 一 x+) 之 后 ,我 们 的 问题 也 不 变 , 因 
此 ,只 需 证 明 区 域 


D = {zy):0< rH,0<y<zrlU 





2 
(ry) <r<10<y<1i-z| 

中 的 点 满足 以 上 四 个 不 等 式 之 一 ， 
由 于 点 0(0,0),A( 读 ,入 ),B( 寺 ,0) 均 在 类 加 


22+ zy+ 兄 = 本 内 ,所 以 整个 人 OAB 均 在 椭圆 内 .由 于 点 A,B， 


C(L0),D( 六 ,去 ) 均 在 精 圆 z - D2+ (x 一 1D)y+ y= 去 内 ,所 以 
四 边 形 ABCD 在 椭圆 内 .这 就 表明 区 域 D 内 的 点 至 少 满足 不 等 式 
t+ 六 < 序 与 (9-1?+ (zx-Dyt+y 六 之 志 之 一 ， 
从 而 命题 得 证 . 
6.87 给 定 上 EN 及 实数 a > 0, 设 |,k,,…,k, 满足 下 列 条 件 
kjt k++k,=k,kEN,l rk, 
求 ati+ ai +… + as; 的 最 大 值 . 
(第 8 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1993 年 ) 
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六 


[ 解 ] 显然 , 当 0 < a 二 1 时 ,所 求 的 最 大 值 为 ka. 
当 a > 1 时 ,对 于 任意 s,: € N, 都 有 z 
a(a’'—1)(ar!~1) 守 0, 
从 而 有 a:+a! 坟 a+t astil. 
利用 这 个 不 等 式 可 以 得 到 
ai+ a2 + +al<(r 一 1)a 十 at， QD 
考虑 方程 a + a” = a”™'!， 
容易 解 得 mm = log, (一 2 ), 且 可 以 看 出 


a 一 


ne 2 )， 








a 











© 
&+ cumZP an+l, 当 m < log, (- 4 7 ). 
利用 多 式 递 推 可 得 | 
a*, 当 rk+1)- log, 人 ， 
(Do hr < (: 1) 加 
如 , 当 r 之 (+1) -lg (4). 
由 中 和 四 式 即 得 
aei+ at + 十 < max!at, kal| (由 


显然 ,@ 式 右 端 的 括号 中 的 两 个 值 都 是 可 以 取得 的 ,所 以 ,所 求 的 最 大 
值 为 


ka,a < kii,k 2, 
a 二 1 或 a > ki, 之 2. 

6.88 了 银 数 F(x) =|cosr+2sinrcosr -sin2z+Azr+ 昌 | 
在 0<<z 三 廊 x* 上 的 最 大 什 M 与 参数 A、B 有 关 . 问 A.B 取 什么 值 时 
M 为 最 小 ?证 明 你 的 结论 . 


k| = 


max!|ka,a 





(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
[ 解 ] (DF(z) = |Visin(2z+ 子 )+ Ar+B|A=B=0 
时 ,F(z) 成 为 。、f(z) = 六 |sin(24 + 至) | 在 区 间 [0,3x ] 上 有 三 
点 zi = 本 ,za = 这 ,za = 经 .使 /xz) 取得 最 大 值 Mj; = 7, 它 就 是 
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要 求 的 最 小 的 M 的 值 . 
(2) 下 面 证 明 ,对 任何 A.B 不 同时 为 0 时 ,有 
max F(zx)> max f(x) = Mr = 2. 


0<cr< 0<xr< 亏 


(i) 当 AA=0,B 关 0 时 ,显然 


x | Vasin(27 + 年 )+B|， 


max F(x) = max 4 


所 以 式 成 立 ， 
(ii) 当 A >0,B 宇 0 时 ， 


因为 F( 玛 ) = (+A+B>Y, 


所 以 人 式 成 立 . 
(ii) 当 A>0,B<0 时 ,再 分 两 种 情形 : 


1. i 则 过 xzA+ 昌 >0, 于 是 


) a st 8| > 6 





ns 
I. 车 1B1 之 2 i 
Sx 3 
所 以 由 式 成 立 . 


(iv) 当 A<0,B 近 0 时 ， 

因为 F( 还 )= |- JI+3 至 4+ B| > 人 
所 以 中 式 成 立 . 

(v) 当 A < 0,B>0 时 ,再 分 两 种 情况 : 

1 .车 B<- 江 A, 则 涉 A+B<0, 于 是 


F( 还 ) = | JI + 2 至 A+ B| > .5， 


所 以 中 式 成 立 ， 


IJ . 若 有 之 - :4A, 则 8 >- 可 人 A, 即 斑 A + B > 0, 于 是 
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潍 全 


2 光 


2 





3 


F( 雪 )= IJ2+ 各 A+B|>V5, 
所 以 人 式 成 立 . 
综合 上 述 五 种 情况 ,所 以 中 式 成 立 . 
6.89 ”确定 mm* + n* 的 最 大 值 .其 中 放 ,n 为 整数 ,日 1,n EE 11， 
2,.% ,1981} ,nto mn om) = 1. 
(第 22 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 首先 考虑 my = 7 的 情况 . 
因 (xan), 故 (mn)? = 于， 
而 区 ,nn 世 11,2,3,…,19811 ,所 以 必 有 且 只 及 = nn = 1. 下 面 考虑 以 
天 2) 的 情况 . 
显然 ,ma > 六. 令 = 了 十 下 
那么 [mtu) ~ mmt+ wu) —- m= 1. 
化 简 得 (xz 一 Um 一 uz )? = 1,(m> wu) 人) 
又 令 n= 2 十 21， 
代入 中 得 (uh — iu 一 2 1)2 = 1 . 
如 果 wu 关 wu-1, 那 么 继续 进行 上 面 的 变化 直至 
(uk 本 ui) = 1, 且 ww; 二 up-;-1 三 1 为 
止 .从 上 面 所 有 的 变换 得 到 数列 . 
Up ji Up ris ysUp Is DN. 
此 数列 任意 相 邻 两 项 颖 满足 条 件 。 (局 一 wiu 一 wu?_1)? = 1, 并 且 数 
列 满足 u = -+ zx- 显然 是 斐 波 那 契 数 列 
11,2,…,19811 中 的 斐 波 那 契 数 为 :1,1,2,3,5,8,13,21,34,55， 
89,144,233,377 ,610 ,987 ,1597. 
要 x+ n? 最 大 只 需 取 x = 987,n = 1597. 
故 m+ n? = 987? + 1597? = 3524578 为 满足 所 给 条 件 的 最 大 值 . 
6.90 设 数 之 1 , X199] 满足 条 件 


| 1 32 i 十 …* 十 | 0 YY X1901 | = 1991,， 


而 y= 二 (x+…+ xy) ,= 1,…,1991. 试 求 如 下 表达 式 所 可 能 取得 
的 最 大 值 . 
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1 一 232 1+ "+| yi90 一 yl991 1. 
(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 对 名 = 1,…,1990, 我 们 有 关系 式 


| We — Wesl | 


1 
二 1 十 … 十 Eitri+ | 





] 
-RD 


STAT 7 x2 3 tk ht 上， 
由 此 得 到 
| yi y2 1+ 二 | yl1990 一 yl991 | 
1 1 . 1 
Sl ri 72 | (T3173+ + 990 19051) 


r21 -zl (7 3+ + 1000160 ) 


1 
十 十 1990 | xlgg0 ~ X199| | 1990 . 1991 





l 2 
一 | zi 一 2 | (1 - 1957 ) + XT — 7X3 | (1 19 本 
1 
| x1990 一 X1991 {1 一 ]2 ) 
1 
< 1991. (1- -057 ) = 1990， 
所 得 的 估计 ,可 在 | 一 1991, 7x» X1991 二 0 时 取得 , 故 所 求 
的 最 大 值 为 1990. 


6.91 考虑 [0,1] 上 的 函数 f(x) 满足 条 件 : 

(1)f(zx) 之 0, 对 任意 zx € [0,1]; 

(2)f(1) = 1; 

(3)FGz)+ f(y) Rf rt y), ry ,r+ y€ [0,1] 
试 求 最 小 的 常数 c ,使 得 对 任 一 满足 (1) ~ (3) 的 函数 f(x) 都 有 f(x) 
< cxE10,11. 

(第 22 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] c 的 最 小 值 为 2. 
事实 上 ,用 函数 
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六 


1 六 < 去 1. 
可 以 证 明 c 守 2. 因而 只 需 证 明 对 于 满足 (1) 一 (3) 的 函数 f 都 有 
Fz) 委 2z,zE[0,1]. 为 此 ,我 们 在 (3) 中 , 令 y= 工 - Z, 并 由 (1) 和 
(2) 可 以 得 出 ,对 于 任意 的 x E [0,1 都 有 FAz) 委 1 


因为 f(0) 守 0 且 f(0) + f(1) 二 f(1), 所 以 f(0)=0 
在 (3) 中 , 令 y z 得 出 2f(x) 过 /(27), 其 中 x€ |0, 二 | .从 而 


0,0 过 + 志方 ; 
f(r) = 


”由 归纳 可 知 


2"f(x) 二 f(2"r), 其 中 nn 宇 1,x € 10,2"]. 
车 + > 方 , 则 f(x) 人 1<2z. 


若 0<< z 莹 方 , 则 可 选取 n ,使 
了 < < 2 
于 是 有 2"f(z) 扫 12 ) 委 1< 2 .227r， 
f(x) < 27. 
综 上 所 述 , f(x) 二 2x 对 任意 的 x E [0,1] 都 成 立 . 
6，92 设 是 给 定 的 正 整 数 , 和 式 


[zi X= | xr- rlt| rz- rlt++| xi~ x |+ 
li 


| x2 — X31 +| x2— xa lt+ 十 | x2 — xX, |+ 
“+l Ti2 ~ Tn + i x2 +! x — 
XT, |， | 
其 中 0 过 zxz 志 1,i = 1,2,…,n. 又 设 S(n) 表示 和 和 式 的 最 大 可 能 值 . 求 
S(n). 
(第 6 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 不 妨 设 0 过 zl 志 z 二 过 谨 和 1. 令 


S = 2) | Xx; — Xx; |= >， (zi — Xi). 


li jn li< jn 


这 个 和 式 共 有 C2? 项 .每 个 x 都 出 现在 其 中 的 n -1 项 (1 声 上 声 n), 这 
n 一 1 项 是 
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和 
因此 
?1 
S = > 人 [( —1). x — (n— k)x) 
£=1 


二 Dal2k -nC— 1)|. 


十 
因为 当 & < 2 时 ,2k 一 na 一 1 之 0, 所 以 
S< 2 [a -nrn- Dl]. 
人 > 二 


当 是 偶数 时 ， 
SZ Ta nDI< DQ-n-!) 


n 
Ee 一 一 十 
去 7+1 天 2 1 


z ,2 
=1+3+5+…+(n-1)= 7 
当 n 是 奇数 时 ， 
SZ Ia-n- < 2 -nn-1) 
k= k= 二 
2 


L2441464+4(n-D) = 


4 
综 上 所 述 ,可 得 


2 
n 
:< 
另 一 方面 , 若 n 是 偶数 , 则 我 们 可 取 
XI 三 XY2 三 "二 3 一 0, 7s 二 Th 42 一 … 一 一 |， 
2 
使 S = 7 
若 n 是 奇数 , 则 我 们 可 取 
TI = X22 = "= Xl = 0,xntl = Tat3 = = Xx, = 1,， 
2 2 2 
71 一 1 
使 S = rk 
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nt 


， 2 
因此 ,不 管 a 取 什 么 样 的 正 整 数 ,我 们 都 有 ”SCn) = 三 | 


6，93 ”汽车 路 线 由 周 长 为 10 英 里 的 坏 
路 和 从 总 站 到 环 路 上 QQ@ 点 长 1 英里 的 直线 组 成 
(如 图 ), 两 部 汽车 在 路 上 服务 . 每 部 周游 需要 
20 分 钟 .1 号 车 离开 总 站 , 先 沿 直路 走 , 再 按 顺 
时 针 方 向 绕 环 路 一 周 , 最 后 沿 直路 回 到 总 站 .2 
号 车 走 同 样 的 路 线 ,但 按 反 时 针 方 向 绕 行 环 路 ， 
到 达 总 站 比 1 号 车 迟 10 分 钟 . 两 车 连续 行驶 ， 
在 路 上 任何 地 点 都 不 耽搁 ,让 乘客 上 下 车 的 时 
闻 可 以 忽略 不 计 . . 

某 人 打算 在 地 点 PP 候车 ,那里 沿 1 号 车 路 
线 离 总 站 zx 英里 (0 迄 z< 12). 已 知 他 要 搭车 到 总 站 去 ,并 且 搭 上 了 使 
他 尽早 到 达 目 的 地 的 汽车 . 设 他 的 旅行 所 需 的 最 长 的 时 间 为 w(x) 分 
钟 (候车 时 间 加 乘 车 时 间 ). 

(1) 求 ww(2), ww(4). 

(2)xz 为 何 值 时 ,w(x) 最 大 ? 

(3) 对 于 0 过 x 之 12, 通 出 y = w(x) 的 草图 . 

(第 6 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 


[ 解 ] 由 已 知 ， 车 的 行驶 速度 是 每 分 钟 三 英里 ,并 且 w(x) = 


w(12 -zx), 因 此 只 需 考虑 0< zz 扫 6 的 情形 就 足够 了 . 
如 果 0 < x 过 1, 那么 这 个 人 显然 要 搭 开 向 总 站 的 车 ,候车 时 间 最 


多 10 分 钟 , 乘 车 时 间 为 > 分 钟 ,因此 w(x) = 10+ 演 (0 < 去 上 


如 果 1 < x 二 6, 那 么 情况 比较 复杂 .为 此 我 们 将 需要 的 数据 列 成 
下 表 : 

A 表示 x 的 范围 ; 

B 表示 刚 错 过 的 汽车 号 数 ; 

C 表示 男 一 部 车 的 位 置 (在 这 个 人 到 达 已 位 置 的 时 刻 ); 

DD 表示 1 号 车 的 行驶 时 间 ，; 

FF 表示 2 号 车 的 行驶 时 间 ，; 

下 表示 他 要 等 待 的 汽车 的 号 数 . 
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20 十 3(6 — x) 


S 
20+ 本 





20 


30 





10+ 二 xz,0< 这 挟 、 1 ， 





- S ， 
20+ 二 zx,l x < 3, 
(x) = 32 x z 


25,7 = 3， 
9 
20 十 本 (6- 7z);,3< 工 所 0， 


20,x = 6. 
(Dl2) = ,wd) = 3 
(2) 当 x=3 和 x=9 时 ,w(x) 达到 最 大 值 25. 
(3)w(z) 的 草图 为 
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e 中 六 





6. 94 ”确定 最 大 的 实数 = ,使 得 
T+ y+z= 5,r7y+ y+ zr = 3, 


并 且 x,y 也 是 实数 . 


(第 10 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 由 x+y+t+z=5 得 

(z+y) = (5— z)’, 
由 xy+ yw+zr= 3 得 

ry=3— 2z(5— zz). 
于 是 由 

(ry) = (rtiy) -4ry= (5-2) -4[3- 2(5— =)] 
=— 3z*+10z+13= (13— 32)(l + >)， 


得 (13 一 3z)(1+ =) 之 0， 
13 
-lz 一. 
! 3 


当 六 一 yy 一 本 时,z 一 计 .因此 < 的 最 大 值 是 二 


6 .95 试 证 阁 两 个 三 角形 有 一 个 角 相 等 , 则 其 余 两 个 角 的 正弦 
之 和 较 大 的 三 角形 , 它 的 这 两 个 角 之 差 较 小 .用 所 得 结果 确定 ;在 什么 
三 角形 中 ,其 角 的 正弦 之 和 达到 最 大 值 ? 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1898 年 ) 
[证 ] 设 a,B,y 和 a ,B' ,y 分 别 是 两 个 三 角形 的 内 角 , 且 a = 
a , 重 
sinB + siny < sin8 + siny’ z QW) 
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十 “十 - ”′ 机 
则 2sin 人 yoos 人 < 2sinF conf 了 一 OO 


因为 x=a, 帮 8+yY=B8+Y, 且 
一 7 sn 大 之 > 0,， 
所 以 不 等 式 @@ 等 价 于 


B-Y ,BY @ 


cos cs “7 

而 不 等 式 @@ 成立 的 条 件 是 8 - y 的 绝对 值 小 于 8 - 7 的 绝对 值 ,这 就 
证 明了 本 题 的 第 一 部 分 . 

车 在 某 一 个 三 角形 中 ,至 少 有 两 个 角 是 不 同 的 , 设 为 8 和 7, 则 可 以 
作 一 个 新 三 角形 ,使 得 其 角 的 正弦 之 和 比 原来 的 三 角形 的 正弦 之 和 大 . 
这 只 要 根据 前 面 所 证 明 的 ,使 新 三 角形 的 角 ce 和 原 三 角形 的 角 a 相等 ， 
而 使 8 和 的 每 一 个 更 接近 于 二“ 就 行 了 ， 

因此 , 当 三 角形 是 等 边 三 角形 时 ,正弦 之 和 达到 最 大 值 . 

6 96 设 a 与 4 是 非 负数 ,2 与 c 是 正 数 , 并 且 b+c 守 a+4d. 
试 求 下 式 的 最 小 值 

pb C 
c+d - QQ 二 BE 





sin 














(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 】 如 果 我 们 同时 将 a 与 a 互 换 ,b 与 c 互 换 ,那么 题目 的 条 件 
与 结论 都 没有 变化 .因此 ,我 们 不 妨 设 a + 5 宇 c + d. 于 是 ,我 们 有 
b c b+e ( I I ) 


c+d a+b 

















十 一 《 
c+d at+b cid 


-er al 1 1 ) 


CT 二 CQ a+t+vb 


F(a4at+b+ce+ad) 








人 cta 


CC 十 1 C 十 过 








2(c+d) 2 CQ 十 耳 


+6 C 十 过 1 
> . _ 一 
2(c+d) atb 2 


1 
= 一. 
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洒 全 


好 局 汶 





男 一 方面 , 当 a = VY2+1,6 = VY2-1,c = 2,d = 0 时 ,我 们 有 


pb C ] 
_ 2 一 一 -. “ 
二 .2 一 5 








代 cta ar+D 
数 
夫 故 所 求 的 最 小 值 是 ,5 - 二 
6.97 设 r,yv,z 为 正 数 , 日 x* + y+ xz? = 二 1, 试 求 下 列表 达 式 
的 最 小 值 
SG 了 到 | 到， 下 


之 机 Y 


(第 22 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 将 表达 式 平方 ,得 








2 2 2.2 2 2 
2 VY 于 之 ~ 
S++ +2(r + y+ 2 ), 


由 算术 平均 和 几何 平均 不 等 式 得 














2 ~ 2 
2.2 .2.2 
二 上: 5 本 |] =， 
2 x YY 
1 /2 ry 
加 | y < > 
QD+ 人 名 + 名 得 
2 2 2 2 2 2 
Ye 立交 
t+ 
~ 2 y 
于 是 
S*>3r + y+ <2) = 3, 
S 之 V3 
V3 
又 因 r = y=>= 3 时 ,满足 已 知 条 件 x+ y+ “=1, 且 S =v3, 
故 S 的 最 小 值 是 v3. 


6 .98 工作 出 下 列 函数 的 图 像 : 
(I)y = vv4zr2+127r+9; 
(2)y = Vv (2r + 3); 


760 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





1422+12z+9| 
2 十 3 
， 、 二 
[ . 约 数 f(x) = re 
(1) 奋 -1<xcxz < 工 比 较 fx) 与 fx) 的 大 小 ; 
(2) 证 明 : f(1) 是 f(x) 的 极 大 值 ;了 (1) 是 f(x) 的 极 小 值 . 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 工 .由 题 设 有 (1)y =12zr+31， 
(2)y =12x+31, 
(3) 因 4z-+1l2z+9=(2x+3) 之 0， 
故 有 14 巡 +1l2r+91=4r+127r+9= (2x +3). 


所 以 原 给 蚂 数 为 y= 2x + 3, 但 x 关 -- > 
图 像 如 下 : 


(3)y = 








(1)(2) (3) 


2 1 
1+x2 1l+ .x1 
za( + rf)— xi(l + zx?) 
《1 + xi)(l 十 Xx5) 
《za zx- xiz2) 
(] + xf)(L + 73) 








.由 题 设 有 (1) /za) - f(x1) = 





故 fr) > f(xr1). 
2) 由 (1) 知 f(x) 在 -1<x<1 中 是 升 函 数 ， 
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st 


又 当 1] << x; 之 x4 时， 
(x4 一 x3)(1 一 X37X4) 
fxa) f(x3) = (1 + x$)(1 + x4) 
故 知 f(x ) 在 x > 1 时 是 降 晴 数 . 
再 当 x < x6 -1 时 ， 
(z6 — Xs)(1 — xsxe) 
f(xe) — f(xs) = a 3) (1 + 2) <0, 
故 知 f(x) 在 x <<- 1 时 也 是 降 滑 数 . 
所 以 f(1) 是 f(z) 的 极 大 值 ,A- 1) 是 f(x) 的 极 小 值 . 
6，99 /是 自然 数 ,在 形式 为 36* - 5! 的 数 中 求 绝对 值 最 小 的 
数 , 并 证 明 所 求 的 数 确实 最 小 . 
(第 8 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[ 解 ] 36* 的 末 位 数字 是 6,5! 的 末 位 数字 是 5, 因 此, 当 36* > 5 
时 , | 36* - 5/ | 的 末 位 数字 是 1; 当 36* < $ 时 , 1 36* - S 1 的 末 位 数 
字 是 9. 
若 136* 一 5:|1= 1， 
即 36*— 5/=1, 
于 是 可 得 S = (6* -1)(6* + 1). 
但 6* + 1 不 是 5 的 倍数 ,因此 这 种 情况 不 可 能 出 现 . 
车 136 -SS 人 1= 9， 
即 5 ~ 36* = 9, 
于 是 得 S = 36*+9. 
但 土 式 左 端 不 是 3 的 倍数 , 右 端 是 3 的 倍数 ,矛盾 .因此 这 种 情况 也 不 可 
能 出 现 . 
有 136 -1= 11， 
即 36*—5/:=11. 
显然 , 当 & = 1,7 = 2 时 上 式 成 立 . 
因此 ,在 形 如 36* - 5/ 的 数 中 ,绝对 值 最 小 的 数 是 11. 
6，100 7 个 正 数 z ,x;,… ,Xx 之 和 等 于 1. 设 S 是 下 列 备 数 中 最 
大 的 数 ; 
Xl 2 Ay 
1+zil+zl+z T+rt+zrt+.+r 


iF 
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求 S 的 可 能 的 最 小 值 . zi , x,,… ,x, 取 何 值 时 能 达到 最 小 值 ? 
(第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 设 yw= ly =1+xt+7x2t+t 十 REL 委 & 委 7). 


则 一 








由 已 知 
本 < 一 S 

1+xitrt t+xe 

即 lo 
Vk 
于 是 得 1- $< (k = 1,2,. ,1) 四 
k ， 

由 已 知 可 知 S 乏 1 且 yw > 0(k = 0,1,2,…,n), 因 此 我 们 可 以 将 中式 和 
所 表达 的 nn 个 不 等 式 相 乘 ,从 而 得 到 六 

yo 郧 章 

(1 一 S)” 达 二 数 
注意 到 VY0 二 [ ,yy, 一 2, 和 内 此 

1 
_ NH < 一 -- 
S 之 1 -2 
另 一 方面 , 若 取 
_ 1 
1 S=2 (k=1,2,,n), 
J 
1 2 3 

即 取 yo = ,y= 2r,y2 三 20 三 2 二 2， 
则 S=1-2-3. 


此 时 =) 
这 就 是 说 , 当 = 2 一 2 (4 = 1,2,…,z) 时 ,S 可 取 到 最 小 什 
1 

6 . 101. 没 x,y 是 正 数 ,S 是 z,y+ 工 ,一 中 最 小 的 数 . 求 S 的 


可 能 的 最 大 值 . x ,y 取 何 值 时 能 达到 最 大 值 ? 
(第 6 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
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六 


[ 解 ] 我 们 考虑 , 当 S 最 大 取 什 么 值 时 ,可 以 同时 满足 三 个 不 等 


式 
7 之 4， QD 
y+ 直送 S， 四 
机 
1>s 四 
YY 


并 且 其 中 至 少 有 一 个 取 等 号 . 
由 于 zx==v=1 时 ,S=1, 因 此 可 设 S$> 0. 


由 国 得 y 过去， 
由 得 ”二 之 二， 
由 加 得 S 扩 上 + y<< 
即 9? 之 2, 
SZ/ 
另 -方面 ,x = JI y = 叶 时 ,有 S _ 5 


因此 S 的 可 能 的 最 大 值 是 ,2, 并 且 当 x = J3,y = 痉 时 ,S 取 到 最 
大 值 . 
6. 102 设 的 立方 根 是 一 个 形 如 nn + 的 数 , 这 里 是 一 个 正 


整数 , 是 一 个 小 于 下 的 正 实数 . 当 六 是 满足 上 述 条 件 的 最 小 正 束 


数 时 , 求 n 的 值 . 





(第 5 届 美 国 数学 洲 请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 由 题 意 , 元 = n +r, 其 中 必 为 正 整数 .0 之 ;二 -办 


1000- 
此 
3 1 
7 所 Vm < n+ To00’ 
3 1 于 
故 <m< (n+tim). 
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满足 上 面 式 子 的 mm 的 最 小 可 能 值 是 m= n+1. 











于 是 得 
1 3 
1 十 工 < (+ ， 
3 ， 3 1 
一 一 一 722 十 十 一 一 ， 
< 1000” + 1000000” 十 108 
2 天 1 1000 
”1000 3x10 7 3 了 
故 1 ~ 
3 
即 n 一 182 或 19?. 


经 验证 , 当 轩 = 18 时 ,Q@ 式 不 成 立 ;而 当 n = 1% 时 ,人 式 成 立 . 
所 以 ,n = 19 是 满足 题 意 的 最 小 正 整数 . 
6. 103 求 使 前 个 自然 数 (m > 1) 的 平方 平均 数 是 一 个 整数 的 
最 小 正 整数 ,这 里 ”个 数 al ,as,… ,a, 的 平方 平均 数 指 的 是 
[2 0 人 


(第 15 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 


| 1 
十 2 二 
[ 解 ] 设 (mEN, 
} 
< 了 IT2 |. 2 
出 了 上 二 < 
i 
(2 十 1)(22 十 1) > 


221°， 


6 
(n+ 1)(2n+1) = 6m*. 
因为 6m? 是 偶数 ,2n + 1 是 奇数 ,所 以 n+ 1 是 偶数 ,从 而 x 是 奇 
数 .于 是 ,我 们 设 n = 6p+ 1 或 6p +3,pE€ENU 10l. 
若 n = 6p 十 1, 则 
6m’* = (6p + 2)(12p + 3), 
mm” 一 (3p + 1)(4p + 1). 
由 于 3p+1 与 4p +1 互 质 , 因 此 3p+1 和 4p + 1 都 是 完全 平方 数 .我 
们 设 
3p+1= wu,4p+1= vw. 
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路 
数 





本 > 各 





3 淮 六 


于 是 4xk -3 = |. 
当 =1 时 ,v=1,p=0,n=1, 与 nn > 1 了 歼 盾 . 
当 x = 2,3,4,…,11,12 时 ,容易 通过 计算 得 知 ,wv 都 不 是 整数 , 邓 
盾 . 
当 w = 13 时,v = 15,p = 56,n = 337. 
若 n = 6p-1, 则 
6m’ = 6p(12p ~ 1), 
m’* = p(l2p - 1). 
由 于 pp 与 12p -1 互 质 ,因此 p 和 12p - 1 都 是 完全 平方 数 .我 们 设 
p= SS:,12p—1= 1°, 
于 是 1* = 12S*—1. 
因为 一 个 平方 数 只 能 是 4 的 倍数 或 4 除 余 1 的 数 , 所 以 
1* = 4[(3S*)—1]+3, 
不 可 能 成 立 . 这 就 是 说 ,n 不 可 能 是 6p - 1 型 数 . 
若 n = 6p + 3, 则 
6m’ = (6p + 4)(12p + 7), 
3m’ = (3p + 2)(12p + 7), 
3m’ = 3p(12p + 7)+ 24p+ 14. 
因为 3p(12p + 7),24p,3m" 都 是 3 的 倍数 ,而 14 不 是 3 的 倍数 ,所 以 
上 式 也 不 可 能 成 立 . 这 就 是 说 ,nn 不 可 能 是 6p + 3 型 数 . 
综 上 所 述 ,本 题 所 求 的 最 小 正 整 数 ”为 337. 


6 . 104 设 a,6 是 自然 数 ,1 < < 56,M = | 


f:Z 一 Z 定义 为 
nt+a, 若 n<M:; 
A(n) = n 一 b, 基 nn 宇 MM. 
fn) = fon), fn) = FF = 2,… 
令 训 宇 1 是 使 FA(0) = 0 的 最 小 自然 数 ,求证 ; 
k= (a+b)/(a,b). 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] 显然 只 要 考虑 (a,5) = 1 的 情况 . 
设 集合 


at+p 


: | .函数 
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S=lM-Dp 近 0 扫 M+a-lnEZ2Z 
则 rs)CS, 并 且 06E S. 
设 k 宇 1 日 上 (0) = 0, 因 为 f(m) = m +a 或 m -5,k 可 写成 k 
二 r+s 且 ra 一 上 b= 0. 由 于 a,b 互 质 , 从 而 
r- 宇 5b,sS 之 a,k 之 a+ 5b. 
另 一 方面 ， 
fr'*(0)= ra-w, 
这 里 ++s 二 a + 5b, 因此 
Fi?(0)= ra-sb = (a+b)(a — 5). 


因为 
Fr'*(0)E€ES, 

而 S 中 (a + 0) 的 倍数 只 有 0, 所 以 
fF'*(0)= 0. 


综 上 所 述 , 使 (0) = 0 的 最 小 自然 数 = a + 5b( 对 一 般 情况 , 令 
a = ai(a,b),b = bi(a,b), 
Si=IniM-b 寺 nM+tal-1l,n€ Z|, 
上 述 证 明 稍 作 修 改 即 可 ). 
6，105 设 S 是 复 平面 上 的 单位 圆周 ( 即 模 等 于 1 的 复数 集合 )， 
ff 是 从 S 到 S 的 上 映射 ,对 于 任何 = €E S$, 定义 
fo(z) = fz), f(z) = OFCz)) 
f(z) = ff 7z)…)))， 
k 个 f 
如 果 c E S, 使 得 
FDC 尖 CFOUOC) FC,…, 
FDC) 天 CHAOC) = C. 
我 们 就 说 C 是 了 的 2 -周期 点 . 
设 m 是 大 于 1 的 目 然 数 ,了 的 定义 如 下 : 
f(z) = "(zz € S). 
试 计算 f 的 1989 -周期 点 的 总 数 . 
(第 4 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1989 年 ) 
[ 解 】 我 们 首先 证 明 : 
若 zo € S 是 A" 的 不 动 点 , 即 fA”(zo) = zo, 且 zo 为 1 的 m - 周 
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Lan 


期 点 , 则 必 有 m1 nn. 
事实 上 , 设 n= pm+g,0 达 gq < 之 m, 于 是 有 
zo = f* "(zo) 
= fbmtn) (zo) 
一 FF A (FDCzo)))) 
= 天 90(zo) 
各 q 关 0, 则 上 式 意 味 着 zo 为 了 的 g -周期 点 ,这 与 zo 为 f 的 m~ 
周期 点 矛盾 ,所 以 必 有 9g = 0, 即 | x. 
下 面 再 证 明 , 若 (nn ,上 ) 表示 n 和 和 & 的 最 大 公约 数 , 记 
B= jzESIAO(z) = :|, 
则 有 Bo = B, (| Bi. 
事实 上 ,由 定义 直接 可 知 , 当 m | n 时 ,B,, 守 B,, 从 而 有 
BoaopSBNB. 
男 一 方面 ,车 zo € B, 门 Bi, 记 
n= 人 +q,0 二 9g < 之 上 . 
于 是 有 ” zo = fn (zo). 
这 意味 着 zo € B, {} B,. 
递 推 下 去 便 知 zo E Blin), 
从 而 有 BB, 门 Bi 和 Bog， 
Bh Ben,g) = B, {| Bi. 
我 们 还 可 以 证 明 ; 
大 本 表示 f 的 所 有 1989 -周期 点 的 集合 ,由 1989 = 3? x 13 x 17， 
必 有 
T = Blogo \ (Bit7 UY Bis3 U Boo) 
事实 上 ,容易 看 出 
TE Blggg \ (Bi U Biss U Boo). 
故 只 需 再 证 明 相 反 的 包含 关系 . 
对 于 任意 的 zo € Biosg\ (Bi U Bis3 U B66s) ,显然 ,>o 是 /1989) 
的 不 动 点 ,如 果 zo 是 f 的 & -周期 点 ,并 且 
k < 1989. 那 么 ”| 1989. 
从 而 上 至少 是 117,153,663 这 三 个 数 中 一 个 数 的 因数 ,于 是 
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出 现 


zo € Bi U Bl U B66. 
矛盾 .因此 ,A = 1989, 即 zo € 工 .所 以 
TO Blggo \ (B17y U Bi5 LU Bees), 


即 T = Biog9 \ (Bi U Bi5 YU Bee3). 
下 面 我 们 来 计算 B, 的 元 素 的 个 数 . 

因为 f(x) = xz, 

而 f(z) = 2 

所 以  z = z， 

即 xz l= 1. 


即 z 为 2z” -1 一 1 = 0 的 单位 根 ,z € B,, 因 此 B, 中 元 素 的 个 数 为 


1B,|= m”~1. 
最 后 我 们 来 计算 f~ 1989 周期 点 的 总 数 . 


演 多 


> 流 


-了 





由 容 厅 原理 ,得 
| Bu U Bis U Be | 
= 1 BuritlBiss!l+t Be 1-| Bnzf) Byss1-1 Bn) Bool- 
| Bis {| B6s (+!{ Bri fN Biss () Boe; | 
=| Biz Il+| Biss 1+| B66o3 1}~1 Bo |-| Bg 1~| Bs 1+| B; | 
=m 1+m3 lm 1m +1l -m3 +1- mi 
+1+m -1 
=m mt nm m+ m1. 
区 | Blogo | = mi%? — 1. 
所 以 了 的 1989 -周期 点 的 总 数 为 
mi ml -和 153 3 pl pm p13 
6. 106 “对 于 图 数 y = lg(2sinx), 回 答 下 列 问 题 ,然后 作出 它 的 
图 像 . 
(1) 它 的 定义 域 是 什么 ? 
(2)z 取 什 么 值 时 ,y = 0? 
《3)z 取 什 么 值 时 ,函数 有 极 大 值 ? 极 大 值 等 于 多 少 ? 
(4) 这 个 函数 是 否 是 周期 函数 ?如 果 是 , 求 出 它 的 最 小 正 周期 . 
(5) 当 z 从 0 一 工时 ,y 的 变化 情况 如 何 ? 
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i 省 六 


(6) 作出 它 的 图 像 . 
z (中 国 上 上海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 
[ 解 ] (1) 因 负 数 与 零 没 有 对 数 ， 
故 2snz >0， 即 sinz > 10， 
定义 域 为 ”2kr <xz<(2&+1)r(kR 为 整数 ). 
(2) 由 lg(2sinz) = 0， 


1 
有 2sinz = 1,sinx = 7 
得 r=2hrt 或 x = 2hr + :区 (为 整数 ) 


(3)2sinz 的 极 大 值 是 2, 故 当 xz = 2kx + 时 ,> 有 极 大 值 lg2. 


(4) 是 周期 项 数 , 它 的 最 小 正 周 期 是 2x. 
(5) 






1 1 1 1 
lg2 Fle3 lg2 了 le3 7lg2 0 


而 宰 汉 
时 殿 记 


(6) 





0 n 2 3x Xx 


6 . 107 已 知 振动 y! = sinz,y% = sinz; 研 究 它 们 的 合 运动 
y 二 y1+ y2 = Sinx + simx 的 性 质 (y 的 值 域 , 极 大 值 , 极 小 值 ,零点 , 变 
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化 情况 ,对称 性 ,周期 性 ,并 作 图 像 ). 
(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1960 年 ) 


[ 解 ] (1) 因 y= sinx + Sin2x 之 2， 
是 当 xz= (2 + 二) 时 ,(n 为 整数 ),y = 2， 
1 ll 
zn 


且 当 z= (2n -万 )x 或 (2n + )« (n 为 整数 ) 时 ， 


和 一 
4 
所 以 y 的 信 域 为 | 十 ,2 ] ,家 大 值 为 2, 极 小 值 为 - 二 ， 
[另外 当 xz = 2nr + 了 时 (为 整数 ) 时 ,y = 0, 而 在 此 点 的 两 边 | 。 
数 


附近 , 均 有 y < 0), 故 y = 0 也 是 极 大 值 ,但 不 是 最 大 值 . ] 
(2) y = sinz(1 + sinz) 


sinx 三 0,Xx = nx (nn 为 整数 )， 


1 + sinx = 0,sinz =— 1, 
二 (2 -志和 (nn 为 整数 ). 


所 以 y 的 零点 为 zx = nx 和 (27 -二 jz (n 为 整数 ). 
(3) 变化 情况 (xn 为 整数 ) 
2nr x2nr + 方 x,y 上升， 


1 7 
2nr + 本 x 生 xz 生 辣 ,7 下 降 ， 
Tx 3 
2nr + Ste2nr+ yy 上 升 ， 


3 11 
2727 十 7 之 之 2nxr+ 一 x,y 下降， 


6 
2nr +t rr + 1)x,y 上 升 . 
(4) 对 称 于 zx = (a +t) 
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绕 小 六 


(5) 周期 为 2r. 
(6) 孙 数 在 某 些 特殊 点 的 值 列表 如 下 : 


z xT | 4r 3 llx 
6 2 6 
由 
4 



















6. 108 KK 是 一 个 实数 ,对 于 任意 实数 x, 令 


xXx1+ kr +l1 

fT) rl 

(1) 求 f(z) 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

(2) 求 所 有 实数 ,使 得 对 每 3 个 实数 a, 和 rc ,存在 一 个 三 角形 ， 
具有 边 长 f(a),f(5) 和 f(c). 

(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] (1) 将 给 定 图 数 化 为 
2 
由 算术 一 几何 平均 不 等 式 ， 
z4 二 之 272， 

于 是 ,有 


TT4+ Xx + 1 这 3x7?， 


772 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





人 


0 过 一 一 一 所 
4+72+T i 


1 
3 
如 果 放 宇 1, 那 么 k 一 1 实 0, 从 而 有 
(K -— 1)x* 


0 < 
z4+y2+1 


1 < f(z) <3(K + 2), 


1 
二 — 1), 
3 (K ) 


所 以 , 当 KK 汪 1 时 , f(x) 的 最 大 值 是 二 (K + 2), f(x) 的 最 小 值 是 1 
如 果 开 过 1, 那么 KK -1<0, 从 而 有 


2 
0> 人 -> 了 (K-11), 


一 二 
Zz4+y2+1 


二 2 浅 


> xz) 之 与 (K+2) 


于 
数 


所 以 ,当天 < 1 时 ,/(z) 的 最 大 值 是 1, 最 小 值 是 二 (K + 2). 


(2) f(z) 中 的 实数 KK, 能 使 对 每 三 个 实数 a ,5,c ,都 存在 一 个 三 角 
形 ,具有 边 长 f(a),f(5) 和 f(c), 当 上 且 仅 当 f(z) 中 的 实数 能 使 
2minf(x) > maxf(z) 


如 果 天 之 1 那么 上 式 等 价 于 2 > 二 (K+2), 即 1 扩 乓 < 4; 如 果 





K< 1, 那 么 上 式 等 价 于 后 (K +2) > 1, 即 -了 < KK < 1. 故 所 求 的 所 


有 实数 天 为 -了 < 天 < 4 

6. 109 ”给 定 曲线 族 

2(2sing — cosg + 3)x* ~ (8sinO + cosg + 1)y = 0， 
其 中 6 为 参数 . 求 该 曲线 族 在 直线 y = 2x 上 所 截 得 的 弦 长 的 最 大 值 ， 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 显然 ,该 曲线 族 恒 过 原点 ,直线 y = 2x 也 过 原点 ,因此 , 曲 
线 族 在 y = 2x 上 所 截 得 的 蓄 长 取决 于 曲线 族 与 y = 2z 的 男 一 交点 的 
坐标 . 

把 y = 2x 代入 曲线 族 方 程 得 


(2sing — cosg + 3)x* — (8sing + cosg + 1)x = 0. 
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a 





注意 到 
2sing ~ cosg + 3 = VS$sin(b — arctg 三 ) +3 天 0， 


8sing+ cos0+1T 
2sing ~ cosO + 3 





2u 1 一 2 
人 ~ “ mr 一 = 
< sin@ = T4080 = 1 + wu2’ 
8u++l1 
则 X= 


2ru* +2(x—-4)ut+{(x—-1)=0 
由 uu € RR 知 , 当 xz 关 0 时 ， 

A= [2(zr -4)} -8r(r—1) 

. = 4(- x*-6r+16) 宇 0, 


即 +6r-16 志 0 和 且 x 关 0,， 
-8 三世 2 且 x 关 0. 
所 以 | Xx inex = 8 


由 y= 2z 得 ”| y 1 = 16. 
故 所 求 缠 长 的 最 大 值 为 V8 + 16: = 8Y5. 
6. 110 ”对 于 正 整 数 a,n ,定义 
F(a)=g+r, 
其 中 gq,r 为 非 负 整 数 ,a = gqg"'’, 日 0 过 r<n. 
求 最 大 的 正 整 数 A ,使 得 存在 正 整 数 n,n2,n3,n4,ns,nge, 对 于 
任意 的 正 整数 a 过 A ,都 有 
F, (Fs (F, (Fs (FP, (F, (a)))))) = 1. 
证 明 你 的 结论 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 
[ 解 ] ”将 满足 条 件 “ 存 在 正 整数 n,n2,…, ni, 使 得 只 要 正 整 数 
a 安 B, 就 有 
Fs (Fs, (CF Ca).)) = 1" 
的 最 大 正 整 数 B 记 为 x,， 
显然 ,本题 所 求 的 最 大 正 整 数 A = x6. 
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(1) 先 证 zi = 2. 
事实 上 , Fz(1) = 1,F2(2) = 1 所 以 zl 之 2. 
而 当 ni 之 3 时 ,FF (2) = 2,F2(3) = 2, 亡 (2) = 2, 所 以 zi 3. 
于 是 ,我 们 有 zl = 2. 
(2) 设 羡 已 求 出 , 且 Tk 为 偶数 ,显然 8 -21 一 2. 显 然 ,xi41 满足 
的 必要 条 件 是 :存在 n1, 使 得 只 要 a 委 xi41, 就 有 F, (a) XT. 
令 zptt 二 ga + 7, 则 
Fr (Zr = q+r 人 ex, 
Tal = mtr 人 qnt+rn-g= rt+ gq(ni~1). 
着 取 ni 三 2, 则 Tit! 二 2 之 到 十 2. 由 此 可 得 
ql(ni 一 1) 之 2， 
9 之 1,nl 之 2. 
于 是 
0O<(g~-l)n+t+n~-l= gal 一 1< rl. 
因此 
F, ((gq -Dn+t+n-1)=g+n -2<<x. 


gq(n1 -1)< 二 一 上 ]< [人 (三 拓 ) 


因为 bk 是 偶数 ,所 以 | 。， 
q(ni1— 1) < + 了 ， 
又 由 Tet+l 过 Xe 二 Qt ni 一 1) 得 


ri Xi(xh + 6) 


故 有 





ui 
局 


> 
< 


Te+l < 太 十 一 = 


4 2 4 
A 
另 一 方面 , 若 取 w= 了 + 2, 则 
Xe (xh 十 6) Tk Tk 
4 一 2 nl 7 。 
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六 


X(T 十 6) 


4 , 令 a = qn + ,那么 : 


对 每 个 a 起 


gq = 7 


大 2 
9 -brem-1l=7 +1. 


以 上 两 种 情况 下 ,都 有 4g + rr 委 怀 :, 即 Pa) 和 以 
综 上 所 述 , 我 们 有 


于 十 6) 


pti 一 


因为 x 是 偶数 ， 所 zh + 6 也 是 偶数 ,并 且 z 和 x + 6 中 必 有 一 
个 是 4 的 倍数 ,从 而 wz + 6) 是 8 的 倍数 , 故 得 w+l 是 偶数 . 
这 样 ,根据 数学 归纳 法 原理 ,我 们 证 明了 递 推 关系 式 : 
Xe( Xe + 6) 


TFTAm k= 1,2, ses ) 


由 这 个 关系 式 不 难 通 过 计算 逐次 得 到 

x2 = 4,x3 = 10,x4 = 40,7xs = 460, .76 = 53590. 

故 所 求 的 最 大 正 整数 A = 53590. 

6.111 给 定 正 整 数 ,已 知 用 克 数 都 是 正 整数 的 & 块 硅 码 和 一 
台 天 平 可 以 称 出 质量 为 1,2,3,…7 克 的 所 有 物品 . 

(1) 求 & 的 最 小 值 f(n). 

(2) 当 生 仅 当 nn 取 什 么 值 时 ,上 述 f(n) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟一 
确定 的 ?并 证 明 你 的 结论 





(中 国 高 中 数学 联赛 ,1999 年 ) 
[ 解 ] (1) 设 这 所 碳 码 的 质量 数 分 别 为 4， a2," "aa; 是 1 a 
< 42 Se 过 .4 E21 过 ;之 .因为 天 平 了 都 可 以 放 卫 码 ,所 以 
可 称 质量 为 


* 
Qi i € |—1,0,1|. 
:1 


在 利用 这 点 块 夸 码 可 以 称 出 质量 为 1,2,……,7 的 物品 , 则 上 述 表 示 
中 包含 有 1,2,…,n. 由 对 称 性 易 知 ,也 包含 有 一 1, - 2,…, 一 1. 因此 
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天 
{Dxa tw € 4- 1,0,11|D 10, +1, +2,, + nl 
i=1 


由 于 在 集合 | > zia; | zx; € 1- 1,0,11 | 中 的 元 素 个 数 不 超 过 3 个 ， 


市 在 集合 10， 十 ]， + 2,…， 土 221 中 共有 2 十 ] 个 元 素 ,因此 
3* 32n+1, 








3 一 1 
j < 7 ， 
.371 一 1 3 -1] 
右 < nT (m1,m € 2), 则 k>m. 
,371 1 3 1 
另 一 方面 ,者 车 一 一 <71 和 一 人 ( 玉 之 1 E 2Z), 则 我 们 可 


以 取 i 块 夸 码 :al = la = 3,…,a, = 3 来 称 出 1,2,… ,7 克 的 
所 有 物品 . 

事实 上 ,由 数 的 三 进 制 表示 可 知 , 对 任意 0 委 p 志 3”~1, 都 存在 y， 
E 10,1,211 委 ;过 见 , 使 得 


一 、 | 
p= Dy3 , 
i=|] 


忆 
寻 
二 
心 
| 
四 

e 

Oy 
[7 
人 


|| 
A 
~ 
| 
ee 
py) 
| 





令 zz = yj 一 1, 则 x 1- 1,0,11, 于 是 ,我 人 有 


四 
\ | _ 

{= > "3: 
i=] 





、 3 — | 
因为 nn 委 、 11 ,2, ,7 都 存在 二 ,1 委 委 
m ,使 得 

{= 3 = Dra 


这 就 是 说 ,用 质量 为 1,3,…,3” 的 产 个 硅 码 ,可 以 称 出 质量 为 1,2， 
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…, nn 的 所 有 物品 ,其 中 去 一， 


综 上 所 述 , 可 知 的 最 小 值 f(n) = m, 其 中 m 满足 不 等 式 


3m-1—1 3" 1 
7 “<7 人 ST 





次 六 





ml _ ni 
(2) 先 证 明 当 了 一 < n < 二 时 ,/(n) 块 靶 码 的 组 成 方式 
除了 在 (1) 中 已 纪 说 明 的 一 种 方式 : 
al 二 la 二 3,…,a,, 二 3” 以 外 ,至 少 还 有 一 种 方式 : 


Ql 一 一 1,a> = -一 3，， “nC— i 一 37 2 a, 一 3 1 一 1. 











事实 上 ， 着 1<1<> ! 则 由 (1) 可 知 ,存在 x € | 一 1,0,1|， 
使 得 
{= > 全; 3 
= > yi 3mL+0.(32 1 一 1). 

m-l Dn 
共 3 1 _ 3™ 21 1 
于 是 由 (1) 知 ,存在 x; € 1- “| 0 ,1| 人 得 

十 工 王 > 3 


并 且 必 有 A 一 1. 于 是 
m—1 
[= > .34+1. (3"1-1). 
i=1 


因此 ,用 夸 码 CC 一 1 , a> 一 Qnr 1 一 3 一 an 一 3” —1 能 称 


出 质量 为 1,2,…,n 克 的 所 有 物品 .从 而 此 时 f(n) 块 夺 码 的 组 成 方式 
不 惟一 . 





再 证 明 当 nn = > = ! 时 ,f(n) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟一 的 , 即 
a; =3101< 过往 ). 


事实 上 ,车 m 块 硅 码 ai ,ov ,wa 可 以 称 出 1,2,…,n = 一 
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np 3 一 1 
克 重 的 所 有 物品 , 则 对 每 个 - 一 三 1 过 一 了 ,都 有 


t= > rar € {1—1,0,1}. 
因此 
| ra | ziE i- 1,0,1}} 汪 10, + 1,…， + |， 
注意 到 上 式 左边 集合 中 最 多 有 3” 个 元 素 ,而 右边 集合 中 恰 有 3” 个 元 
素 , 于 是 ,我 们 有 
DE | x; € -1,0,1!} = 10, + 1,., :| 
_ 31 
=1 2 | 


将 集合 的 每 一 元 素 都 加 上 > 一 


2 
| > za 十 Ya, [zxE€Ei-1,0,1| | = 10,1,2,… ,32 一 1 
i=! i=] 





,得 


即 | Dya, 1 vy € 10,1,21| = 10,1,2,,3” —11. 
i=1 


并 且 对 于 每 个 1(0 达 1 过 3" -1) ,都 可 惟一 地 表示 成 1 = > ye. 不妨 
设 al 过 a2 之 … < a 因此 a 是 集合 10,1,2,…,3” 一 1 | 中 的 最 小 正 
整数 , 即 ai = 1. 设 al = 1,az = 3,"…,a; = 3 4. 则 Da = 3 -1, 从 
而 a， 应 是 大 二 3 1 的 最 小 正 整 数 ,因此 wii- 3 

由 数学 归纳 原理 可 知 :a; = 317!1,1 之 im 

综合 以 上 可 知 , 当 且 仅 当 n = > 一 + 时 ,上 述 /(%) 块 夸 码 的 组 成 


2 
方式 是 惟一 确定 的 . 
6. 112 大圆 酒杯 的 轴 截 口 为 函数 y = x 的 图 像 , 往 酒杯 里 放 一 
颗 樱桃 一 一 半径 为 的 小 球 . 当 半径 ~ 最 大 为 多 少时 ,樱桃 可 接触 到 杯 
底 的 最 低 点 (换言之 , 当 最 大 为 多 少时 ,位 于 区 域 > 之 x“ 中 的 半径 为 
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六 也 


> 





a 


r 的 圆 可 以 经 过 原点 )? 
(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 原 间 题 等 价 于 :经 过 原点 的 图 
(y—r) +x? 一 y2 
完全 位 于 区 域 y 之 ++ 中 , 求 + 的 最 大 值 . 
因此 , 当 0 委 zz 和 时 ,我 们 有 


一 Vr zr? > 4. QD 
令 z= rsin9.O 式 化 为 : 当 0 达 9 过节 时 ,有 
1 - co080 > risin*0. : 他 


当 9 -= 0 时 ， @ 式 显然 成 立 . 当 0 < 9 入 了 > 时 ,G@) 式 化 为 


1 
挟 一 一 一 一 一 
sin 0(1 + cosg) 
由 于 


sin’ 0(1 + cosb) = 8sin2 全 ost 


140 
2 

0 2 
cd 2 2 Lot | 


所 求 ， 的 最 大 值 为 二 条. 


6.113 设 序列 al(p),m = 1,2,3,…, 定 义 如 下 ， 
a(1) = 0, 并 且 当 > 工时 ， 


a(n) = a (| 各 7 |)+ (— 1 
(a) 求 出 a(wy) 在 << 1996 范围 内 的 最 大 值 和 最 小 值 ,并 给 出 取 


得 这 些 极 值 的 全 部 的 ”的 值 . 
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(5b) 在 nn << 1996 范围 内 , 值 为 0 的 a(n) 有 多 少 项 ? 
(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
{[ 解 ] 由 n>1 时 


en) =a( ||)+t CD ， 
可 得 nn 宇 1 时 
a(2n) = a(n) 十 (一 二 n+ 
= a(n) + (— 1)”. 
at27 + 1) = a(n) + (~ HerDGo+D 
= a(n)+ (~ 1)"*!. 
设 4 守 2 时 ,nn 在 二 进 制 表示 下 为 
(a1a2'""Q1)2, 
其 中 a; = 0 或 1,i = 1,2,…,/. 考 虑 / -个 数码 对 
(alya2z) (a2,03),""", (Qa1-1, a1). 
设 其 中 满足 m = axi1 的 有 f(n) 个 ,满足 ai 关 a 的 有 g(n) 个 ， 
& = 1,2,…,! 一 1. 显 然 ， 
fln)+g(n)= /1—1. 
下 面 用 归纳 法 证 明 : nn 宇 2 时 ,有 
a(ln) = f(n)— g(n) 中 
事实 上 ,a(2) = a(1) +(- 1 = 一 1 
a(3) = a(l)+ (1)=1. 
又 2) = 0,g(2) = 1,f(3) = 1,g(3) = 0. 因 此 当 % = 2,3 时 ,@ 
式 成 立 . 
假设 对 于 某 个 月 宇 3. 当 2 过 三 上 时 ,@ 式 成 立 .考虑 mn =k+1 
时 的 情况 . 
设 k+1 = (aa aa) 宇 3. 则 
atR+1) = al((aiaz…ar)2>) 
= a((ara a1 ) + (— 1) 20 ata, 
f(a a1)2)— g(ala2'"*a1)2) 
+ (— Le- 
在 w-l = a，, 则 
flk+1)= CCaia2…a-t2 + 上， 


I 
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络 六 证 


g(k+1)= SCCala2 ol)2)， 
于 是 
at{k 十 1) = FCOCalaz ar-1)2) 一 g(C(Cala2 ai-1)27) 十 1 
= f(k+1)— g(k+1). 
在 ai-i 一 a ，, 则 
fl(k+1)= Caiaz ar-l)2z) 
g(k+1)= SCCala2…a-1)2) 二 1 
于 是 a(k+1)= Faia…a-l)) 一 gaiaz…a-D2) 一 1 
= f(k+1)—- g(k+1) 
因此 ) = 有 +1L 时 加 式 也 成 立 . 

(a) 因为 (1995)yo。 = (11111001011);, 而 由 个 式 知 当 且 仅 当 
n(1111111111)， = 1023 时 ,a(n) 取 最 大 值 9: n = (10101010101), = 
1365 时 ,a(n) 取 最 小 值 - 

(5) 设 n= (aja2…ay)2,n 实 2. 则 当 且 仅 当 ff(n) = g(n) 时 ， 
a(n) = 0. 此 时 

i-—-1= f(xn)+g(n) = 2f(n) 
为 偶数 ,从 而 / 是 奇数 . 
当 2 过 过 1995 时 ,7 只 能 取 3,5,7,9,11. 
对 于 固定 的 LE 13,5,7,9,11|. 当 2 之 4 过 2 -1 时 ,在 二 进 


制 表 示 下 为 (aja3'…a);， 日 al 一 1. 克 当 且 仅 当 恰 有 二 个 数码 对 
Ce 因此 ， 2 和 二 | 值 


为 0 的 a( 凡 共有 (C 3 项 .于 是 , 当 2<， 之 24 -1 时 , 值 为 0 的 anj 
共有 
Cl+ Ci+ C+ C+ Cio = 350( 项 ). 
当 1996 之 过 211 一 1 时 , 易 知 只 有 取 
(11111101010);, (11111011010),, (11111010110);, 
(11111010010);, (11111010100);. 


这 5 个 值 时 ,a(n) = 0. 


故 当 2 过 过 1995 时 , 值 为 0 的 a(n) 项 有 345 项 . 叉 a(1) = 0， 
因此 , 当 < 1996 时, 值 为 0 的 a(n) 共 346 项 . 
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6.114 设 Plr,y) 为 15r+y1l+|5x 一 y|1= 20 上 的 一 点 , 求 

”< 一 Ty 十 y 的 最 大 、 最 小 值 . 
(第 3 届 中 国 澳门 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 】 将 15r+y1+l5x 一 y1= 20 两边 平 方 ,化 简 得 
257* + y+1257r — y |= 200. 

大 1 5x | 宇 | y |], 则 得 

50x’ = 200,r =+2,|y |< 10. 
若 1 5x 1I 委 | y 1, 则 得 

2y* = 200,y =+10,15x | 过 10,1zx 1 过 2. 
故 方 程 图 像 为 矩形 ABCD ,其 中 

A(2, - 10),B(2,10),C(-2,10),D(- 2, ~ 10). 

由 对 称 性 仅 需 在 AB .BC 边 考虑 ,并 易 见 

在 4B 上,Q = x2 -Xxy+y =4-2yt+y, 

3 三 Q 124; 
在 BC 上 ， 人 
QQ 最 大 = 124, 人 最 小 = 


6.115 设 mm …,ry 是 mm 个 给 定 的 正 有 理 数 ,使 + - |， 
对 每 一 个 正 整 数 ,定义 函数 f 为 


Fi = 天 一 DE], 


求 f(n) 的 最 小 值 和 最 大 值 
(第 28 届 加 拿 大 数学 奥 宁 匹克 ,1996 年 ) 





[ 解 ] 由 已 知 


f(n) = Dm — [rn|). 


因为 0 科 rin 一 [pn 之 11, 对 所 有 1 过 月， 
所 以 0 委 fn)m-1l. 


下 面 证 明 上 式 两 边 的 界 是 可 以 达到 的 . 
对 1 过 有 上 云 m, 设 ”= 记 5b1,52,…,6b, 的 最 小 公 倍数 为 
R 


/二 [0 0 0, ] = DRCR， 其 中 ak» Ok » Ch 都 是 整数 ,因此 
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让 溺 六 


| 2 CR Qh 
f(71) = > (2 * Dick 一 | 。 oer | )= 0， 
及 pb, 


大 一 上 


f(1—1)= Sa — re— [axce— rel) 
一 1 一 re ) 


k= | 


= 7 一 1]. 
故 f(n) 的 最 小 值 为 0, 最 大 值 为 p1 - 1 
6.116 设 A = 11,2,3,…,17|, 对 于 映射 f:A -> A, 记 
fiil(x) = Fp) = _FCFi(z)) ,kKkEN. 
设 从 A 到 A 的 一 一 映射 了 满足 条 件 :存在 自然 数 M ,使 得 : 
(1) 当 六 < MI 乏 i 迄 16 时 ,有 
fi* (i+1)— fA”(i) +1 (modl7)， 
fi™ (1) - 天 (17) 天 二 1 (modl7); 
(2) 当 1 和 过 ; 委 16 时 ,有 
HAHNMIG+ ID)- AFM) 反 1 或 -1 (modl7)， 
FM() - 六 MG7) 到 1 或 -1 (mod17). 
试 对 满足 上 述 条 件 的 一 切 f, 求 所 对 应 的 M 的 最 大 可 能 值 ,并 证 明 你 
的 结论 . 
(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 所 求 M 的 最 大 可 能 值 Mo = 8. 
先 证 Mo 之 8. 
事实 上 ,可 令 上 映射”f(i) 圭 3i -2 (modl7)， 
其 中 i€ A,f(i)E€EA. 
若 Ai) 圭 f(j)(mod17), 则 
3i ~ 2 二 3j -2(modl7) 
i = j(mod17), 


所 以 i = j. 


映射 为 从 A 到 A 的 一 一 映射 . 
又 由 映射 了 的 定义 , 易 知 
fi" (i) 3" .i 3 +1(mod17). 
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若 AMO+1) 一 MI(i) 三 1 或 -1(mod17)， 
则 [3M(7+1) -3+1] 一 [3 一 3+1j 三 1 或 -1,(mod17)， 
即 3 三 1 或 -1(mod17). 
同时 , 苦 AFM- 1T) -AMI(17) 夺 1 或 -1(mod17) 
则 1 一 [3 并 x17-3+1] 三 1 或 ~ 1(mod17) 
即 3 三 1 或 -1(modl7). 

但 3 二 3,3 = 二 9,3 二 10,3 二 13,3” 二 5,3% 二 15,3’ 三 11， 
33 二 1(mod17)，, 故 得 

Mo 之 8. 

再 证 Mo 委 8. 

任 作 一 个 凹 17 边 形 AlA,…A17, 记 作 G .我们 先 规定 , 当 1+1= 
18 时 , 取 i+t+1 为 1; 当 i-1= 0 时 , 取 i 一 1 为 17. 然 后 按 如 下 规则 连 
线段 : 若 1 过 三 < Mp, 了 A"*(i) = a, fi" = b 时 ,就 连 线段 A,A,. 

显然 所 连 线段 必 为 G 的 对 角 线 .可 以 证 明 : 所 连 的 对 角 线 没有 重 
复 . 事 实 上 , 若 有 两 条 连 线 相同 , 即 存在 ;,j) 及 Mo > pp>ga>0, 使 
ft21( ;i) 一 91( 门 ， 
FAOG+D= HAOO+1l 或 HG+Hb = fj -1). 





于 是 有 
有 20(7) = j,， 
FnGd+i) = +1 或 -上 
注意 到 Mo > p - 9 > 0, 这 显然 与 Mo 的 定义 矛盾 . 
故 所 连 对 角 线 没有 重复 . 
但 G 共 有 17x7 条 对 角 线 ,所 以 
i7x(Mo~-1)17x7, 
Mo, 二 8. 
综 上 所 述 ,所 求 的 M 的 最 大 可 能 值 Mo = 8. 
6. 117 设 实 数 ri,zrz，……zioo 满足 如 下 两 个 条 件 : 
(1) -Lr = 1,2,.,1997); 
V3 ， 
(2) xi + xz 二.…+xioy = 一 318V3. 





世界 数学 奥林匹克 解 题 大 静 典 785 











绊 东 定 


试 求 :x + x 入 十 十 lio7 的 最 大 值 ,并 说 明理 由 . 
(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1997 年 ) 
[ 解 ] 满足 题 设 条 件 的 任何 一 组 六 1 2 X1997 之 中 ,车 有 这 样 
的 证 了 和 和 x;: : 


(3> zz >- 


~ 


我 们 记 Xit 1X; = 2m, 
Xi — Zz; = 2h. 
则 x =m+h,zx= mm-—h, 
z+zP= (mth +t (mAh) 


= 2 >， Ce mt ht. 


在 和 值 x + = 2mm 不 变 的 情况 下 ,x + x 随 A > 0 的 增 大 而 增 大 . 
约定 取 


hh 一 min 


则 xzP + x 达到 最 大 值 . 
因此 ,所 求 的 12 次 方 赛 和 的 最 大 值 只 能 在 以 下 情形 达到 :至 多 只 





| 
万 1, 加 一 (一 二 | 
一己 


] _ 1 
A -As -一 ,v3 A 口 一 一 一 . 
有 个 变 元 取 值 于 ) ,其余 变 元 取信 都 是 或 5 

” 设 有 u 个 变 元 取 值 为 - A 个 变 元 取 值 为 ,3 ,zw 个 变 元 取 值 于 

t 

-一 ,V3 .YY 

( 万 3 显然 
ww 二 0 或 1. 


当 ww = 1 时 , 设 这 个 变 元 的 取 值 为 +. 于 是 ,我 们 有 
本 1997， 


了 工 . too+tw=-318.3. 


SO 


V3 
@xv3+ 中 得 : 
4Av + (V3t + 1)w = 1043. 
因为 (Y31 + 1)w = 1043 - 4v 是 整数 ,并 且 


786 世界 数学 类 林 匹克 辞典 





0 过 (y3r +1l)z < 4， 
所 以 (V3t + 1)w 是 1043 除 以 4 所 得 的 余数 .由 此 可 得 
2 
w= 1,+ = 万: 
代入 各, 解 得 
u = 1736,v = 260. 
因此 ,和 jj 十 x 十 … 十 T1807 的 最 大 值 为 





1 12 12 
-二 |) ut+ (V3) .vt 
-5 
1736 + 4096 
= 一 一 -一 一 十 729xX 
750 729 x 260 
= 189548. 
6 。 118 xiyz2，… xl193 满足 
| XI 2 | 十 | 之 2 3 [十 十 | T1992 一 之 1993 | = 1993 ， 
XI 十 .十 "十 六 
WT ,(k = 1,2,.,1993) 
则 | yi yt+! yz y3 {+ +| yl99 — y1993 | 
的 最 大 可 能 值 是 多 少 ? . 
(第 3 届 中 国 澳门 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 
| = TI X22 + x Xt rt tt Tet Xp+l 
1 
= KR (zi 一 ai) + (x2 一 + 十 十 (zk 一 
Xp+1) | 
1 
入 有 TD X1 一 YX |+2ir2 一 -13 1+ "+k| x 
“AE+l 1) 
1 SE 
RI i 
于 是 Ty 一 yit| yy31+ 十 | yi992 一 yl1993 | 
1992 


一 >) lw- Wl | 


上 二 ] 
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mt 


1992 大 ， 
i 


一 一 一 人 人、 | .2 一 + | 
{RR+1) 1 tl 
1992 1992 7 
re 
- > :| + 1 . ji ji 
Nii+1) (i+1)(i+2) 1992 . 1993 | ” 
Titl | 
= Di i)i 
OO; 1993/ ™: ”i+! 
1992 1 
< 吕 ( -高 je- 
> ll 1 人 


ti 一 


. 1992 
1 


= (1- 6) > | Xi ~ Xitl | 


i=t 


~ (ga 





1993 

= 1992. 

另 一 方面 , 若 令 1 三 了 十 1993 x» 二 3 二 … 二 io993 三 工 
i 1993 

| 一 二 一 -一 ， _ 一 
则 | yy yr | E(kR+1) | Xx1 — x2 | 有 (十 了 

1992 1992 1 

-— yl = 1993 ， 一 一 一 一 一 = 1992. 
2 DE Ve+l 2 ETI) 
1992 


故 ”2 | 入- Yr1 | 的 最 大 值 为 1992， 


6. 119 每 一 个 大 于 2 的 自然 数 都 可 以 表示 成 若干 个 两 两 不 等 
的 自然 数 的 和 . 设 个 数 的 最 大 值 为 A(n). 求 A(n)( 用 表示). 
(德国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 

[ 解 】 设 n= altas+ 二 aa(n);Q1 之 az 之 … < aaon 均 为 
目 然 数 . 

显然 ,al 字 1,as 守 2,…,aan) 之 A(n), 因 此 ,n 守 1+2+… 十 


A(n) = 广 A(n) (A(n) +1), (x ) 


从 而 ,自然 数 A(n) < | 一 | 
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n= 1+2+t+ (| |-1) 


(Pa 

其 中 a 为 整数 . 

由 (x* ) 可 知 a 之 0. 所 以 
47) 之 | 


综 上 所 述 ,A (nn) = [| 


6.120 设 NN 是 自然 数 集 ， R 是 实数 集 ， S 是 满足 以 下 两 个 条 件 
的 函数 f:N -> R 的 集合 : 

(1) f(1) = 2; 

(2) 大 


试 求 最 小 的 自然 数 M ,使 得 对 任何 FE ;及 任何 € N ,都 有 
fln) < M. 





(中 国 国家 队 选 氢 赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 首先 估计 | /Cn) | 的 上 界 
鉴于 /的 单调 性 ,只 需 考察 | F(26) | 的 上 界 .由 已 知 条 件 (1) 和 (2) 
得 
Ly 
FeD < ( + x (2) 


其 中 心 = (+ (Ja D 


通过 对 前 几 个 入 的 计算 ,我 们 猜测 
A < Dk = 1,2,.…. 
为 了 证 明 这 一 猜测 ,我 们 来 证 明 一 个 加 强 命题 : 


1 
<5[1 -去 ) k = 2,3,: 
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洲 多 


好 > 湾 


汪 六 





事实 上 ,& = 2 时, 加强 命题 显然 成 立 , 因 为 


A> = (+D(1+ 雪 {1+ 地 )=5(1- 鳌 ) 


假设 已 证 得 4,, 声 sl 一 5 ) , 则 


Ant1 = A 0 + nl 
1 1 
< 人 
一 (a | 


至 此 ,我 们 已 证 明 , 对 任何 < N, 必 有 
A <S5. 
对 任何 f € s 和 任何 n € N ,存在 自然 数 衣 ,使 n < 2*+1, 因 而 
fln) ff2) C2 < 10. 
为 了 证 明 题 目 所 求 的 最 小 自然 数 M = 10, 还 需 构造 一 个 适合 题目 
条 件 的 函数 万 ,该 函数 在 某 处 的 值 大 于 9. 
”注意 到 24; > 9, 我 们 定义 一 个 函数 万:N 一 RR 如 下 ; 
fo(1)= 2 
fo(n) = 2Nh, 其 中 2 之 nn 才 2tt1l,k = 0,1,2,…Ao = 2. 
对 任何 自然 数 n ,显然 有 
foln+1) 守 fol(n). 
尚 需 验 证 


foln ) 之 - + 1fo(2n). 


设 kENU 0 2 < 7 二 241, 则 
24+1 < 27 R2412. 


于 是 ,万 (22) = 2200 = (1+ i) 2 < (+ 二 mn 
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即 fo(n ) 之 - 一 万 (27) 


因此 万 后 5. 

因为 fo(26) = 24s > 9, 所 以 题目 所 求 的 最 小 自然 数 M = 
.6.121 设 aaz…ai 是 任意 10 个 两 两 不 同 的 自然 数 ,它们 的 
和 为 1995. 试 求 

Q1Q2 + Q203 十 十 Q9Q10 十 Q10G1 
的 最 小 值 . 
(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1995 年 ) 

.  [ 解 ] 将 10 个 自然 数 按 顺 时 针 方 向 依次 写 在 一 个 圆周 上 ,于 是 题 
中 的 表达 式 就 是 每 两 个 相 邻 之 数 的 乘积 的 总 和 ,以 下 简称 为 “和 值 ”. 

将 10 个 两 两 不 同 的 自然 数 的 和 记 为 N, 则 NN 之 55. 将 和 为 N 的 任 
意 10 个 两 两 不 同 的 目 然 数 所 对 应 的 “和 值 ” 的 最 小 值 记 为 S(N). 

先 考察 N = 55 的 情形 . 

显然 ,此 时 ja,a>，……,aiol = 11,2,…,10}. 


| 
9 10 


> 





图 1 图 2 
我 们 来 证 明 , 当 10 个 数 如 图 1 或 图 2 排列 时 “和 值 ” 最 小 . 
设 这 10 个 数 任意 地 排列 在 圆周 上 , 且 不 同 于 图 1 和 图 2, 不 失 一 般 
性 .可 设 ai = 10( 如 图 3) 如果 az 关 1 而 a; = 1,; 王 2 我 们 襄 将 (a2， 
,4;) 这 一 段 整个 地 按 倒 过 来 的 顺序 排列 , 变 为 (ai ,a;_1,…,a2)， 
并 保持 其 余 各 数 不 动 , 得 到 图 4， 并 把 这 个 过 程 称 为 一 一 次 操作 . 操作 前 
后 ， 和 值 ”的 变化 是 
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函 
数 





> 


所 


红 此 六 








图 3 图 4 
l0a; + a;+! — (10+ a2Qj+1) = (a2 ~ 1)(10- ar 之 0， 


“和 值 " 仅 当 a; = aio = 1 时 不 变 , 其 他 情况 都 下 降 了 . 


将 图 4 中 的 字母 按 顺 时 针 方 向 从 a 开始 ,重新 标 上 bi1,02,° ,Dio. 
= 10,62 = 1. 如 果 b10 关 2,6b; = 2,3 志 /过 9( 如 图 5), 我 们 就 将 


则 56， = 
(5;,b;+1，…,bi0) 这 一 段 的 顺序 倒 过 来 , 变 为 (5b10,…6;+1,b;), 并 保持 
其 余 各 数 不 动 ,得 到 图 6, 这 次 操作 前 后 ,“ 和 值 ” 的 变化 是 





bj bj, bj 了 
图 5 
10b10 + 26;-1 ~ (2 Xx 10 + bio * 6b;-1) 
= (bi0 ~ 2)(10 ~ 6b;-1) > 0， 
可 见 ,“ 和 值 ” 下 降 . 
如 果 图 6 仍 不 同 于 图 2, 那 么 可 以 用 类 似 于 上 面 的 操作 ,使 它 一 步 
一 步 地 变 为 图 2, 而 每 一 步 的 变化 都 使 “和 值 ” 下降 . 
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注意 到 图 1 与 图 2 的 排列 所 对 应 的 “和 值 " 是 相等 的 .因此 , 当 六 = 

55 时 , 仅 当 10 个 数 如 图 1 或 图 2 排列 时 ,其 "和 值 ”最 小 ,因此 
S(55) = 10x1+1x9+9x3+3x7+7xS+Sx6+6Xx4+14 
x8+8x2+2x10 = 224. 

接着 考察 N > 55 的 情形 . 

此 时 ,和 为 N 的 十 个 两 两 不 同 的 自然 数 不 仅 在 排列 顺序 上 可 以 不 
同 ,而 且 在 NN 的 分 拆 方 式 上 也 可 以 不 同 ,因此 ,我 们 在 讨论 “和 值 ” 的 最 
小 值 时 ,就 必须 对 N 的 一 切 可 能 的 分 拆 方式 的 所 有 不 同 的 排列 形式 进 
行 考察 . 

我 们 对 N 的 任何 一 种 分 拆 后 的 在 圆周 上 的 任何 一 种 排列 ,都 以 al 
表示 十 个 数 中 的 最 大 的 一 个 ,并 按 顺 时 针 方向 将 10 个 数 依次 记 为 al， 
a2,"…, a0. 我们 用 

N= alt+a2,"+ a z 中 
不 仅 表示 相等 关系 ,而且 表示 右 端 10 个 两 两 不 同 的 自然 数 中 以 w 为 
最 大 ,并且 在 圆周 上 的 排列 顺序 如 上 所 述 . 

因为 N > 55, 所 以 当 这 10 个 数 是 连续 的 10 个 自然 数 时 ,其 中 的 最 
小 数 a; > 1; 而 当 这 10 个 数 不 是 10 个 连续 的 自然 数 时 ,其 中 必 有 某 个 
数 a; 比 所 有 小 于 它 的 数 都 至 少 大 2. 这样, 我们 就 得 到 了 关于 N - 工 的 
一 种 分 拆 和 排列 方式 

AN 一 工 = Q1 二 二 Qnr1+ (ai 一 下 十 airl 二 十 Qi0 (© 
其 中 ao = ayo. 这 就 是 说 ,对 于 每 一 个 @ 式 ,都 至 少 有 一 个 加 式 与 之 对 
应 .所 以 

S(N)- S(N-1)>min(Qi-! + aiori) 
字 2+1=3， 





于 是 ,就 有 
SN) 之 S(5$) +3(N - 55) 
= 3N + 79. 
另 一 方面 , 当 . 
(aila2 ai0) = (N ~ 45,1,9,3,7,6,5,4,8,2) 
时 , 确 有 “和 值 ” 为 3N + 79. 
故 S(N) = 3N+79. 
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Sk 溢 六 


特别 地 ,就 有 
S(1995) = 3 x 1995 + 79 = 6064. 
6. 122 ” 试 求 


> > > | (x + y— 10i)(3r-— 6y - 36j)(197 + 95y — 95k)k | 


i1 j= 


的 最 小 值 其 中 x,y 是 任意 实数 . 
(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 记 题 中 表达 式 为 F(z,y), 则 


F(x,y) = 57 Hfi(x,y), 





10 

其 中 fi(xsy) = Dlx+y-10il, 
i=1 
10 


f(x,y) = 2 | x -2y— 12}|, 


fa(x,y) = >) | XT+ Sy— Sk |k. 
设 al 二 a2 和 和 < a, 为 n 个 实数 , 记 
HL 三 Cnm+l， 当 7 = 2m + 1 时 ， 
Qn RARar n= 2m 时 . 
并 把 上 面 方式 定义 的 六 称 为 有 序数 组 al 过 a 三 … 牵 a 的 中 位 数 .不 
难 证 明 : 对 一 切实 数 上 均 有 


g(t) = > Jia > > [ual= glp). 
这 就 是 说 , 函数 7) 在 上 = 7/ 时 达到 最 小 值 因此 

当 (z,y)EDI= icyy)i 50<r+y<60 时 , fi(x,y) 达到 
最 小 值 ; 

当 (x,y) ED; =1izy)160 迄 z-2y 委 721 时 , 户 (zx,y) 达 到 
最 小 值 ; 
当 (x,y) EE D; = Cryy) 1 + 5y = 351 时 ; (x,y) 达到 最 小 
值 . . | 
义 因 为 (55, 4) E DID nn Di 所 以 万, 户 , 户 在 点 (35$,，- 4) 
处 同时 达到 最 小 值 , 从 而 F(z,y) 在 点 (553，- 4) 处 达到 最 小 值 
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F(55，- 4) = 57 1 /;(55, ~ 4) = 2394 x 10%, 
6、123 设 复数 zx> = x+iy(r,y EE RR) 满足 1<-il 达 1. 求 A 
= x(| xz 一 11? -1) 的 最 大 值 . 最 小 值 及 相应 的 = 值 . 
(中 国 河北 省 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 设 z-i= x+(y-1)i= r(cos0 + ising). 
则 |z-i|=r 达 1,0 夺 rr 达 1， 


X= reosd 
于 是 A = rcos0(r 1) = r(r? ~ 1)co80, 
A* = ri(r?— 1)* .cos0, 
A 之 rr 1) 
了 2r2. (1 or )(1 -rr) 
二 二 | 2 
2 3 
4 


27， 
2 V3 2 3 
9 <4<: 9 
当 且 仅 当 cosg =+1 且 2 一 = 1- 盖 时 ,上 式 取 等 号 . 
即 00s0 = r= 时 ,A = 23， 
3 9 
ug = Dr =- 旺 时 ,4A=- 2 


也 就 是 说 ,= = - 2 4 ;时 ,入 到 最 大 值 223 ; 


G 4 


my 
J 


第 4 他 整数 集 上 的 函数 方程 
6 . 124 设 f(n) 是 定义 在 所 有 正 整数 上 且 取 正 整数 值 的 函数 . 


对 所 有 正 整 数 m,n, 有 
ffm + fn)) = m+n. 
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求 f(1988) 的 所 有 可 能 值 . 
(墨西哥 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 


代 [ 解 ] 设 f(1) = +t. 如果 flm) = nn, 则 
f(2n) = ff Om) + fm)) = 2m. OD 
特别 地 , 当 六 = 1,nx=: 时 
f(21) = 2 © 
我 们 证 明 1 = 1 ,不然 的 话 , 设 
:=b+1,oE€EN © 


又 设 f(6) = c,c EN, 则 f(2c) = 25 ,并 且 
2c +2t = f(f(2c) + 2t)) = 2p+2)= f(21) = 2， 
站 + +c 二 1, 逆 盾 .于 是 f(1) = 1. 如果 


fl(n)= nn 由 
则 Faz+l)=AFa)+A1 = n+1. 所 以 @ 对 一 切 自 然 数 成 
立 , 特 别 地 


f(1988) = 1988. 
6，125 设 M 是 满足 f(0) 关 0 与 
fnD)fnm) 三 fntm)+ fn ~ nw),n,m EZ 的 函数 
f:Z 一 R 之 集合 , 试 求 


(1) 满足 f(1) = 六 的 所 有 函数 fln)€E Mi 


(2) 满足 FI) = v3 的 所 有 函数 f(n)€ M. 
(前 民主 德国 数学 竞赛 ,1982 年 ) 

[ 解 ] 在 题 中 关于 函数 f(n) E M 的 恒等式 中 , 取 )= j= 0, 得 
到 (了 (0))* = 27(0). 但 f(0) 关 0. 因 此 f(0) = 2. 其 次 ,在 恒等式 中 取 
nm 二 1, 得 到 

ff(1)afn+t+1)+ fn -1),n€Z. 

如 果 给 出 函数 f(n) 在 点 nn = 0 与 n = 1 上 的 值 , 则 由 上 面 的 恒等式 可 
以 惟一 确定 f(2) 与 (1) 的 值 ,然后 又 可 确定 f(3) 与 f(~ 2) 的 值 ， 
等 等 , 即 可 对 每 个 x € Z 确 定 f(n) 的 值 ,于 是 ,因为 f(0) = 2, 且 f(1) 


_ 六 (在 (1 中 ) 或 A(1) = V3( 在 (2) 中 ), 所 以 函数 /(n) 由 题 中 条 件 
惟一 确定 ,下 面 证 明 函 数 
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Nn 


fln) = 2742 7” 与 f(n) 二 Zc0s -让 
分 别 满足 (1) 与 (2) 的 全 部 条 件 .事实 上 ,有 
(1) f(0) =20+20 兴 0,FL) =2+2- = 


f( n)f( 7 ) 二 (27" 十 272)(2™ 十 2 ) 
一 (27+% 十 2 2) 十 (2 十 2m7#) 
= f(nt+ m)t+ fn nm). 


| 


其 中 ,mE€Z. 
(2)f(0) = 2cos0 0, f(1) = 200s © = Y3. 


fln)f(m) = 4cos cos 第 
+) x(n—m) 四 
20 t2cs™ To 站 


= f(nt+m)+ ff(no-m). 
其 中 n,nEt2Z. 
6，126 ” 求 所 有 满足 
fntm)t+ fn-m) 圭 f(3n),n,n € 2Z"(Z* 是 非 负 整 
数 集 ),n 宇 mm 的 函数 f:Z* 一 R. 
(奥地利 -波兰 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 在 关于 f(x) 的 恒等式 中 令 mw = 0, 得 到 2f(n) f(3n), 
nE€2". 当 n= m=0 时 ,有 f(0) = 0. 其 次 ,在 恒等式 中 令 n= mm， 
得 到 ff(2n)+ f(0) 三 了 (3n), 即 f(2n) 三 f(3n). 于 是 ,一 方面 对 
任意 mm € Z* 有 
fl4m) = f(6m) = f(9m), 
而 为 一 方面 ,在 原 恒 等 式 中 , 取 nn = 3m ,得 到 
fl4m) + fl2m) = f(9m). 
因此 ,对 任意 m € Z"* ,都 有 f(2m) = 0. 于 是 ,对 任意 nn € 2Z* ,都 有 


fl(n) = (3n) = f/f(2n) = 0. 


也 就 是 说 ,只 有 当 f(n) 二 0 时 才能 (和 且 实 际 上 也 ) 满足 原 恒等式 . 
“ “6.127 设 nE€ 72, 函数 f:Z->R 满足 
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_ jn 一 10, 当 n> 100 时 ， 
f(n) = f(f(n+11)),; 当 nn 过 100 时 . 
证 明 ,对 任意 2 委 100, 都 有 f(n) = 91. 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 首先 , 设 志 100 与 n+11> 100, 妈 90 过 声 100, 于 是 
fln) = fflnt+11))= fn+1l~10)= fl + 1). 


说 汪 六 


因此 f(90) = f(91) = … = f(100) = f(101) = 91. 
现在 设 n < 90. 取 mm € N, 使 得 90 过 +1im 过 100, 则 有 
fl(n) = fn + 11)=… = AM + 11n) 


= fCFOn + Lm)) 
= (91) = 91. 

这 就 证 明 ,对 任意 2: 委 100, 都 有 f(n) = 91. 

6. 128 中 数 f,g,h:N 一 N 满足 下 述 三 个 条 件 : 

(1) 对 不 同 的 nn € N,h(n) 取 不 同 的 值 ; 

(2) 函数 g(n) 的 值 域 是 Ni 

(3)f(n)g(n) -h(n)+l,nEN. 
证 明 ; f(n) 二 1,nE€N. 

( 罗 蕊 尼 亚 数 学 党 赛 ,1979 年 ) 

[证 ] 首先 证 明 ,g(n) 二 h(n),n € N. 由 此 及 条 件 (3) 即 可 得 

到 ， 
fn 二 gn) -hn)+t+1leslnEN. 
设 有 某 个 n € N, 使 g(n) 关 h(n). 因为 fln) 之 1 ,所 以 对 任意 
n 人 EN, 有 
h(n) = g(n)+!1 p(n) < g(n), 
于 是 ,h(n) < g(n) = 上 .根据 条 件 (2), 存 在 nn1,… ,nw_1 E€ N ,使 得 当 
时 ga) 二 i 从 而 h(n;) < 上 .于 是 有 h(n0),… 

h(ne-1),h(n) 这 上 个 数 都 属于 集合 1,…,k - 1}， 由 犹 利克 雷 原理 
hni) ,h(n2),… ,h(ng-1),h(n) 中 必 有 两 个 相等 ,与 条 件 (1) 矛盾 . 
结论 证 毕 . 

6. 129 ”考虑 非常 量 函 数 f(x%， ”)， “' 瑟 电 义 在 所 有 整数 对 的 集合 
上 , 取 值 为 整数 且 满 足 
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fln,m) = (fn — J,m)t flnt+l,m)+ fln,n ~— 1) 


+ flnsm+1)),n,m€ Z. 

证 明 :(1) 这 样 的 消 数 存在 ; 

(2) 对 每 个 RE Z ,任意 一 个 这 样 的 函数 既 取 大 于 的 值 ,也 到 小 
于 上 & 的 值 . 

(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] (1) 例如 盟 数 Fn 2) = n,n,m EE 2Z 即 满 足 题 中 所 有 的 
条 件 . 

(2) 设 结论 不 正确 , 即 对 某 个 &E 2Z ,存在 满足 题 中 条 件 的 某 个 函 
数 Fa ,72), 它 的 每 个 值 都 不 超过 有 (不 小 于 A 的 情形 与 此 相仿 ), 则 在 
fln,m)(n,m E 2Z) 的 值 中 总 有 最 大 的 . 设 其 最 大 值 为 7 = Fo， 
m0), 于 是 所 有 了 (no 土 1 p10), (nn60,nmw 土 1) 都 等 于 7, 否则 有 


fno, ni0) = 二 (7 no— l,mo)+ f(not+1,mo)+ flno,nmo— 1) 
+ flnomot+1))< 72. 
反复 应 用 这 一 结果 ,得 到 :对 任意 n,m E N, 有 
[= finosmo) = flnot ,ny) = flngt+2,m) = 
= flnot n,mo) = flno+in,mo+t1) 
= A 210 土 7 70 土 2) 
三 二 = f(no t+ n,mot+t nm). 
因此 ， fn m) 三 1, 与 题 设 矛 盾 . 
6. 130 ” 设 函 数 
D+ 





f(r,y) = ,k EZ,k 0. 
求 所 有 非 零 的 整数 对 (xn ,1 )， 使 得 Dn 二 nn 关 0, 并 且 
fn lr yf (ry) frn(r,y), 
其 中 Tr,y€E R,ry(r+ y) 关 0. 
提示 : 数 对 hp: = 2,7 = 3 与 二 2,n = 5 满足 所 说 的 条 件 . 
(第 11 届 美国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[ 解 j 设 数 对 (mr 六) 满足 这,nm(Cm+n) 尖 0, 日 
fn rv fr vf ry), ry E R,ry(r + y) 关 0. 
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上 
其 中 f(x,y) = D+, €E Zk#A0. © 
首先 , 当 & = 工时 ,有 
fi(x,y)0,rx,y ER. 
其 次 ,对 & 的 其 他 不 同 取 值 范围 ,给 出 三 个 极限 公式 .如 果 & < 0, 则 对 
男 定 的 = wo 关 0, 有 


limx* = lim(x + yo)” = 0. 


六 


从 而 lim f(x ,yo) = 一 2 
如 果 有 € N 是 偶数 , 则 : 





从 而 lim 一 到 
最 后 ,如 果 &E N 是 奇数 ,日 & 关 1, 则 


1 A ，， 
大 (3) = To Cy ， 


从 而 lim i = 一 Yo 出 
下 面 证 明 除 提示 中 的 数 对 (2,3) 与 (2,5) 外 ,只 有 (- 1,3) 满足 题 中 条 
” 件 . 分 几 种 情形 讨论 
(1)m,n € N 都 是 偶数 , 则 由 式 @ 及 f 所 满足 的 恒等式 ,可 得 


2 ， furn (Tr, yo0) 
= lm z 
712 十 天 op XT 
， 万 (zy3y0) 。 f(x, yo) 
= lim > lim Te 
oo Tx 下 一 DO 
_4 
mn 
由 此 得 到 一 = 2 
2 4 
11 1 
即 (= 
从 而 2 
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所 以 mm = n = 4, 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 
4、2 8 
DD = 42 - 理 z 茹 -2 
= fe(l,1) 
= fara(1,1). 
(2)m,n EN 都 是 奇数 , 则 由 式 @ 及 f 所 满足 的 恒等式 , 当 p,m 
关 1 时， 
futn(X, yo) 本 (xX,y0) zy0) 


小- a0 rr + 1 00 zz 十 和 
1 f(r, yo) f(x, y0) 
一 lim 了 x"l rl = 0. 


因为 fi(x,y) 寺 0, 所 以 上 式 对 mm = n = 1 也 成 立 , 介 m+nEN 是 
偶数 ,所 以 由 式 @， 
lim fmtn(T,y0) 一 “< 0 


reo0 XT m+n 
站 盾 . 
(3)m,n € N 有 一 个 是 偶数 ( 记 为 p) 而 男 一 个 是 奇数 ( 记 为 g). 
如 果 g = 1, 则 (1,1) = 0, 且 由 题 中 的 恒等式 
fora(1,1) = 2 - =0 
从 而 2-244 =0, 但 户 +dg > 1, 所 以 不 可 能 ,于 是 gq > 1, 因 此 由 式 @ 
与 @ 得 到 





1 万 (zyo) 太 (zy0) | pr, >0) |， ,A yo) 


to0 re+o-l oo Th In rl 
__ 20 
p 
因为 p + 9 是 奇数 ,所 以 由 式 由 
lim fp+o (xz， y0) _ 
pe xP+q- | yo， 
从 而 p = 2. 由 恒等式 得 到 
3(2 一 22) 2 _22+3 





= f2(1,1)f(1,1) = f21,(1,1) = 2 
从 而 3(2 + g)(2— 2) = 9(2 -2231)， 
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各党 





让 


即 3+g = (6— gqg)2"™, 

因此 ,g < 6. 因 为 gq 是 奇数 ,是 9g > 1, 所 以 g € 13,51, 这 就 是 提示 中 所 

说 的 情形 .容易 验证 , 数 对 (2,3) 与 (2,5) 确实 满足 题 中 要 求 . 
(4)7<0 且 ?EN 是 偶数 .因为 > +n, 所 以 不 论 芭 +n 的 

符号 和 奇偶 性 如 何 ,都 有 

i ftn( xr, yo) _ 





mo 0, 
男 一 方面 ,由 式 名 与 名 ,有 
lim fxs y0) f(x Yo) = tim f(x, yo) lim hx) 
lim < tim lim 
_ 2W% 
nn 


(5)m >0, 且 < N 是 奇数 .如 果 n = 1, 则 了.,(1,1) = 0, 由 人 恒 等 
式 与 式 @ 得 到 


| 2 十 (一 1 MnDmtn 
funnl1,1) = 2 
7 十 天 


但 这 是 不 可 能 的 , 因 m+ n < 0, 因 此 nn 关 1. 于 是 ,一 方面 ,由 式 回 与 
中 得 到 


， f(r,y0) f(r, yo) 
lm 一 一 一 一 一 一 一 一 





oo rl 
xyo) — wi 
= lim f(x, ye) lim ARALD = 一 一 天 0. 
eo 一 x 2 
男 一 方面 ,因为 m+n 达 nn, 且 nn--1€N 是 偶数 ,所 以 由 @ 及 式 @ 得 
到 | 
[; Cryy0) J MANOR 1 时 ， 
tm 一 一 一 一 一 一 二 
tm zr"! | , 当 mm+n 二 nn 一 1 时 . 
n—! 
y+! 2 
由 此 可 多 ,+ = 7 一 上 且 一 一 一 = 一 一 一 . 
. y 7 —1 


BD ,1 =-1 且 1= 一 <, 妈 二 一 1] 且 nn = 3. 由 于 


x +y!—(rt+ y)! z+-(r+ y)’ 


fii(x,y) fx,y) = 一 
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yzr+y+YZ+y -xy 二 3z2y — 3ry 
加 — ry(x + y) 3 
二 x 十 y 十 XYy 
z+y+(rt+y) 
2 
= f(x,y) = fin(r,y). 
所 以 (- 1,3) 满足 题 中 条 件 . 
(6)m,n < 0, 则 由 式 人 ,有 


nt 





lim f(x ,yo0) f(r,y0) = 








nn 
与 
H+ 

lim f+n( X,Y0) = . 

I pitn 
因为 pn > 0,m+ n>>0, 所 以 

全 ww 
N71 2 二 +n ” 


从 而 f(x,y)f(x,y) 关 frn(Xx,y) 矛盾 . 
于 是 ,所 有 满足 条 件 的 数 对 (n,n) 是 (2,3),(2,5) 和 (一 1,3). 
6. 131 设 $S 是 所 有 整数 对 的 集合 的 子 集 ,如 果 函 数 f:S->S 可 
逆 并 且 对 任意 (n,m) € 5S， 
fonsm) Enom1,m),(n+1,m), (11 ,11 _1) (n,n+1)!, 
则 函数 f(n,m) 称 为 万 有 的 .证 明 : 如 果 至 少 存在 一 个 万 有 图 数 , 则 存 
在 万 有 函数 f(7n, 1), 它 满足 恒等式 
flfinsn)) n,m),(n,m) ES. 
(奥地利 -波兰 数学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 点 (n,m) € S 依 其 和 数 n + m 为 偶数 或 为 奇数 而 分 别称 
为 偶 点 或 奇 点 . 设 万 有 请 数 g(71,m) 存在, 则 其 反 尔 数 g (n,m) 也 是 
万 有 的 .定义 函数 f(n,m) 如 下 ;: 当 (n,m) E S 时， 
pm) = g(n,7) ,如果 (n ,nm) 是 偶 点 ， 
l g (7 1) ,如 果 (n,m) 是 奇 点 . 
这 就 证 明了 恒等式 | 
fflnsm)) n,m),(n,m) ES. 
由 此 即 知 ,图 数 f(n ,pi) 是 可 逆 的 .为 了 验证 肾 数 是 万 有 的 ,只 需 注 意 ， 
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东 凶 


后 > 和 





印 数 g(n,m) 与 gr1(02 ,22) 都 是 万 有 的 . 

6. 132 ”证明 ;f/f(n) = 1 到 是 惟一 的 定义 在 整数 集 上 且 满 足下 
述 条 件 的 整 值 函 数 : 

(1) 对 一 切 整 数 ,ff(f(n)) = 7 

(2) 对 一 切 整 数 ,ff(f(n +2)+2)= nn; 

(3)f(0) = 1. 


锅 站 为 


(第 S3 届 普 特 南 数学 竞赛 ,1993 年 ) 
[证 ] 阁 f(n)=1--n, 则 
FFn))= fl -nn)=1-(1-n)= 
因此 (1) 成 立 .又 有 
flf(n+2)+2)= -7 一 下 +2)= f(l-n)= nn, 
因此 (2) 成 立 . 又 有 
f(0)=1-0=1, 
因此 (3) 成 立 . 
故 f(n) = 1 一 满足 题目 中 的 三 个 条 件 . 
反 过 来 ,各 函数 f(x) 满足 题目 中 的 三 个 条 件 ， 则 由 (2) 得 
flf(fln+2)+2)) = f(n), 
册 由 (1 得 
za+2)+2= f(n), 
fln+2)= Fn) -2. 
由 上 式 可 得 , 当 ”是 偶数 时 ， 
fln) = f(0)—-n=1-n; 
当 ?2 是 奇数 时 ， 
fln)= fF1)-—- nn-1)=(1-1)-(n-1)=1-n. 
因此 ,对 于 任意 整数 ,都 有 
: fl(n)=1-n. 
6. 133” 设 No 表示 非 负 整 数 的 集合 . 求 一 个 从 No 到 No 的 双 身 
了 ,使 得 对 所 有 m,n € No, 均 有 
fl3mn + mt+n)= 4f(m)f(n)+ fm) + f(n). 
(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 设 a<az<as<… 为 所 有 3&+1 型 的 素数 ,5 <5, < 
b3 < … 为 所 有 3k + 2 型 的 素数 ,cl < cz < c3 < 之 … 为 所 有 4k+1 型 
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的 素数 .di < 心 < d; < … 为 所 有 4& + 3 型 的 素数 . 
我 们 定义 f; No 一 No 如 下 : 
F0) = 0, 当 nn > 0 时 , 设 3n + 1 的 标准 分 解 式 为 
aa93 a 。 的 bh Bh， 
其 中 记过 说 < < < ja,a, >0,8,…,8, > 
0, 且 Bl +… + pb 为 偶数 .定义 
CC2 O° di dpdy -1 
fln) = 一 一 一 一 一 一 一 一 
下 面 证 明 f 满足 题 中 的 条 件 、 
事实 上 ,由 于 C; ,Ci,,…,C; 为 44 + 1 型 素数 ,dj ,dj,,…,d; 为 


4& + 3 型 素数 , 且 B +…+ 有 为 偶数 , 则 Ca Ca Cir * Cd 为 


4&+ 1 型 的 正 整 数 ,因此 
f(n) E No. 
男 一 方面 ,对 任何 正 整 数 wi. 设 4m + 1 的 标准 分 解 式 为 
Ct Ce CF » di dp dy, 
则 存在 惟一 的 正 整数 
a a ah 。 bh E bh: -1 
二 OQ， 
使 得 
fn) = m. 
因此 ,了 为 双 射 . 
对 于 任意 r,n EE Ng, 车 汶 ,7 中 至 少 有 一 个 为 零 , 则 显然 满足 
fl3pnt+ mtn)= 4fCm) fn) + flm) + fln). 
若 1 ,7 都 是 正 整数 . 设 
3m+1= Qi af ， bh， 
3n + 1 = an'ah * ba br. 


(3727 十 7 十 天 ) 二 /St D1) 
| Cie OF “di df 。 Cia Ch 。 一 
4 
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Ch Or 里 cd 一 上 CA » dd —1] 
G1). 4 -一 +1 一 】 
4 

加 4 


_ [4fCm) + 1J[4f(n) + 1] 
4 


六 


= 4f(n)f(n) + fm) + fln). 
故 了 符合 题 中 的 条 件 , 即 为 所 求 . 
6.134 设 S= 10,1,2,3,…| 是 所 有 非 负 整数 的 集合 . 找 出 所 有 
在 S 上 定义 . 取 值 于 S 中 的 满足 下 面条 件 的 函数 了: 
fim+ fn)) = fflm)) + fln) 
对 所 有 meEsSs 成 立 . 
(第 37 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 设 f:S 一 S 满足 
famt+t fn)) = ff(m)) + fln) | OD 
对 所 有 m,n ES 成立. 
取 m = n= 0, 得 f(f(0)) = f(f(0)) + f(0), 从 而 有 
f(0) = 0. 
在 也 中 取 w= 0, 得 
Af(n)) = f(n) (对 任 n € S 成 立 ). 
于 是 QD 式 化 为 
flmt+ f(n)) = flm)+ fl(n) 
对 所 有 mm ,ES 成 立 . 
记 f 的 值 域 为 丁 , 即 
T= {f(xn)}lneE Si. 
显然 ,如 果 某 个 n€ S, 使 f(n) = 1n, 则 n ET 
反之 , 对 于 本 中 的 任何 数 n, 由 n € 本 可 知 ,存在 &E€ S, 使 
n = f(k). 
于 是 ,我们 有 
Fa) = ff(R)) = f(k)= 41. 
因此 f 的 值 域 本 也 就 是 了 的 全 体 不 动 点 组 成 的 集合 . 
首先, 对 于 荆 中 任意 两 个 数 ( 可 以 相同 ) ,它们 的 和 仍 在 工 中 .事实 
上 , 若 mnET, 则 zz) = mm,f(n) = n. 于 是 
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fimt+n)= fmt fn)) = fm) + fl(n)=m+tn, 
B+n€ET. 
其 次 , 当 两 个 数 一 个 在 工 中 , 另 一 个 不 在 工 中 时 ,这 两 个 数 的 和 必 
定 不 在 工 中 .事实 上 ,车 mm 所,n € 本 , 则 
fm+n)= flm+ f(n)) 
= fl(m)+ f(n)= f(m)+n 
m+n, 
所 以 nn 多 工 . 
第 一 种 情况 :如 果 了 = 101. 显 然 , 由 于 f 的 值 域 只 有 一 个 数 0, 故 
f(n) = 0, 对 任 n€5, 
即 f(n) 三 0. 
第 二 种 情况 ;如果 1 € .由 于 研 对 加 法 封闭 , 即 人 中 任意 两 个 数 
之 和 在 丁 中 ,可 见 
T= 5, 
即 S 中 每 一 个 数 都 是 了 的 不 动 点 .这 时 
f(n) = ,对 任 n€ 9S， 
即 是“ 恒 等 ”函数 . 
”第 三 种 情况 :在 上 述 两 种 情况 之 外 , 则 工 中 有 自然 数 ,但 1 工 . 记 
T 中 最 小 自然 数 为 no(no 之 2). 
由 于 no € TT, 且 全 对 加 法 封闭 ,因此 
Kno € T, 对 任 K ES. 
又 由 于 no 是 丁 中 最 小 自然 数 ,1,2,… ,no - 1 都 不 在 工 中 ,因此 , 若 
n= Kno+r€ESHI<<r 芭 no-1, 
则 7 入 了. 
故此 时 了 中 都 是 mo 的 倍数 .于 是 存在 alyaz，…aw -1E S( 可 以 
有 相同 的 数 ) ,使 
f(1) = 一 dlno, f(2) = 一 C2H0， …， 70 — 1) = Qn 170. 
这 时 ,对 任何 ”= Kno+ rES, 有 
fln) = flr+ Kno) = flr+ FOKn0)) = f(r) + f(Kno) 
= ano+ Knoe (i ao0 = 0). 
以 上 证 明了 满足 条 件 的 函数 f 只 可 能 具有 以 下 三 种 形式 ; 
第 一 种 : f(n) = 0, 对 任 ， GE S. 
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第 二 种 : f(n) = nn, 对 任 nE€ S. 
第 三 种 : 任 取 自 然 数 no 2, 再 任 取 $ 中 0 一 1 个 数 al ,az，…， 
an -1 并 令 a0 = 二 0, 若 n= Kro+r( 其 中 天 ES,0 迄 rr< 委 70 一 1)， 


则 fl(n) 一 ano 十 Kno. 
下 面 验证 ,具有 上 述 三 种 形式 的 函数 都 满足 题 设 的 条 件 . 
显然 ,具有 第 一 种 和 第 二 种 形式 的 函数 满足 条 件 QD. 
对 于 第 三 种 形式 的 也 数 f, 它 的 值 域 
T= IKno| KESI 
并 且 对 于 任何 m,n € S, 设 = Kno + x, 其 中 0 才 r 之 nn0-1， 
K € 5S, 再 设 f(n) = Kino, 于 是 我 们 有 
flmt+ fn)) = fl(KRKnot+ r+ Kino) 
= f((K+ Ki)not+r) 
= anot+ (K+ Ki)no, 
ff mm) + fln)= ff (Kno + r))+ Kino 
= f(anot+ Kno)+ Kino 
= ano + Kng+ Kino 
= ang+ (K+ Ki)no, 
所 以 fl(m+ f(n)) = f(f(m)) + fln), 
即 Q 式 对 任何 m,n € S 都 成 立 . 
综 上 所 述 ,以 上 三 种 形式 的 函数 就 是 本 题 所 求 的 全 部 函数 . 
6. 135 设 和 N 是 全 部 正 整 数 的 集合 ,f 是 从 N 到 N 本 身 的 函数 ， 
且 对 于 六 中 的 任何 ; 和 :, 篆 满足 
fl(2°f(s)) = s(f(1)). 
试 在 所 有 的 函数 f 中 ,确定 f(1998) 可 能 达到 的 最 小 值 . 
(第 39 届 国际 数学 奥林匹克 ,1998 年 ) 
[ 解 ] 设 了 满足 题目 的 条 件 , 则 


3 


fl22f (5)) = s(f(1)). 中 
令 +1= 1, 得 

ff(5)) = s(f(1)). © 
令 s = 1, 代 入 @@ 得 


FL2(CFCD) = Cf(1))?, 加 
记 /(1) = 天 ,将 @ 和 加 化 为 
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f(f(s)) = Ks, 

f(Ke) = (f(1))°. 
邻 ; = 1, 代 入 也 得 

fF(K)= 下. 
令 = f(K) 代 入 只得 

f(2KRS) = 天 FL) 
另 一 方面 ,由 @ 式 得 

FORK3) = f(K(K1)) = (f(Kt))’, 
比较 以 上 两 式 ,我们 有 

(f(K1))* = K’*(f(1)), 

f(Kt) = Kf(i) © 
将 代入 名 

Kf(1°) = (f(71))° 
在 上 式 中 将 t 用 己 , +,…,t2” 代替 ,分 别 得 

Kf(11) = (f(1°)), 

Kf(1) = (f(11)), 


© © 


KfC2122 ) = (FF ))2， 
将 这 列 式 子 的 第 一 个 平方 并 与 第 二 个 比较 得 
KS3f(t)+ = (Fr))4， 
再 平方 ,并 与 这 列 式 子 的 第 三 个 比较 得 
K’ f(t) = (f(7))s, 
依次 类 推 ,最 后 可 得 
K? -LFC2 )= (f(1))?. @ 
这 里 六 是 任 一 正 整 数 . 
取 K 的 任 一 素 因子 p, 设 pK,p 上 了 (7). 
由 名 得 





a(2™” ~ 1) < 委 8.2m， 
即 B -> 2P 一 1 
a PAL 
两 边 取 极限 ,得 
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六 


之 lm 和 二 1 = 1， 
oo Dm | 
即 8 之 w. 
由 上 式 及 p 的 任意 性 可 知 
K | f(z) 
于 是 设 


g(t) = £2 


显然 ,g(t) 也 是 从 NN 到 NN 的 函数 . 
由 及 g(1) 的 定义 知 
f(t1°f(s)) = f(1* . Kg(s)) 
= Kf(t*g(s)) = K?g(1?g(s)), 
s(f(1))* = Ks(g(t)), 
再 由 Q 及 以 上 两 式 得 
g(t*g(s)) = s (g(t)). 
这 表明 ,g 也 是 一 个 满足 题目 条 件 的 函数 , 旦 g(1) = 1. 于 是 ,前 面 
关于 函数 f 的 结果 对 g 都 适用 ,只 需 注 意 此 时 K = g(1) = 1. 
由 志和 包 得 


g(g(5)) = s,， @) 

g(t*) = (g(t)). 四 
在 @ 中 ,用 g(s) 代替 ;, 有 

g(1’s) = g(s)(g(1)). OD 


应 用 0 和 人 名 ,可 知 :对 于 任意 的 a,6 € N， 
(g(ab))* = g(a’b’) 
= g(a’). (g(b))* = (g(a))*. (g(6)), 
即 g(ab) = g(a). g(6). z 也 
由 @ 可 知 ,g 是 单 射 . 特 别 地 ,对 所 有 的 < 关 1, 都 有 g(a) 尖 1. 
由 可 知 ,a 是 合 数 时 ,g(a) 必 是 合 数 . 
又 由 g(g(p)) = p 可 知 ,如 果 p 是 素数 ,那么 g(p) 一 定 是 素数 . 
因为 1998 = 2 x 33 x 37, 所 以 
f(1998) = Kg(1998) = K . g(2) .(g(3))3 .g(37) 
> (2 .3.5). K = 120K > 120. 
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另 一 方面 , 作 函 数 f 如 下 : 
f(1)= 1, 
f(2) = 3， 
f(3) = 2， 
f(5) = 37， 
f(37) = 5, 
f(p) = p (p 是 其 他 素数 时 )， 
| fn) = (FiD)) (fp2)) 2 fp))®, 
其 中 4 的 标准 分 解 式 为 n = ph! :p>… pr. 
在 上 述 定义 下 ,容易 验证 这 样 的 了 符合 题目 的 条 件 , 且 有 
f(1998) = 120. 
综 上 所 述 , (1998) 的 最 小 值 为 120. 


6.136 设 N 是 自然 数 的 集合 . 设 f:N -> N 适合 条 件 : 


f(1) = 1, 且 对 任意 自然 数 ”都 有 
3f(n)f(2n +1) = f(2n)(1 + 3f(n)), 
fl(2n) < 6f(n). 
试 求 方程 
f(k) + f(1) = 293,k<1 
的 所 有 人 解 . 
(中 国 中 学 生 数学 冬令 营 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 由 条 件 可 知 , 对 一 切 2 GE N, 有 
1 3f0)( F022n + 1)- f(2n)) = fl2n) < 6f(n). 


由 
因此 
1 < f(2n +1)- f(2n) < 2， 
fl2n +.1) = f(2n) + 上 1. OO 
将 @ 代 入 @ 得 到 
f(2n) = 3f(n). 3) 


利用 @ 和 四 ,通过 数学 归纳 法 可 以 证 明 

2 十 25 十 十 284) 二 3 二 35 十 十 3 
这 里 的 非 负 整数 1,n,,…,n, 适合 

0 二 ns < 好 ?> < 所 7、 
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条 泪 方 


记 k = 20 +252 十 二 24， 
! 三 2 十 2 十 十 200， 
其 中 之 nn 之 之 mn. 
当天 < [人 时 ,显然 有 f(k) < f(7) .注意 到 
293=3+3+2x3+3+2x3, 
而 其 中 的 3” = 243 必然 是 f(7) 的 一 个 加 项 ,3 和 39 必然 是 f() 和 
f(7) 中 每 一 个 的 加 项 ,只 有 33 和 3 不 确定 .因此 ,ff(k) 和 AZ) 只 有 以 
下 4 种 情况 : 
f(k) = 32 + 30， 
FI)=3+33+32+3+30; 
1 = 33+32+30， 
FJ) =3+3+3+30; 
i = 32+3+.39, 
f(1)=P+3+3 1+; 
FRR) =33+32+3+30， 
FI) = 3+3+3. 
相应 地 ,我 们 得 到 所 给 方程 的 全 部 解 : 
| = 22+24 = 5， 
=2"+23+22+2+1= 47; 
k=23+2+2 = 13， 
| =23+2 +2+2 = 39; 
k=2+2+2=7, 
|, =2+23+2+2 = 45; 
| =2+2+2+2 = 15, 
{= 2 +2+20 = 37. 
6. 137 ”给 定 正 整数 集合 上 的 一 个 函数 f(xn), 满 足下 述 条 件 : 
fn) = nC 12, 当 nn > 2000 时; 
fln) = f(fln + 16), 当 2000 时 . 
(1) 求 f(n). 
(2) 求 方 程 f(n) = 2 的 所 有 解 . 
(中 国 香 港 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
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[ 解 ] (1) 由 已 知 ， 
f(2000) = f(f(2016)) = f(2004) = 1992, 
f(1999) = f(f{2015)) = f(2003) = 1991, 
f(1998) = f(f(2014)) = f(2002) = 1990, 
f(1997) = f(f(2013)) = f(2001) = 1989, 
f(1996) = f(f(2012)) = f(2000) = 1992， 
f(1995) = f(f(2011)) = f(1999) = 1991， 
f(1994) = f(f(2010)) = Ff(1998) = 1990, 
f\1993) = f(f(2009)) = f(1997) = 1989， 
f(1992) = f(f(2008)) = f(1996) = 1992， 
f(1991) = f(f(2007)) = f(1995) = 1991, 
f(1990) = f(f(2006)) = f(1994) = 1990, 
f(1989) = f(f(2005)) = f(1993) = 1989, 
f(1988) = f(f(2004)) = f(1992) = 1992, 
f(1987) = f(f(2003)) = f(1991) = 1991, 
f/f(1986) = f(f(2002)) = f(1990) = 1990, 
f(1985) = f(f(2001)) = f(1989) = 1989, 
f(\1984) = f(f(2000)) = f(1992) = 1992, 
f(1983) = f(f(1999)) = f(1991) = 1991, 
f(1982) = f(f(1998)) = f(1990) = 1990， 
f\1981) = f£(f(1997)) = f(1989) = 1989. 
于 是 ,我 们 猜想 :对 非 负 整 数 过 499, wz € 10,1,2,3}, 有 
f(2000— 4k— m) = 1992 - m. 
下 面 用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 猜想 成 立 . 
当天 = 0,1,2,3 时 ,对 于 任意 的 m € 10,1,2,3| ,我 们 已 经 验证 猜 
想 成 立 . 
设 当 上 忒 1 (1 守 3) 时 ,猜想 成 立 ， 
则 当 记 =+1+1 时 ， 
1 [2000 ~ 4(1+1)—-m]+16 
= 2000 — 4{(1 -3)—m 
<< 2000， 
因此 ,由 已 知 条 件 和 归纳 假设 ,有 
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f(2000 =— 4(t +1)—m)= f(f(2000— 4(t -3)— m)) 


= f(1992— 和) 
代 = f(2000 -4.2—m) 
g = 1992 一 mn. 
所 以 ,猜想 对 于 任意 非 负 整 数 志 499 和 xm € 10,1,2,3| 都 成 立 . 从 而 


有 
jn 一 12, 当 n> 2000 时 ; 
A2) = |jg92 一 坟 , 当 = 2000 4K 一 才 时. 
这 里 KK 是 非 负 整数 ,mm € 10,1,2,31, 生 kK 志 499. 
(2) 若 Fa) = 27, 则 必 有 2 所 2000. 


设 jn = 2000 一 4& mm， 
则 有 
1992 — m = 2000~ 4k—m, 
因此 
k=2, 
从 而 


n= 1992— m,m € 10,1,2,3}, 
所 以 满足 f(n) = n 的 全 部 EE 整数 是 1992,1991,1990,1989. 
6.138 S 是 所 有 非 负 整数 的 集合 . 求 所 有 子 数 f:S 一 S， 
g:S— S$S,h:S 一 S 满足 下 述 两 个 条 件 : 
(1) 对 任何 mw,n € S,f(m+n)= g(m)+h(n)+2mn. 
(2)g(1) = h(1)= 1. 
(韩国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 在 条 件 (1) 中 , 令 n = 0, 有 
fl(m) = g(m) + h(0), 
即 
g(m) = fl(m)— h(0). 人 
在 条 件 (1) 中 , 令 = 0, 有 
fl(n) = g(0) + h(n), 
即 
h(n) = f(n)— g(0). ©@) 
在 条 件 (1) 中 , 令 mw = n = 0, 有 
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f(0) = g(0) + 4(0). 四 
将 中.@ .四 代入 人 条件 (1) 中 ,得 
fimt+n)= flm) + fn) + 2mn ~ f(0). 
(题目 中 含 3 个 函数 的 方程 ,现在 已 被 我 们 化 为 只 含 一 个 函数 的 方 
程 了 ). 
在 上 式 中 , 令 关 = 1, 得 
fint+1)= f(rn)+2n+ (fF(1) — f(0)). 
在 上 式 中 ,依次 用 一 1,n 一 2,…,0 来 代替 式 中 的 ,分别 得 个 等 式 : 
fln) = fln -m1)+2(n om-1)+ CfF(1) — fF(0)), 
fin-1)= f(n-2)+2(n -2)+ (f/f(1) - f(0)), 


这 


f2) = f(1) +2.1+ (f(1) - f(0)), . 
f(1) = f(0)+2.0+ (fF(1) — f(0)). 
将 这 n 个 等 式 相 加 ,得 由 


fln) = f(0)+2°. [1+2++ (xo1)) +n(f(1) ~ f(0)), 
即 





f(n) = n(n -1)+ nf(1)— (nC— 1)fF(0). (4) 
在 @@ 式 中 , 令 m = 1, 有 
g(1) = f(1) — 4(0). 
在 人 @ 式 中 , 令 n = 1, 有 
A(1) = f(1) - g(0). 
利用 条 件 (2) ,将 以 上 两 式 化 为 
AD = h(0)+1= g(0)+1. 


于 是 
h(0) = g(0). 
今 
h(0) = g(0) = a(a 为 非 负 整数 )， 
代入 人 名 得 
f{(0) = 2a， 
且 有 


f(1) = h(0)+1=atl, 
将 以 上 两 式 代入 @ 得 
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a 


fln)= n(n-1)+n(a+1)-(n-1).:2a, 
即 

f(n)=n:— ant+2a. 
将 上 式 代 入 中 .四 分 别 得 

g(n) = n:—an+i+a 
和 

h(n)= 7 一 az 十 Q. 


下 面 我 们 来 讨论 a 的 取 值 范围 . 


显然 , 当 x 是 非 负 整数 时 , 如 果 g(x) 是 非 负 整数 ,那么 f(x)， 


g(n),h(n) 都 是 非 负 整 数 .因此 ,只 需 对 g(n) 展开 讨论 . 
如 果 a = 2k(k 是 非 负 整数 ) ,那么 
g(n) = n: ~ 2kn +2k = (n— kk) — k++ 2k, 
因此 ,g(n) 的 最 小 值 为 
g(k) =— k* +2k, 


由 题 意 

SR) 之 0， 
所 以 

k= 0,1,2, 
从 而 

a = 0,2,4. 


如 果 a = 2k + 1(k 是 非 负 整数 ) ,那么 
g(n) = n ~— (2k+ 1)n + (2k+1) 


2 有 十 1 
= (人 -CT+ TD2+ (2k+1) 


2 
注意 到 ”是 非 负 整数 ,因此 g(?2) 的 最 小 值 为 
g(k)= g(k+1)=—-k*+k+l 
由 题 意 
SA 之 0， 
即 


3 1 5 
ag(k)=—-k +k+1=-— 一 + 了 之 0， 


所 以 
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k = 0,1. 
从 而 : 
a= 1,3. 
反 过 来 , 当 a € 10,1,2,3,4| 时 ,经 检验 可 知 ,函数 
f(n)= nan+2a, 
g(n)= h(n)=n -anta, 
符合 题目 的 所 有 条 件 . 
因此 ,本 题 所 求 的 全 部 解 是 
fl(n) = n*— an+2a, 
g(n)= h(n) = 1 一 an t+ a, 
其 中 aeE 10,1,2,3,4|. 
6. 139 求 一 个 函数 Am 2) ,满足 下 述 条 件 ;: 对 每 对 非 负 整数 
m,n, 
(1)2f(m,n)=2+ fF(m+i,n-1)+f(m~i1,n+1), 
(m 之 1,n 之 1); 
(2)f(m,0) = f(0,n) = 0. 
(韩国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 (1) 
fimn)~ fl(m—-1,nt+1) 
= f(m+1,n -1)- f(m,n)+2, 
在 上 式 中 ,用 m 一 上 ,n+ 上 &( 非 负 整 数 衣 二 mm) 分 别 代替 m,n ,得 
fim—-knt+k)- fm—-k-1l,n+k+1) 
= f(m-k+l,ntk- -1)- fm—-k,n+k)+2, 
在 上 式 中 依次 令 = 0,1,2,…,m 一 1, 得 mi 个 等 式 , 再 把 这 xx 个 等 式 
相 加 ,得 | 


Df mbth) fm- klntk+l)| 


= Ym k+l n+k-1)- fm-k, n +k)+2}, 


KkK=0 


利用 (2)， 并 化 简 , 有 
Fm,n)= flmt+l,n-1)- fll,n+m—-1)+2m, 
即 ; 
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filmt+1,n m1)- fr,n)= fllsnt mn -1)~2m, Q) 
在 上 式 中 ,我 们 用 mm + 有,n 一 ( 非 负 整 数 & 过 n) 分 别 代替 m,n ,有 
film+k+i,n-k-1)- f/f(m+k,n—k) 
= fl(l,n+m—1)—2(m+&k), 
在 上 式 中 依次 令 = 0,1,2,…,n 一 1, 得 到 个 等 式 , 再 把 这 个 等 式 
相 加 ,得 


n—] . 
> ,FFCm 二 下 十 二 — ko-1)- fl(m+k,n—k)| 


= nf(l,n+m—1)-— 2 Ym + 上)， 
利用 (2), 并 化 简 , 有 


—- flm,n) = nf(l,n+m—1) ~-2nn-— n(n — 1), 
即 

fm,n) = (m+no-1)n -nfl(l,nti+m— 1). © 
在 式 中 ,我 们 再 用 mx 一 ,n+ k&( 非 负 整 数 衣 二 1m) 分 别 代 震 m,n， 
有 

flm—k+l,nt+k- -1)— flm~—-k,n+t+k) 

= fl(l,n+m~1)—2(m—&), 

在 上 式 中 ,依次 令 = 1,2,…,m ,得 到 个 等 式 , 再 把 这 些 等 式 相 加 ， 
有 . 


> 7(m “k+l1l,n+kC— 1)— flm—k,n+k)| 
K=1 


= mf(l,n+m—-1)-2) (mk), 
利用 (2) ,并 化 简 , 得 

fm,n) = mfl(lsn+ mm-1)-m(m— 1) 人) 
四 .m+ (9 .nn, 得 | 

(m+ nf(m,n) = mn(m+n), 

因此 当 x ,nn 不 全 为 零 时 ,我 们 有 

fim,n) = mn 
由 (2) 可 知 , 上 式 对 m = 0 且 nn = 0 也 成 立 . 

经 检验 ,函数 f(m,n) = mn 确实 满足 题目 中 的 所 有 条 件 . 
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因此 ,所 求 清 数 为 f(p1,n) = pin. 
第 5 节 有 理 数 集 上 的 函数 方程 


6. 140 求 所 有 满足 f(1) = 2 与 
fr) 三 fT)fFOy) Frz+y)+lzrycEQ 的 国 数 太 Q 一 
Q(Q 为 有 理 数 集 ). 
(卢森堡 国际 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 在 原 恒 等 式 中 令 y = 1, 便 得 到 恒等式 
f(z) f(rt+1l)+1l,r€ERQ. 
Bl f(rt+1) f(r)+1. 
从 而 ,对 所 有 x E Q,n E22, 有 f(x+n)= f(x)+n. 
因此 . 
fen)= f(1)+n-l=n+l. 


其 次 ,在 原 恒等式 中 取 x = 工 ,，-= nn,x E Z 得 到 


7 
n 


A A A 


天 


从 而 2= /二 )orD-A( 工 )-w+l 
1 


n 





外 f( 二 )= 1 + 


天 


最 后 取 x = psy = pe Z,q € N, 得 到 
(pe) pA) Aprl)er 
由 此 得 到 (上)= (prD (+1)- 二 -pp 
-2£ + 1 


5 
于 是 ,只 有 隔 数 f(x) = x + 1 满足 题 中 所 有 条 件 . 

6.141 设 Q’ 是 全 体 正 有 理 数 所 成 的 集合 , 试 作 函 数 
f:Q' 一 Q" ,使 得 对 任何 x+,y € Qr+ ,都 有 
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a 


f(zxf(y)) = f(x)/y. 
(第 31 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


[ 解 ] 设 了 满足 
flzxfly ) = Lz ,yE Q'. OD 
车 yj,yz € Q' ,使 得 Fw) = f(y2), 则 由 加 得 
LD fer)) = fzf(y)) = LH, 
yl 2 


因为 Az) 天 0, 所 以 = 2 可 见 大 是 Q 一 Q 的 单 射 . 
在 山中 令 z = y= 1, 得 f(A(1)) = f(1). 因 为 了 为 单 射 ,所 以 


f(1)=1. 
于 是 ,对 任何 y € Q* ,我 们 由 四 可 得 
For) = D1 ©@ 
yy yy 
/一 ) = Ff))), 
> 
由 加 得 
. 1 
fA) = 3 
1 1 
因此 /( 二 )- 元 @) 








Bp f(xt) = Az) fli) @ 

反 过 来 ,容易 证 明 , 当 函数 f:Q!+-> Q! 满足 加 与 @ 时 ,ff 也 满足 
OD. 

设 P 是 全 体 素 数 所 成 的 集合 ,对 于 任 一 自然 数 ,P, 表示 从 小 到 大 
排列 的 第 & 个 素数 .我 们 定义 函数 g:P -> Q+ 如 下 : 
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| ,大 为 奇数 时 ; 
g( Pi) 全， 为 偶数 时 . 


k-l 
利用 函数 g ,定义 函数 f: Q'-> Q? 如 下 :车 x = pip… pr, 其 中 必 是 
整数 ,; = 1,2,…,s, 则 定义 : 
f(x) = (g(p))™: (g(p2))2(g(p))®. ® 

下 面 我 们 来 证 明 上 面 定义 的 f(x ) ,符合 本 题 的 要 求 . 

事实 上 ,由 于 a 可 以 为 正 整数 . 负 整 数 或 零 ,因此 回 式 对 所 有 x E 
Q' 都 有 意义 . 

显然 @ 式 定义 的 f(z) 满足 图 式 . 

注意 到 ,根据 f,g 的 定义 可 得 


flg(p1)) = g(g(p)) = (k= 12.), 
因此 (f(x)) = (gp))) (flg(p2))) 2 (flg(p,)))" 


-信人 


pil . p> a ps: 


所 以 加 式 定义 的 也 满足 加 式 . 
于 是 由 加 式 定义 的 了 必 满足 式 . 
6. 142 记 户 是 正 有 理 数 集合 , 令 f:p ->p 满足 
H(z)+ 几 一 )= 1，AG2z) = 27CA(z)),rE 户 试 求 函 数 J(z), 并 
说 明理 由 . 
(第 4 届 爱 尔 兰 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 令 xz = 1, 则 了 (1) +f( 地 )= 1. 
1 
1 
_ 四 1 
f(2) = 27(7(1)) = 27( 5 ) 


BM ff(1) = 
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/(2) 1/( 地 )= 1. 
所 以 3/()= 1 
从 而 得 /三 )= 语 ,2) = 二， 


又 Ab =2HH2)) =2/( 全 )， 
ca 

因此。 /f( 了 =- 亏 - 

(3)-w(As))= aa) 


于 是 由 A 


我 们 猜想 f(x) = 7 





经 检验 ,函数 /(x) = 一 人 
f(z) + f(=)=1 
和 (2z) = 2f(f(7)). 
因此 ,函数 /(z) = 一 -一 是 问题 的 一 个 解 
现在 ,我 们 来 证 明 满足 条 件 的 函数 是 惟一 的 . 
设 x = 为 一 正 有 理 数 ,其 中 p,g 是 正 整 数 , 征 (p,q) = 1. 


我 们 令 i:(x) = p +9, 显然 i:(x) 宇 2 并 且 
1:(x) = 2—>x =.1. 
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l 
fi) = 3—>7x = 本 或 2. 


Jp 


i:(x) = 4>x = 了 或 3 
1 3  、 
:1(Xx) = Sx = 本， 或 4. 





当 1(x) 过 3 时 ,我 们 已 经 证 得 ”f(x) = rE 


假设 当 1(x) 之 nn 时 ,我 人 有 f(x) = i 
当 1(x) = nn 时 ,分 以 下 几 种 情形 讨论 : 

情形 (1). p,q 为 奇数 且 p < 49. 

此 时 , 令 yy 一 - 己 , 则 

q-p 


i(y) pt(qg-p)=gq9g<p+g= t(7). 
于 是 ,由 归纳 假设 可 得 





__ +*  __z 
HW) Tp)ip qi 
由 于 o -pp 为 偶数 ,因此 . 
2p p 
2y = 一 和 =- 二 
>” gqg-p gq-p 
2 
. __2y 22 
HH fl2y) 2y 十 1 ~ p+qg 


又 由 f(2y) = 2f(f(y)) 得 
六 _,y{? 
让 

p 
| 

所 以 /(# )= pi+gqg 

即 flx ) = 一. 


1 
情形 (2). p,qg 全 为 奇数 有 9 <bp. 


由 (GD) 知 用 全 )= rt 


由 由 /7 
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nt 











4 2)=1- q___ZL 
/4 qtp 户 +9 
有 f(x) = -1 


这 样 ,p,g 都 为 奇数 时 ,格式 成 立 . 

情形 (3). p,g 之 一 为 偶数 . 
此 时 ,不 妨 设 户 为 偶数 , 记 pi = p,q1 = 9,Pi = 2222(4 为 一 个 正 整 数 ， 
Pp2 为 奇数 ), 则 


k-1 

(9- 洗 全 -ld 

dg qd Q 

又 因为 1(2* 15270 ) 二 2* 1py,+qg< 1(x), 
所 以 f(2* 1p2/q) = 2* 1 p2/(24" pa +.q). 
当 y= 2471p,A24-1ps + q) 时 ,从 为 p,g 互 素 ,所 以 24-1p,,24-1p， 
+ g 也 互 素 , 于 是 可 得 

1(y) = 2 1ps + (2 522 + q) 

= 2*p,+qg= pig-= 1. 

看 & > 1, 则 2*"1p, 也 为 偶数 ,重复 以 上 过 程 可 得 


/(2 ) = 2f(2° pa[(2 p2 + 9g)) 


一 22 f(2* 2 ps/((2*-! 二 24-2) p, 十 0) 


= 24f(p2/((2* — 1)p2 + q). 
Z = ps/((2* — 1)p; + 9), 则 
1(2Z) = p+ (2*—1)p,+g 
=2p2+q=p+tq=n. 
记 2Z= psy/q2, 其 中 gq, = (2* 一 1) p+ 9 为 偶数 
记 ”qz = 2‘g3, 其 中 /7 为 一 个 正 整数 ,q; 为 一 奇数 . 
对 gq,/p2 进行 同样 讨论 可 知 
f(2) =1- f(1/2) 
1 -2°f(g3/A((2° -1)93 + p2)) 
ps = (2 -1)93 + p2, 则 p; 为 偶数 , 且 
Pt gq3=29+p2= q+p=ptitg=n. 


心 


Hl 


心 
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对 W = gs/p3 作 同 样 的 讨论 . 
记 ”ps = 2"p4 可 知 
f(W)= 1- f(l1/W) 
= 1-2”f(pa/((2™ 一 1)ps + q3)) 
1 — 2”f( pa/q4). 
其 中 94 = (2” 一 1)p4s + 93 为 侦 数 ,日 1+(ps/q4) = pas+ gq4= nn. 
继续 这 一 过 程 可 得 一 序列 ;pi1/gqi,p2/g2,p3/93,p4a/g4, Ps/gs， 
i 其 中 p; + qj = n,Pi,P2,pP3,P4,Ps，……… 是 偶数 ,并 且 
pi = 2%1p2,q2 = 2%2g3,p3 = 2%3p4, 
gq4 = 2%4gs, ps = 2°spe, qe = 2607，p 
f(p1/q1) = 2°f( p27/q2), 
fl(p2/q2) = 1 -2% f(93/p3), 
f(gq3/p3) = 1 ~ 2%3f(p4/q4), 
六 po = 1 “2 fg/ps), 


Ll 


集合 |a/b 1 a， ) 为 正 整数 ， (a,5b5)= 1, 且 a+b6b= ni 为 有 限 集 ,而 
Pi1/91;p2A92,pP3A493，,"“ 是 无 限 的 ,因此 ,其 中 必 有 相同 的 项 , 即 存在 正 
整数 r,s(r < ;), 使 p,/q, = p,/g. 
不 妨 设 r 为 奇数 (+ 为 偶数 时 ,可 进行 类 似 讨论 ) ,我 们 令 
Wi = f(p;/9;) 可 得 
W, = 2%W,41 ; 
1 — Wr = 2% "(1 — W,,2), 
有 Ha = 2 Wr3), 
1 — Ws = 203( ~ Wa) ,ee 
因此 W, = 2*[2% Ws ~ (241 — 1)] 
= htkritk atk ra Wa 一 Dk tk sit (Dkr3 — 1) 一 2 和 (2 和 41 
— 1) 
= 24tht tk W. -LL, 
其 中 工 为 一 个 整数 . 
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关中 方 


因为 W, = 厂 ., 且 系数 2 天 1 所 以 , 风 的 表示 惟一 . 即 
盟 数 值 f( pr /qr) 惟一 确定 . 

又 因为 可 从 f( pr /qr) 开始 可 以 推出 f(p,_1/g,.1),f(p,_2/9,_2)， 
及 fpyrt/ grr) 故 序列 f( pj/q;) 是 惟一 确定 的 . 

从 而 问题 的 解 惟一 . 

因为 W; = p/p; + 9g; 是 一 个 解 ,并 且 又 是 惟一 解 . 所 以 f(p/g) = 
p/(p+g) 


故 问题 仅 有 惟一 解 f(x) = 一 一 


工 十 1 
6， 143 ” 设 函 数 f(z,y) 定义 在 所 有 有 理 数 对 的 集合 上 ,只 取 正 
值 并 且 满 足下 述 3 个 恒等式 
flxy,2) f(r,2) f(y, 2); 
f(z,ry) = f(z,r) f(z,y); 
f(x,l ~ Xx) = l,x,y, EQ. 
则 Arzz) sz 7)=1,f(r,y)f(y,7r)=1,r,y€E Q. 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 在 第 一 个 恒等式 中 取 x = y= 0 与 zx= y= 1, 则 得 到 f(0， 
z) 二 1 与 f(1,z) = 1. 其 次 , 取 x = y= -1, 则 得 到 
1 = fl1,2) = f(—-1,2)f(-1,2) = (f(- 1,x2)), | 
因此 ,A- 1,z) = 1. 同 理 ,由 第 二 个 恒等式 可 得 f(z,0) = f(z,1) = 
f(z, 一 1) = 1, 由 此 得 到 
f(0,0) = 1,f(0,2) f(z,0) = 1. 
下 面 证 明 , 恒 等 式 对 非 零 的 x 与 y 成 立 . 当 zx 关 0 时 有 1= f(1,x)= 


f(z,<)f( ,<), 





因此 (x,2) = l 
A 

其 次 ,我 们 得 到 
A 
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所 以 f(T ,x)= 1. 


! 9 
A 
flr;— x) = rz f(x,—1)=1. 
最 后 , 当 xz 关 0,y 关 0 时 ,有 : 
f(x,y) = zf 下 = /(E,y)= 几 半 ,yj 人 (三 汪 


和 
-人 
1 


fly,x) 
因此 f(x,y)f(y,7x)=1. 


第 6 节 实数 集 上 的 函数 方程 


6 . 144 ” 求 所 有 满足 
firty) fr)+ fy) +2ry,r,yER 





于 是 有 f(x,x) = 








《比利时 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[ 解 ] 在 题 中 的 恒等式 中 令 x = y = 0 得 到 f(0) = 2f(0), 即 
f(0) = 0. 对 任意 rE 尺 ,由 恒等式 
f(r+y)- f(r)=fy)+2ry,yER 
得 到 f(x)= lim Hx+y)— Az) = lim f(y) + 2xy 
Sr Y w+ 人 
= 2z + lm /0 = A 7 £0 -2 + 0)， 
因此 ,所 求 的 图 数 满足 
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Hz) = fr) -10) = | fr)dr = x2 +f (0)z. 


注意 ,对 每 个 a € 尺 ,函数 f(x) = z2 + az 满足 题 中 的 恒等式 . 


6. 145 证明 ;不 存在 连续 函数 f:R -> 尺 , 使 得 当 且 仅 当 满足 
f(x +1) 为 无 理 数 的 x € R, 有 f(x) 是 有 理 数 . 
《有 罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 设 题 中 所 说 的 函数 f(xz) 存在 ,考虑 连续 函数 
gz = f(rt+1)— FFzxz) 与 PROz)= f(rt+1)+ f(z) 
它们 不 可 能 同时 为 常量 ,否则 


f(z) = 


就 成 为 常量 了 .不妨 设 h(x) 不 是 常量 函数 , 即 存在 xi 与 x,, 使 得 
h(xi) < AZz2) 于 是 ,存在 有 理 数 ”~E [ALzi),A(z)] ,由 函数 天 (z) 
的 连续 性 ,所 以 存在 LO € 1ziyz?] 使 得 h(xo) 一 ~; 于 是 f(xo + 1) 二 
f(xo) = .因此 所 xzo+1) 与 .ALzo) 要 么 都 是 有 理 数 ,要 么 都 是 无 理 
数 , 矛 盾 . 

6 .146 设 了 = (0,1 ,对 给 定 的 < € (0,1) ,定义 函数 FT 一 了 


如 下 : 
lzxz+(1-a), 当 0<zxa 时 ， 
A(x) = XT-4; 当 a<xX 达 1 时 . 
证 明 : 对 任意 区 间 CC 了 ,存在 n € N ,使 得 交集 户 (]) 门 ] 非 空 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 设 存在 长 为 4 的 区 间 J CC 了 1, 使 得 对 任意 n E N, 都 有 
户 ( 站 但 = $$, 则 对 任意 m,n 和 六 ,有 
Pr "DN FD = PFOD ND = fF($) = $, 因 此 ,集合 
了]), 扩 (站 ),…, 扬 (J ) 两 两 不 交 . 另 一 方面 ,对 任意 n € N ,每 个 集合 
户 (J) 是 工 中 兰 干 个 长 度 之 和 为 4 的 区 间 之 并 ,因此 ,它们 不 可 能 都 是 
两 两 不 交 的 ,矛盾 .结论 证 毕 . 
6. 147 求 所 有 满足 
zy)+yFz)=(z+y)Fz)y)zyeER 的 函数 
f:R— AR. 
(保加利亚 数学 竞赛 ,1968 年 ) 
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[ 解 ] 在 题 中 的 恒等式 中 令 x = y = 1, 则 得 2f(1) = 2(F(GL))， 
即 f(1) = 0 或 f(1) = 1. 分 别 考察 这 两 种 情形 如 下 : 

(1) 如 果 f(1) = 0, 则 在 恒等式 中 令 y = 1, 使 得 f(x) 志 0. 

(2) 如 果 f(1) = 1, 则 仍 令 y = 1, 得 到 

f(x)+r (r+ 1) f(r). 
即 x(f(x) 1) 二 0. 
因此 对 任意 x 关 0, 都 有 f(x) = 1. 于 是 ,关于 函数 f(x) 有 两 种 可 能 : 
要 人 么 f(x+) 三 0, 要 么 


fx) = 1 半天 0 时， 革 中 a R. 经 验证 ,它们 满足 题 中 
a; 当 = 0 时 . 


条 件 . 
6. 148 ” 求 所 有 满足 
sinz +cosyS 三 f(x)+ f(y) + g(x)—- gl(y),r,yER 的 
图 数 f(z) 与 g(x)(x € R). 
(全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 在 恒等式 中 , 令 x = y 得 到 
Sin + COSZX 
f(x)= ~ 
sinx + cosz + siny + cosy 
2 


于 是 sinx + cosy 三 


1 ] 1 1 
-一 sinx + 一 cosx 三 -~ -一 cos 
基 g(xz) 5 sinx 7 COST g(y) > siny 十 7 COSYy. 


记 h(x) = g(x)— 了 sinz 十 六 cosz. 

则 对 任意 zx,y € RR 都 有 h(x) = h(y). 这 表明 h(x) 三 C. 因 此 ,满足 
题 中 条 件 的 隧 数 对 是 

SINnX 十 coOSXT - SinT 一 COSX 


8(z) = So + 


f(x) = 
其 中 c 为 常数 . 
6. 149 证明: 存在 函数 f:N -> N 使 得 
ff(n))=n’,n€EN. 
( 罗 蕊 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 


[证 ] 设 数 列 ni = 2,ns = 3,n3 = 5,… 依次 递增 且 取 遍 所 有 不 
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鲜 薄 六 


是 整数 平方 的 自然 数 , 令 
nm = (2)? ,其 中 kE Nm Er 
则 Np,mtl = (ni,m) , 且 每 个 n > 1 都 对 应 惟一 一 个 数 对 上 &， 
m ,使 得 nn = 7 定义 图 数 Fa) 如 下 : 
netl.m; 当 上 为 奇数 时 ， 
f(1) = 1,f(n,m) = jn 为 偶数 时 其 中 kEN,m 
E 2 , 则 
fl(f(n))=n’,n EN. 
6。150 f 和 g 是 (- co, + %) 上 定义 的 实 函 数 ,而 且 对 所 有 的 x 
和 y 成 立方 程 : 
f(r+y)+ f(r-y)= 2f(r)g(y). 
试 证 者 FLz) 不 恒 为 0, 且 1 f(x) | 过 1 对 所 有 成立, 则 有 
1 g(x) | 这 1 对 所 有 y 都 成 立 . 
(第 14 届 国际 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 M = supl f(x)1, 则 由 题 设 M > 0. 对 任意 8G,0< 9< 
AM ,可 以 找到 xz, 使 得 
| f(x) 1> M -6. 此 时 对 任意 y， 
2AM 之 | f(x + y) 1+| f(x—»y)| 
之 | f(x+y)+ f(x-y)| 
=21 f(r)llg(y) i 
宇 2(M -6)|g(y)l|. 
于 是 | g(y) | 委 M(M =- 9) 1. 由 于 6 是 任意 的 , 故 | g(y) | 过 1. 
6. 151 设 & 是 正 整 数 , 求 一 切 多 项 式 
p(X)= aot atrx tr + Qa”, 
使 得 a, 是 实数 (i = 0,1,2,…,n), 并 且 满 足 等 式 
plp(x)) = [p(x))’. 
(第 7 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 如 果 p(x) = c( 常 数 ) ,那么 
“c=. 
因此 , 当 = 1 时 ,p(x) 为 任意 常数 ; 
当 有 天 1 时 ,pz) = 0 或 p(x)=1. 
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如 果 p(x) 关 c( 常 数 ), 那 么 p(x) 就 可 到 到 无 穷 多 个 值 .这 样 ,就 
有 无 穷 多 个 值 y, 使 得 
p(y) = . 
从 而 对 于 一 切 x ,都 有 
p(x)= x (k 之 1). 
6. 152 ” 求 所 有 从 实数 集 到 实数 集 的 ,满足 下 列 条 件 的 函数 f 
(1)f(x) 严格 增 ; 
(2) 对 所 有 实数 z+, f(x)+ g(x) = 2x, 这 里 g(x) 是 f(z) 的 反 函 


(第 1 届 亚 太 地 区 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 我 们 证 明 f(x) 一 之 = c, 其 中 c = f(0). 


事实 上 ,大 令 S. = x1 了 (x)-x= cl, 则 0€ s,s 非 空 . 和 
如 果 a 和 ss., 那 么 f(a) = a+c, 从 而 g(a+c)= a， 3 
Fae+c)=2Ga+c)-a= (e+c)+c 即 e+cEs 教 


设 c < c, 可 证 一 定 是 空 集 .为 此 ,我 们 取 c E, 若 8 满足 z 过 
bp<at(lc-c), 则 atc b+c <atc= f(a) 所 f(5), 所 以 
b Es. 

如 果 45 满 足 a + (kk 一 1)(c-c) 过 5b<at+k(c-c) 时 ,b Es., 
那么 在 a+ kl(c-c) 达 bb<at+(k+1)(c-ec) 时 ,(a+c)+(k-— 
1)(c-c) 守 b+c < (a+c)+k(c 一 0 ). 由 归纳 假设 (用 a + cE 
se 代替 a)b ++c 儿 si .从 而 5 锋 s(b Es 之 5b +c € 5s ). 于 是 所 有 有关 
a 的 实数 都 鲜 s. 

如 果 有 实数 5 EE si ,那么 b+ec ,b+2c ,所 s ,但 这 串 数 中 必 
有 之 a 的 ,这 与 上 面 所 证 矛盾 .因此 s. 是 空 集 . 

如 果 c > c 并 且 s 不 是 空 集 ,那么 上 面 的 证 明 表 明 .将 是 空 集 , 矛 
看. 因此 ,对 于 一 切 c 关 c ,se 是 空 集 .换言之 ,s, 包含 所 有 实数 ,因此 ， 
f(x)= x+e. 

6. 153 ” 证明: 如果 函数 f:R 一 R 满足 下 面 两 个 恒等式 中 的 一 
个 , 则 必 满 足 另 一 个 : ， 

f(x+y) fr) + f(y),r,y ER, 
f(xzyt+rty)f(ry) + f(r) + fly),r,y ER. 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
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[证 ] ”如果 函数 f(x) 满足 第 一 个 人 恒等式, 则 
f(xy+ x+y)= fry) + f(r+y) 
= f(xy) + f(x)+ fly),r,y ER, 
即 f(x) 也 满足 第 二 个 恒等式 . 现在 设 函 数 f(x) 满足 第 二 个 恒等式 ， 
其 中 令 y 二 玉 十 马 十 uv ,得 到 
f(xt+aut vt rut rv+ ruv) 
三 f(r)j+ flut vt uv) t+ flrut rvt ruv). 
对 fl(ut+ vt uv) 应 用 恒等式 ,上 式 化 为 
frtutvt+rut+rvt ut ruv) 
= f(r) + flu) t+ fv)+ fluv) + flxu+ rut+rav). OO 
在 恒等式 中 中 变换 变量 zx ,wu 的 位 置 得 到 
flrtutvt+xut+rzvt+ ut ruv) 
f(x)+ fu) + Flv) + fxrv) + fru t+ uv t+ ruv), © 
由 恒等式 中 各 ,得 到 
fluv) + f(xu + XU 十 2) 三 f(xv) + f(xu + uvt+ ruv). (3 
在 恒等式 (3 中 令 x = 1, 便 有 
fluv)+ flut+vt uv) = f(v)+ f(u + 2uv), 
即 fluv) + az) + flv) + fluv) = ff(v) + f(u + 2uv). 
从 而 ff(u) +2f(uv) = fu + 2uv). 
在 恒等式 由 中 令 ww = 0, 得 f(0) = 3f(0)， . 
因此 f/f(0) = 0. ©®) 


在 恒等式 由 中 令 x =- 1, 得 到 f(- wu) 三 f(u) +2f(- 4), 因 此 
f(-u) =- /(u). 
在 恒等式 @ 中 令 v=- ,得 到 
f(0)=/(w) +2f(- 和) © 
由 式 他 与 @ ,得 到 
f(1) =27(E),B Fax) 一 27(0)， © 
由 恒等式 @ .由 有 


flu +2uv)= f(u)+ fl(2uv), 
在 此 方程 中 令 2w = 1 ,得 到 
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flu + ut) = fl(u) + flut). 
于 是 , 当 z 和 0 时 ,由 恒等式 电 , 有 
Hzt+y=A(z+rzr' 之 )=Az)rr(z 之) 
= f(x) + f(y). 
而 zx =0 时 ,由 式 名 ,上 一 恒等式 成 立 .这 就 证 明 , 枉 数 f(xz,y) 满足 第 
一 个 恒等式 . : 
6.154 求 所 有 满足 
flr)+ Fi(x)=2r,rER 
的 单调 可 逆 函 数 f;:R 一 R.. 
(法 国 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 】 设 Azy) 满足 题 中 条 件 ,考虑 函数 g(z)= F(z)-. 首 
先 证 明 对 任意 &E 2Z! ,有 
f(rxt+ke(r))=r+(k+1l)g(r),r ER. 
当 = 0 时 ,恒等式 f(x) 三 x + g(x) 成 立 , 设 恒等式 对 某 个 EE 
AN 成 立 , 即 有 
f(rt+kg(r))=r+(k+1)g(r). 
由 此 知 (x+(k+1l)g(r))= r+ koe(r), 
由 题 中 条 件 可 知 ,对 所 有 x+ € R, 有 
f(r+(k+1l)g(r))=2r+(k+1)g(r)) — fl(r+(k+ 
i) g(x)) 
=2(rz + (ki)g(r)) - (xr + ke(x)) 
r+ (kt+2)g(r). 
即 恒等式 对 & + 1 也 成 立 .由 此 还 推 知 ,对 所 有 有 € N 有 恒等式 
fi(xt+ke(r))=r+(k-1)g(r),rER. OD 
间 理 可 证 ,对 所 有 所 2 ,有 
Fi(x ~- (k—-1)g(rx))=7r- pg(z)7 ER. 
由 此 得 到 ,对 所 有 上 有 ‘CN, 有 
f(r~ ke(rx))=xr-(k-1)g(r),r ER. © 
其 次 ,注意 函数 f(x)+ 广 !(x) 大 2x 是 严格 递增 的 ,而 由 f(x) 单调 可 
逆 可 知 , f(z) 是 严格 单调 的 .由 于 f(z) 与 广 !(z) 同 增 减 ,所 以 F(z) 
是 严格 递增 的 ,从 而 , 当 & 是 非 零 整数 时 , 产 (z) 也 是 严格 递增 的 .最 后 
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并 访 


证 明 g(x) 是 常量 函数 ,否则 ,存在 ri,zxzE 尺 ,zl 天 > 使 得 g(zi)< 
g(x2). 由 此 ,存在 E€ NN 使 得 
k(g(7x2) ~ g(xX1)) >1l x -ril>0, 
即 x - kg(x1) > x, — kg(r,), 
或 x+ kg(r2) > ri + kg(r1). 
由 式 @, 当 i = 1,2 时 ,有 
f(x- kg(zxi)) f(r + (k+l1)eg(x)) 
= 广 导 (zi 二 (一 上 二 2)g(zi)) 
=…… = /ir -g(x;)) 
因此 推 得 zi > zz ,与 xz: -~ zl >0 了 矛盾 . 同 理 可 证 ,后 一 情形 也 不 可 能 . 
这 就 证 明 , g(x) 三 c, 从 而 
f(r) 三 r+c,rER. 
注意 ,对 任意 c € RR, 晴 数 f(x) 二 x + c 满足 题 中 条 件 . 
6 .155 (1) 证 明 如 打 连 续 函 数 f:R -> R 满足 
fAf(f(r))) xr,r ER, 
则 对 任意 x E R 都 有 
f(x)= x. 
(2) 举 出 满足 条 件 g(x) 关 x 与 gp(g(g(x))),x € R 的 (间断 ) 函 
数 g:R 一 RR 的 例子 . 
(有 罗马 尼 亚 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] (1) 首先 证 明 函 数 六 xz) 是 尺 一 尽 的 单 射 , 即 对 任意 的 x， 
3 和 ER,z 天 部 有 太 z) 天 7y). 
事实 上 , 设 对 zr,yE R,u = f(x) = f(y), 则 
r= f(r)= fu) = yy) = 
其 次 证 明 f(xz) 是 严格 单调 的 .否则 存在 rz; < xz， < x;, 使 得 要 么 
f(r1) < fx2), f(x2) > fry), 
要 么 fT1) > fr2), fr2) < f(x3). 
无 论 哪 种 情形 ,都 有 x € R, 它 既 介 于 f(xz1) 与 f(z) 之 间 , 也 介 于 
f(x2) 与 f(x3) 之 间 . 这 样 ,由 于 f(x) 是 连续 函数 ,对 区 间 [x| , x3] 与 
[x2, x3] 分别 应 用 连续 函数 的 介 和 值 定理 , 便 知 存在 x4 € (x) ,72) 与 xs 
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E (x2,X3), 使 得 f(x4) = 4 与 /f(xs) = ,不 可 能 .最 后 证 明 f(x) = 
,XTX 纪 R. 否 则 ,有 xo E€ R 使 f(xo) 关 x0. 不妨 设 f(xo) > xo. 由 于 
f(x) 要么 是 严格 递增 的 ,要 么 是 严格 递减 的 ,在 前 一 情形 下 ,有 

ro < flxo) < FFxzo)) = f(x0) < FF x0)) 

= 户 (zp) 一 之 0 

而 在 后 一 情形 下 ,有 

flzxo) > f(x0). 
从 而 zo = ff (xr0)) > 产 ( 户 (ro)) = Ho) > zo. 


总 之 都 不 可 能 . 
(2) 盯 数 
x, 如 果 x 儿 {1,2,3|， 
2, 如 果 z = 1， 
g(r) = 3, 如 果 工 = 2， rEeR. 


1, 如 果 工 = 二 3， 
满足 题 中 所 有 条 件 . 
6，156 ” 求 所 有 满足 
f(xy)= rf(y) + yf(r),r,y>1 
的 连续 了 肾 数 f:(1, + wm) 一 R 
(奥地利 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
“[ 解 ] 首先 证 明 对 任意 > 0, 都 有 
f(z) 二 kx f(r), 其 中 >>1. 
证 明 分 三 步 进行 : 
(1) 设 EN, 如 果 有 = 1, 则 有 了 f(x!) = 1 x?. f(x), 设 恒等式 
对 某 个 &E N 成 立 .因为 
fA) f(r) f(r) + rf( x) 
= Xf(x) + rh f(r) (k++1) f(r). 
所 以 恒等式 对 有 + 上 也 成 立 . 于 是 ,恒等式 对 任意 坟 EN 成 立 . 


(2) 设 &E Qk > 0, 即 和 = 全 ,其 中 p,q EN, 由 (1) 有 
f(x?) 三 zz) 


FPC(zd)s) = g(r0) f(rh); 
这 两 个 恒等式 的 左 端 相等 ,所 以 有 
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并 六 访 


f(z4) = re!f(z). 
(3) 设 有 ER,k > 0, 则 取 正 有 理 数 列 & ,k,,… 使 得 
limk, =&. 
因为 函数 f(z) 连续 ,所 以 对 任意 zx>L 有 
f(t) = imFzo) = limpzo f(x) = kr f(z). 
其 次 ,由 已 证 的 恒等式 容易 求 出 函数 f(z) 的 表达 式 . 事实 上 , 记 1 = 


lnz, 即 zx = e!, 则 得 到 


flr) = fle') = te fle) = lnr， fle). 
为 一 方面 ,对 任意 c € 尺 ,图 数 f(x) = czlnz 满足 题 中 条 件 . 
6.157 设 f:10, + %) 一 [0, +co) 是 连续 函数 ,证 明 ， 
(DD) 如果 lim f(x)) =+ %, 则 lim f(z)=+%. 
(2) 对 函数 f:(0, + %) 一 (0, + co) ,命题 (1) 不 成 立 . 
(罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] (1) 设 f= [0, + %) 一 [0, + %) 是 连续 函数 , 且 
lim f(f(x)) 三 十 co 
倘若 题 中 结论 不 成 立 , 则 存在 N > 0, 使 得 对 任意 n E N ,都 可 找到 
zu > 7 使 得 所 z)E10,N]. 因 为 函数 六 AKz)) 是 连续 的 , 即 在 闭 区 
间 [0, N] 上 是 有 界 的 . 因此 , 存在 M, 使 得 当 f(x) 过 N 时 ,都 有 
fA(f(z)) 二 M. 因 此 ,对 每 个 n E N, 存 在 xz， > ,使 得 f( f(z)) 牵 
M ,与 题 中 条 件 
im f(f(x)) 二 + oo 
才 盾 ,所 以 lim f(x) 二 十 00. 


(2) 反例 如 下 : 取 f(x) = 二， 
则 f:(0, + co) 一 (0, + co), 满 足 f( f(x)) 三 工 ,从 而 
Jim A(A(z)) = + oo， 
但 是 lim f(x) = 0. 
6. 158 设 函 数 f:R > R 定义 如 下 : 如 果 z 为 无 理 数 , 则 


f(x) = 0; 如 果 pec Z,oe Z, 且 分 数 也 是 既 约 的 , 则 
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/(2) - 二 
证 明 :这 个 函数 在 每 个 点 x = vk 处 可 微 ,其 中 是 自然 数 但 不 是 整数 
的 平方 . 
( 罗 蕊 尼 亚 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 下 面 证 明 , 如 果 k EN 不 是 整数 的 平方 , 则 fF (Vk) = 
为 Vk 锋 Q, 大 f(Yk) = 0. 余 下 的 是 证 明 极 限 


[ f(x) — f(VE) 
~ zr-vk 


存在 且 等 于 0. 取 定 任意 的 e > 0, 则 只 只 有 有 限 个 分 数 (从 此 恒 设 p E 
Z,g €E N,H(p, 2 = 1) 满足 条 件 

0< < 一 ,与 | 本 -大 1<L 
因此 ,存在 6 € (0， 中 使 得 在 区 间 13 = (Yk -6,Vk +6) 中 没有 具有 
上 述 性 质 的 分 数 ,如 果 x = E 万 是 既 约 分 数 , 则 


> 和 渍 


4 


函 
数 





> eft Et Et < 20E + 
因为 &g* 一 p* € ZN\ 10}, 所 以 1 kgq? -pp? | 宇 1, 因 此 有 


fx) | A#) 四 











tr— Vk PP_s 9 2_P 
d gq” 
1 |vE+r2 
-了 AD 
又 如 果 x € 1s \ {Yk1 是 无 理 数 , 则 f(x) = 0, 且 
f(zx) 
一 Vk 








6. 159 函数 f,g:R -> R 不 是 常数 并 日 满足 
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f(xr+y) f(r)e(y) + g(x)f(y), 
g(r +y)= g(r)g(y) — f(r)fly), 
求 f(0) 与 g(0) 的 所 有 可 能 值 . / 
(第 5 届 美 国 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 在 题 中 两 个 恒等式 中 都 令 x = y = 0, 得 到 
f(0) = 2f(0)g(0) 与 g(0) = (g(0)) ~ (fF(0)}. 


因为 g(0) 天 本 ， 
否则 由 第 二 个 等 式 得 
1 


(f(0))* = -7 < 0. 


所 以 由 第 一 个 等 式 得 到 , f(0) = 0, 从 而 由 第 二 个 等 式 得 到 g(0) = 1 或 
g(0) = 0. 但 是 后 一 情形 是 不 可 能 的 ,否则 在 第 一 个 恒等式 中 取 y = 0， 
便 有 
f(r) f(x)g(0) + g(x)f(0) 三 0， 
与 f(x) 不 是 常数 的 假设 矛盾 .于 是 惟一 可 能 的 是 F(0) = 0,g(0) = 1 
一 数 f(r) = sinzr,g(z) = cosz 即 是 一 例 . 
6. 160 〈1) 设 函数 f(x) 对 所 有 x >0 有 定义 , 且 满 足下 面条 件 : 
CO 函数 f(z) 在 (0, + co) 上 严格 递增 ; 


四 对 所 有 xz > 0, 均 有 FUz) >- 工 ; 


zyyEe R. 


六 


(3 对 所 有 x > 0, 均 有 f(z)f (fz) 十 = )= 1 . 


求 函数 值 f(1). 
(2) 给 出 一 个 满足 (1) 中 三 个 条 件 的 函数 . 
(全 苏 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] (1) 设 f(1) = a, 则 由 题目 条 件 @, 当 x = 工时 ,有 af(a + 


ti) = 1. 即 f(a+1)= 一 . 
再 令 rz = a + 1, 则 由 条 件 @ 得 到 
flat+ Df/(flat D+ oi)= 1， 


即 /一 + l )= 。 
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因此 儿 (二 + ! ) = AD 


a a++l 





由 条 件 四 得 到 一 + - 








a+l1 
解 得 a = 
如 果 a = 
则 1<a= AD<AIta) = 一 <1 
矛盾 .因此 f(1) = a = i 
EE 
(2) 记 a = ,并 且 设 f(x) = 一 , 则 当 0< xl1 必 xz) 时， 六 
a(xl— x2) 到 这 
fx2) — fxr1) = i > 0, 


即 fx2) > f(zx1). 因 此 f(x) 在 (0, + c) 上 严格 递增 , 即 AFLz) 满足 
条 件 中 ;由 于 





flx) + = 3 
所 以 f(x) 满足 条 件 多 ;最 后 ,由 于 
[# [8 2 
f(r)f (f(x) + 二)= TT 一 = 1, 
4 1 二 
人 人 : 


即 f(z) 满足 条 件 图. 所 以 函数 
f(x) = 一 
合乎 题 中 3 个 条 件 . 
6. 161 设 R 是 全 体 实数 的 集合 , 试 求 出 所 有 的 哨 数 f:R 一 RR， 
使 得 对 于 R 中 的 一 切 x 和 y, 都 有 
fir + fy)) = y+ (fr)). 
(第 33 届 国 际 数学 奥林匹克 ， 1992 年 
[ 解 ] 记 : = 户 (0),F2(z) = FF(z)], 在 函数 方程 
f(r + f(y))= y+ f(x) . QO 
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中 令 x = 0, 得 
F2)(y) = y+i. (2 
从 而 四 及 由 
x 十 FA2)(y) 十 1 二 Fifzz+ FOCy)] 
= f[f(y) + (f(x))] 
= f[f*(x) + f(y)] 
= y+ [f(x)]’, 
即 z2+y+2t = y+(x+1)’, 
亦 即 21 = 1 + 2tx. 
由 于 此 式 对 任意 x € R 成 立 , 故 必 +: = 0, 即 f(0) = 0, 于 是 外 成 为 
f(y)}=y (yE€R), Q) 
又 对 任意 x 宇 0, 由 人 名 与 有 : 
f(r+y)= f(r + f° (y)) 
= f(y) + fr(Yx). 
令 y=0, 得 f(z) = (YX) 宇 0 (x 之 00). 
所 以 f(rz+y)= f(r)+ fly) f(y) (zr 0). 
这 就 是 说 , f(x) 是 R 上 的 非 降水 数 , 即 者 z+ 之 y, 则 f(x) 宕 
f(y). 
最 后 证 明 对 一 切 x € R， 有 f(x) = 工 . 
事实 上 , 若 存在 > € R, 使 f(z) 关 xz, 若 z < f(x), 则 f(z) 三 
f2(z) = zx 矛 盾 ; 若 f(z) < >, 则 > = f(z) 过 f(z) 了 矛盾. 
易 验 证 函数 f(x) = x 满足 届 . 
6. 162 ” 求 适 合 以 下 条 件 的 所 有 函数 f:[1,%) 一 [1,%) 
(DD f(x) 2 + 1); 


(2)f(x +1)= 一 [CC 一 1 


(第 9 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 萌 ， 1994 年 ) 
[证 ] 显然 函数 f(x) = x + 1 为 所 求 的 一 个 解 . 
下 面 证明 f(x) = z+1 是 本 题 的 惟一 解 , 即 证 
gz) = f(x)-(x+1)=0 
恒 成 立 . 
事实 上 ， 我 们 可 把 f(x) 的 条 件 
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(pa + 1), 


2-1 
fz+D) = HH 


转变 为 g(x) 之 条 件 
1 过 g(x)+r+l<2(r+1), 
(g(x) + (x+1))— 1 


i 


g(x+1)+x+2= 


即 -g(r)r+l1, 


g(x . 1) = (g(x))” +2(x+ TE (z+1) -1-x(xrt+2) 


(g(r))*+2(x +1)g(x) 
_ g(xz)[g(z)+r+rt2) 


区 
注意 到 _g(z)+z 羡 0, 所 以 有 
xp(x+1) 
g(xX)+xtxrxt+2 
因此 由 -x+-1 二 g(x) 三 ++1 有 
| g(x) {|x+1. 


g(x) = 








从 而 有 
xzx| g(xr+1)l] 工 | g( 工 十 1) | 
gl(T) I= or) rit T++2 
T+) 
XxX+2 
于 是 由 1 g(x) | 守 z 推 出 1 g(x+D) lz+l. 
从 而 有 
x(x+1) 
| g(x) < 


由 此 得 1 g(x+D) | 过半 D+2) 


立 十 3 
r(xr+1)(x + 2) 
工 十 3 _ x(x+1) 
有 | g(x) 1S x+2 x+3 
设 nn 为 自然 数 , 1 g(x) < 
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六 入 六 


(x+1)(r+2) 


则 | g(x +1) | Tintl 
rlg(x+1)| 
于 是 SCz) lS 


(r+2)Crtnt+!l) r+t+nt+l 


由 数学 归纳 法 原理 ,对 一 切 自 然 数 都 有 
| g(x) Exe Xr+1) . 


底 十 hn 
取 n -> co , 便 推 出 
1 g(x) II 委 0, 即 g(z) = 0 人 恒 成 立 . 
这 就 证 明了 : 
f(x)}=r+l1 
为 惟一 解 . 
6.163 设 I= [0,1]j,G = i(zx,y)lxE€1,y€71, 求 G 到 1 
的 所 有 映射 了 ,使 得 对 任何 rz,y,z E 了 都 有 
(1) FFGz yz) = fr, fly, 2)); 
(2) f(r,1) = x, fll,y) = y; 
(3) f(zr,zy) = zf(x,y), 其 中 是 与 x,y,zx 都 无 关 的 正 数 . 
(第 6 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 条 件 (3) 和 (2) 有 z 


Hr) = oj 人 (三 二 = rr Spy 0 


-一 rx(xr+ 1)(r+2) r(xr+1) 


fx,y) = ar(1 之) =- rly,0 yr0 < >， 


取 0 < 过 x 之 y 且 x 充分 小 ,使 得 yy < zz,x < 1y， 
由 条 件 (1) 和 zw 式 又 有 
Fi!ir= f(xr,s) = ff(r,y),z) 
= f(x, f(y,z)) 
= zs y) 
= (ly)*t-lz. 
由 此 得 到 (& 一 1)(k 一 2) = 0, 解 得 &! = 1,k， = 2. 将 &| 和 上 &, 的 值 分 
别 代 入 和 @@ 式 ,得 到 
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7 当 0 委 工 志 yy > 0; 
fi(x,y) = y, 当 0 达 y 碾 Xx,T>0. 
p(x,y) = zy, 当 (zy) 天 (0,0)， 由 

当 x = v= 0 时 ,由 条 件 (3) 直接 得 到 
f(0,0) = f(z :0,2 .0) = Kf(0,0). 
其 中 > E 了 是 任意 的 , 故 必 有 f(0,0) = 0. 这 意味 着 对 由 信和 由 式 给 
出 的 函数 fi1(x,y) 和 f(x,y) 应 补充 定义 f1(0,0) =0,P(0,0) = 0. 
容易 验证 ,这 两 个 函数 都 满足 条 件 (1) ~ (3). 
6。，164 ” 求 所 有 在 正 实数 集 上 定义 的 函数 ,它们 取 正 实数 值 , 并 
日 满足 条 件 
(1) 对 所 有 正 数 x,y, f(xf(y)) = yf(x); 
(2) 当 x 一 时 , f(x)— 0. 
(第 24 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 在 (1) 中 取 > = > 得 
frf (xr)) = rf(x), 
对 于 任 一 x, 令 xf(x) = a， 
则 人 成 为 Fa) = a 
在 (1) 中 取 x= > = wa, 得 
flaf(a)) = af(a), 
用 @ 代 和 得 f(a) = a’; 
由 归纳 法 ,对 于 所 有 正 整数 ，， 
fla”) = a”. (4) 
在 (1) 中 取 x=1,y=&a, 得 
f(fla)) = af(1), 
用 名 代入 得 a = f(a) = af(1); 
由 外 ,zx 和 xz) 按 定义 都 是 正 数 ,所 以 a 也 是 正 数 ,可 用 a 除 上 式 两 端 
得 


志江 波 


函 
数 





OOOO 


1 = f(1). ©) 
在 (1) 中 取 x = a ly = a, 得 
fla'fla)) = aa !), 
用 加 代入 得 ”f(a lia) = aa 一)， 
再 用 名 代入 得 AL) = 1 = af(a™')， 
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六 


Fe = al 
由 归纳 法 ,对 于 所 有 正 整 数 x， 
f(a ”")= a ™”. (©) 
现 再 利用 题 设 条 件 (2) 来 考虑 a 的 值 . 
若 a >1, 则 由 多 当 n 一 % 时 
a”" > 00,f(a") 一 2, 与 (2) 刻 盾 ; 
大 a < 1, 则 由 远 当 nw 一 时 
a "> ,f(a ") 一 0%, 与 (2) 矛盾 . 
由 此 可 知 a = 1. 再 由 办 中 > 的 任意 性 ,可 知 对 于 所 有 z， 
Zrz)= 工 即 f(x)= 1/x. 
经 检验 , f(x) = 1/x 确实 满足 条 件 (1) 和 (2). 
6.165 设 ”为 一 个 给 定 的 自然 数 , 求 所 有 连续 函数 f(x), 使 得 


CO) fC) 4 CD fC) 4 CO fT) TH DA ) 1 
(Cn)f(x? ) = 0. 
(第 6 届 朝 鲜 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 


[ 解 ] 设 g(x) = 0 - 0， 


-2 1),) 


sr 

因此 gn(X) + g(r) = g(r) = 0. 

这 样 。 gi(- x)+ gai((~ zx)?) = g,(- zx)=0. 

所 以 gn-1(~ X) = gn-1(X). 

即 ”g,_1 是 偶 函 数 .不 妨 设 + 实 0, 以 x = 0,1 代 人 
Bn-1(7) + gn-1(x*) = 0, 

可 得 gr-1(0) = g,-1(1) = 0. 


从 gn-1(X) 一 一 gn_1 (zx) 知 


2 
gn-1(x°) 一 一 BT ) ， 
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gu1(x?) 一 一 gz ), 
gu ix) =— g(r). 
因此 gyi(x) = (~ 1)*g, iC ). 
若 0 达 x 之 1, 则 x2* ->0,(-> 0), 由 gi1(zx) 的 连续 性 知 ， 
gn_1(X) 二 十 gn-1(0) 一 0, 从 gn-1(x*) 一 一 BiCz) 还 可 知 : 


上 
gn-1(X) 二 一 gu-1(72); 
1 + 1 
gun-1(X2) 一 一 By (x ) ,By 1( Toi) 
1 
=— gi1(x*), 


因而 gz) = (- 1)* (zx). 


若 z 守 1, 则 zx2* 一 1(k 一 吕 ), 仍 由 gi-1(x) 的 连续 性 可 知 : 
gn_1(X) = 土 名 -1(1) = 0. 因 而 8g,_1(x) 一 0(x 宇 0), 且 由 于 g_1(x) 
为 偶 函 数 知 ,对 所 有 x:g,_1(x) = 0. 

重复 以 上 过 程 可 得 :gs(z) = gz) = … = go(x) = 0, 而 
go(z) = F(zx), 所 以 满足 条 件 的 连续 函数 只 能 为 零 函 数 . 

6. 166 设 太 为 定义 于 非 负 实数 集 上 且 在 其 中 取 值 的 函数 , 求 所 
有 满足 下 列 条 件 的 f: 

CF xf Oy) fly) = f(r + y); 

(ii) f(2) = 0; 

(ii)f(x) 关 0, 当 0 过 x <2. 

《第 27 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 

[ 解 ] 设 了 满足 已 知 条 件 . 

当 xz 字 2 时 ,我 们 有 

f(x) = f((x — 2)+2) 
= f((x — 2)7(2)) . f(2) 
一 站. 
所 以 f(x) = 0; 
在 0 和 rz<<2. 我 们 设 y 辫 2- >. 于 是 
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这 十 yy 之 2， 
f(xr+ vy) = 0. 


代 yn fz) = KKyrz= f(r+y)=0. 
hn 由 已 知 , f(x) 关 0, 当 0 志 x 之 2 时 . 
因此 flyf(x)) = 0， 
yf(Xx) 宇 2， 
2. 
“二 fr) 
这 就 是 说 ,由 y 宇 2 一 蔗 ， 可 得 y 之 元 ) .但 由 上 述 推理 过 程 的 可 逆 性 
知 ， 由 y 之 5 )， ,也 可 得 y 实 2 ->. 因 此 ,我 们 有 
2 
7) 


f(x) = >， 0 过 rz<<2 时 . 
综 上 所 述 , 满 足 条 件 的 中 数 为 


2 0 之 xz<2 时 ; 
f(x) = 了 一 闷 





6. 167 /是 定义 在 (1, + co) 上 且 在 (1, + co ) 中 取 值 的 函数 , 满 


足 条 件 : 对 任何 x,y>>1 及 w,v > 0, 都 有 


f(r’y’) 扫 fr) f(y) 
试 确 定 所 有 这 样 的 函数 了. 


(第 4 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1989 年 ) 


[ 解 ] 设 /满足 题 中 的 条 件 , 则 有 
fey) < ff). 


取 u = 一 得 
] 1 
f(z23y) < f(x)2 f(y)m, 
取 久 使 y= 2 (x>1,y> 1), 
lInx 
妈 2 二 一 一 


2lny 


846 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





lnv 
于 是 f(z) < f(a)2 f(y), 
1 py 
flr)z < fy) mm, 
fxr) < fy)™. 
由 对 称 性 得 f(y) 入 f(x)™. 
由 国 和 四 得 zj = f(y)™. 
这 说 明 ”f(x)™ 是 一 个 常数 CCC > 了 1), 嗓 
flr)" = C， 


f(x)=CE (C>1). ® 


反 过 来 ,车 f(x) = C 可 (CC> 1), 则 对 于 x,y > 1,u,w > 0, 我 
们 有 


© O 


1 
ze) = Cn) 
1 











_ C+ vnsy 
由 于 (ulnx + vlny)’ 守 4uvlnxlny, 
1 ulnx + vlny 
因此 xlnz + vIny ~ 4xolnziny 
__1 1 
4vlny 4ulnx 


于 是 flr'y') 
CT 


可 

< C4ulnr 4vny 

_ 1 _1 

一 C4ulnr » C4uny 

= fr) : f(y 
所 以 ,满足 题 中 条 件 的 函数 是 

f(x) = CE (C > 0). 

6. 168 求 所 有 具有 下 述 性 质 的 a E (0,1j: 如 果 fx) 是 定义 在 


[0,1] 上 且 f(0) = f(1) 的 任意 一 个 连续 函数 , 则 存在 ro € [0,1-d] 
使 得 
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f(x0) = flxot d). 
人 1982 年 ) 


[ 解 ] 首先 说 明 对 任意 上 E Na = 一 。 都 满足 题 中 条 件 ， 设 f(x) 


是 满足 题 中 条 件 的 任意 一 个 连续 玉 数 ， 因为 f(0) = f(1), 所 以 d=1 
满足 条 件 ,考虑 自然 数 & > 1, 作 函数 


二 A) f(x), 


3 尝 六 


它 在 区 间 [0, < 一 + ] 上 有 定义 .因为 
g(0) = 2)- f(0), 


(x)- A) A() 


二 浊 和 利和 


-人 


之 和 等 于 0. 看 每 一 个 都 等 于 0, 则 命题 成 立 . 否则 ,其 中 既 有 非 正 的 数 ， 
也 有 非 负 的 数 .因此 ,由 函数 gs(z) 的 连续 性 ,存在 ro, 使 得 g(zo) = 0， 
即 


f(zo+ 7 )= f(zo), 
这 表明 ,对 每 个 4E N,d = 二 满足 题 中 的 条 件 .其 次 证 明 , 任 意 一 个 


不 能 表示 成 一 (4 < N) 的 de [0,1], 设 


1 1 
kg+1~ 4 R 


则 kd <1<(k+1)d. 
并 考虑 定义 在 区 间 [0,d] 上 且 满 足 等 式 

f(0)=0, f(1-ka)=-k, fl(d)=1 
的 任 一 连续 函数 f(x), 把 这 个 函数 延 拓 至 区 间 [0,1], 使 得 对 每 个 x E 
[0,1j] 都 满足 f(x) = f(x - d) + 1, 这 样 得 到 的 函数 是 连续 的 ,并 且 
f(1)= f(1 -ad)+1= f(1 -24d4)+2 
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= = f(l- hd)t+hk=0= f(0), 

而 对 任意 x €E 10,1- dj, 都 有 
flxtd)= f(x)+1A f(x). 
这 表明 ,4 不 满足 题 中 的 条 件 . 

6. 169 ”对 给 定 的 递增 函数 f:R 一 R, 定 义 耻 数 g(x,y) 如 下 : 
f(r+y)— f(r) 
Fr) Fry) EE RK,y>0. 

设 当 x = 0 时 对 所 有 y > 0 与 当 x 关 0 时 对 所 有 y€ (0,1xi] 都 有 
2 1<g(rx,y) < 2. 

证 明 对 所 有 x € R,y > 0, 有 
14-1 < g(x,y) < 14. 


g(xX,y) = 


(瑞士 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 】 记 h(zr,yy) = Fy)-Az) 则 函数 产 xz,y) 对 变量 > 递增 
而 对 变量 xz 递减 , 且 对 所 有 y > x, 有 h(xr,y) > 0, 以 及 
h(xz,x+ y) 
h(x y,r) 
首先 证 明 对 每 个 x EE R,y >>0, 有 g(x,y) < 之 14, 如 果 xz--y 守 0 或 x 
+y 委 0, 则 由 条 件 ,有 站 zz+y)<2pr 一 y,X), 此 外 ,对 每 个 
y > 0 都 有 h(0,y) < 2h(- y,0). 因 此 剩 下 两 种 情形 :(1)x 一 y<0< 
TX;(2)z+ 之 0 之 x+y. 注 意 ,对 所 有 x 守 0,y > 0, 有 
h(r+i+y,r+3y)<6h(r,r+y) QO 
事实 上 ,有 
h(x+y,x+2y) < 2h(r,r + y), 
~ h(ir+2y,r+t3y) < 2h(r +t yr t+2y) < 4h(r,r + y), 
由 此 得 到 
h(x ty,r+3y)=h(rty,rt2y)+h(rti+2y,xt+3y) 
< 6h(r,r + y), 


g(xX,y) 三 


考虑 情形 (1), 如果 
XYy< 0 一 > 
则 由 中 式 可 得 


h(x,rt+y)<6h(x 一 六) <6h(r~-y,7x)< 14h(x ~ y,x); 
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如 果 rz- 一 方 <0<z， 


则 rr<y-x<rty<3(y- Zz), 
再 由 式 只 , 便 得 到 
h(y— xz,rt+ty) <h(y—-r,3y— x)) < 6h(0,y — 工 ). 
又 因为 h(x,y 一 Xx) 去 hh(0,y 一 式 ), 所 以 得 到 
h(xr,rt+y) = h(r,y~ rx)+h(y- zr,r+y) 
< Th(0,y = xr) < 14h(r ~ y,0) 
< 14h(r— y,r). 


a 


在 情形 (2), 有 
hz;0)<2h(2rz)<2P(z 一 yy) 
h(0,r+y)<2h(- zx- y,0) <2h(r—y,0) 
= 2h(x— yr)+2h(r,0) < 6h(r 一 二) 
因此 ,上 两 式 相 加 h(x,z+y) 过 8h(x 一 y,7). 总 之 ,有 
h(x,x+y) < 14h(x 一 y,x). 由 此 得 到 g(x,y) < 14. 其 次 
证 明 , 对 所 有 x €E R,y > 0, 有 


1 


考虑 递增 因数 f(x) = 一 f( 一 工 ), 并 令 
) = fi(rx+y)- fi(r) 
Bl f(z)- fi(z—y) 
_ -f(r-y)+f( a) 
-ff(-xz)+f(-xrt+y) 
f(x- y+ fr) 





1 
g(x,y) 
因为 g(x,y) = 一 一， 
g1(— X,Yy) 
所 以 当 x = 0 时 对 所 有 的 y > 0 而 当 xz 关 0 时 对 所 有 的 y€ (0,1x1) 


都 有 


1 
机 < g(r,y) < 2. 


于 是 ,如 上 所 证 ,对 函数 gli(z,y), 有 gli(zyy)< 14. 其 中 过 ER 尺 ,> 
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0. 由 此 得 到 
1 1 
SICZ，y) 
6. 170 求 所 有 函数 f;R 一 R, 对 所 有 实数 zx, 满足 : 
fA2xr) + 4+3J2)z) = 2f((2 + V2)7). 
(越南 国家 代表 队 选 拔 赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 令 xz = 0, 代 人 原 方程 得 一 个 恒等式 ,因此 ,f(0) 可 以 是 任 
意 实 数 . 记 
f(0)= a,a 为 任意 实数 





g(x,y) 二 


今 
t = (2 + v2)x, 
注意 到 
4+3wv = (2+v)CV2 + 1), 
所 以 原 方程 可 化 为 
A) (Dn)- 2f(2). 中 
下 面 讨 论 x > 0 的 情况 . 
当 z > 0 时 ,1 > 0. 于 是 ,我 们 可 以 令 
t=.(Y2-1)*,u€R, 





则 


2 
= (42— 1)t= (2-1)"1. 
了 (Y2— 1)t = (Y2-1) 


将 以 上 两 式 代 入 ,有 
f(A2 -TDe+FOOv2 -TDcDO=2FV2 - 1)"),® 


令 
g(u) = f((Y2 - 1)"), 二 
代 和 人 四 O 式 ,得 
g(u+1)+g(u—-1)= 2g(u) @ 
令 


h(u)= g(u +1)— g(u), 
代入 四 式 , 有 
h(u) = h(u 一 1). 
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Mr 


hl(ut+n)= h(u ),nEN 
和 
h(u—-n)= h(u),nEN. 
于 是 ,对 于 任意 正 整数 ” ,我 们 有 
gl(u+n)- g(u) 
= [gl(u+n)~-g(ut+n-1))+[lg(ut+n-1)—-g(ut+n-— 
2)] + ee +[g(u+1)- g(u)] 
= hutnm1l)+h(u+t+n-2)++h(u) 
= nh(u). 
利用 上 式 , 即 得 
g(u)—- gl(u—n)= nh(u-n)= nh(u) G) 
在 [0,1) 上 任意 定义 一 个 函数 A(x ) ,然后 ,对 于 任意 整数 ，, 令 
h(u tn)= hl(u),u € (0,1). 
换 句 话说 ,将 [0,1) 上 的 函数 h(u) 周期 地 延 拓 到 整个 R 上 ,得 到 了 定 
义 在 R 上 的 一 个 周期 函数 及 (wu). 
于 是 ,利用 号 式 , 有 
g(u), 当 u € 10,1), 
go) = glu—n)+t+ nh(u),u Eln,n + 1). © 
这 里 n 是 任意 非 零 整 数 ,在 [0,1) 上 函数 g(u) 可 以 任意 定义 ， 
天 利用 全 式 , 得 
f(r) = g(logs_1x),r >0. 
下 面 讨论 x < 0 的 情况 . 
当 z<0 时 , 令 
-(2+v2)zrz=zt=(y2~-1)” 
将 上 式 代 人 原 方程 ,得 
/| 二 tf ED) = = 2f(- 1), 
以 及 
f(- 2- DE D+ A DD = 2 (72-1)"). 
再 令 g(u) = f(~ (V2 - 1)") 
同样 可 得 在 x > 0 的 情况 中 也 曾 得 到 过 的 等 式 
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gl(ut+1)+g(u—1)= 2g(u). 
于 是 ,与 在 x > 0 的 情况 中 一 样 ,可 以 定义 出 (ux) 和 g(u), 从 而 得 
f(x) = g(logs 1 | x1),x <0. 
综 上 所 述 , 我 们 有 
a, 当 zx =0 时 ,a 为 任意 实数 ， 
f(r) = g(logs_; 1 1), 当 x 到 0 时 
这 里 函数 g 满足 @ 式 . 
6.171 求 所 有 次 数 大 于 等 于 1 的 实 系数 多 项 式 f(z), 满 足 方 程 
flx’)= f(x)f(x -~ 1), 
并 证 明 你 的 结论 : 
(爱尔兰 数学 与 林 匹 克 ,1994 年 ) 
[ 解 } 由 给 定 的 方程 可 以 知道 ,如 果 x 是 多 项 式 f(x) 的 根 ,那么 
x“ 也 是 多 项 式 f(z) 的 根 .如 果 f(x) 的 非 零 根 zo 的 模 长 不 等 于 1, 那 
么 zi,76,20,Xx%，,… 的 模 长 两 两 不 同 , 且 都 是 f(x) 的 根 . 此 与 多 项 式 
的 根 的 个 数 等 于 多 项 式 的 次 数 矛 盾 . 因 此 f(x) 的 根 x 满足 条 件 : 
zz=0 或 1jz1i=1 由 
用 x + 1 代替 原 方 程 中 的 x ,得 
fl((z+1))= f(x+1).: f(x), 
由 此 可 以 看 出 ,如 果 x 是 多 项 式 f(x) 的 根 ,那么 (x + 1)? 也 是 多 项 式 
f(x) 的 根 .由 结论 WD 可 得 
二 一 1 或 |x+1|=1. © 
将 条 件 表示 在 复 平面 上 ,是 
“以 原点 为 心 , 以 1 为 半径 的 圆 ,再 加 
圭一 点 (原点 ); 将 条 件 @ 表 示 在 同 
一 个 复 平 面 上 ,是 “以 点 x=- 上 为 
心 ,以 1 为 半径 的 图 ,再 加 上 一 点 x 
= 一 1". 它们 的 公共 部 分 是 四 个 点 : 


Xl = 三， ZX2 三 一 上 ， 








1 
2 


3 一 一 
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1 5, 
2 2 
如 果 zx, = 一 1 是 f(x) 的 根 ,那么 zx? 也 是 Fz) 的 根 , 从 而 (x3 + 
1)* 也 是 f(x) 的 根 .但 
1 (x3+1)?1= 4 关 0 或 1 
亨 盾 .所 以 xz; 不 是 f(x) 的 根 .因此 , f(x) 只 有 根 xz1 ,x3,x4. 注 意 到 x3 
和 x4 是 一 对 共 思 复 根 , 故 可 设 
f(r) = rr(r— rx)'(r ~ ra)’, 
这 里 ~ 是 非 零 实数 ,s ,zt 是 非 零 整 数 . 
将 x; 与 zx4 的 值 代 人 ,得 
flr)= rer +rt+1) (3) 
将 加 代入 原 方程 ,得 
res (r+ rx +1) 
= rir +r+l) i r(r—-1) (rr -1)+(r a1)+1)’, 


4 一 一 


即 
rr s(x r+ = rir(r-1): (rit+ x +1)’, 
由 此 得 
-= 1,s=0. 
代入 四, 有 
Hz) = (x +xrt+1),tEN. 
这 就 是 所 求 的 所 有 的 多 项 式 . 
6，172 ” 试 确 定 所 有 的 实 系数 多 项 式 p(x ) 使 得 
tp(t—1)= (t~2)p(t) 
对 所 有 实数 t 都 成 立 . 


(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 

[ 解 ] 令 上 =2, 得 2p(1) = 0,p(1) = 0,1 是 多 项 式 p(x) 的 根 . 
令 1 = 1, 得 p(0) =- p(1) = 0, 因 此 0 也 是 多 项 式 p(x) 的 根 . 
令 p(x) = x(x ~ 1)g(x), 则 

t(t—1)(t—2)g(t 1)= (一 2) .2 一 1)c0t) 

q(t —1)= g(t1),t 0,1,2. 

依次 令 上 = 4,5,6,……: 可 得 
g(x) = g(3),x = 4,5,6,.… 
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即 c(z)- q(3) = 0 有 无 穷 多 个 根 ， 
故 ”g(x) 圭 q(3). 
记 gq(3) = c, 则 得 
p(x) = cxr(x -1),cE€ER. 
另 一 方面 , 若 p(X) = cr(x~1),cE€ 尺 ,显然 满 足 题目 的 条 件 . 
因此 ,问题 的 答案 为 
p(x) = cr(x—1),c ER. 
6. 173 证明: 不 存在 对 任意 实数 x 均 满足 
flf(x)] = x’* ~ 1996 
的 函数 f(x). 
(世界 城市 际 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[证 ] 车 存 在 满足 条 件 的 函数 f(x) ,我 们 令 
g(x) = f[lf(zx)] = x* — 1996. 
设 a,b 是 z= x 一 1996 的 两 个 实 根 , 则 a,6 是 水 数 g(x) 的 不 动 
点 . 


设 f(a) = pp, 则 
flLf(p)] = HRFAa)) = fla)= p, 
从 而 p 也 是 g(x) 的 不 动 点 ,p E ia ,op 


同 理 , f(5) € la,bl. 

令 h(r) = glg(x)] = (x’ ~ 1996)* — 1996. 

因为 h(x)= zx， 
即 (x* -1996) 一 1996= x 
等 价 于 (xx 1996)(x*+x-1995)=0 
所 以 ,h(x) 有 四 个 不 动 点 a ,b,c,d. 

又 由 hlg(c)] = g(g(g(c))) = glh(c)] = g(c) 
得 知 g(c) 是 h(x) 的 不 动 点 . 

由 于 g(c) = c -1996, 又 c+c 一 1995 = 0, 因 此 g(c)=--c- 
1. 

显然 g(c) 关 a,g(c) 关 5,g(c) 关 cc. 所 以 g(c) = 4q. 同 理 g(4d) 
= Cc. 
设 fl(c) = r. 则 

ha[flc)] = flh(e)) = fle), 
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纹 溺 六 


因此 > 也 是 h(x) 的 不 动 点 . 
若 r€ la,bl, 则 4d = g(c) = A(f(c)) = f(r) € ia,6b1, 巴 盾 . 
车 r+ = c, 则 g(c) = f(f(c)) = f(r) = f(c)= r= c, 刻 慎 . 
若 r = 4d, 则 d = g(c)= f(f(c)) = f(r) = f(a), 
d= f(d) = f(f(ad))= g(d) 
矛盾 . 
综 上 所 述 ,满足 条 件 的 函数 f(x) 不 存在 . 
6.174 设 尺 是 实数 集合 ,是 否 存在 函数 f:R 一 R ,同时 满足 以 
下 三 个 条 件 : 
(a) 存在 一 个 正 数 M ,使 得 对 所 有 的 z, 都 有 - M 委 FAz) 委 Mi 
(5) f(1) 的 值 是 1; 
(c) 如 果 民 关 0, 则 


人 二 =] 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 不 存在 . 


事实 上 ,如 果 存在 f:R -> R 满足 所 有 的 条 件 ,那么 由 (a) ,存在 一 
的 整数 倍 ,使 得 
f(x) < c, 对 任 zx ER 成 立 ; 
1 之 c 一 于 ,对 时 个 X0 ER 成立. 
由 (c) 和 (5) 可 知 
/0 = 1+ 二)= D+ [A(t)] =2 


因此 ‘>2,c -二 > 0. 


由 c 和 xo 的 定义 及 (ec) 可 知 


> /rt 3)= Hao 2)] 
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1 1 _1 
即 /二 | 大 丁 ， 
于 是 得 
1 1 
/( 吉 请- 


再 由 c 和 xo 的 定义 及 (c), 得 
ET 


Xo0 


)+ [f(ro)} 


二 一 12 .+i 
2 16 第 
7 
2 16° 郧 章 
从 而 有 数 
万 >o 7c-e=c(c-17)>2 二 = 1 





故 满足 题 设 条 件 的 函数 f 不 存在 . 
6.175 设 f 是 R 一 RR 的 孙 数 , 且 
(1) 对 于 任意 x,y € R， 

fxr)+ fy)+1l2 fxrt yr) + fy); 
(2) 对 于 任意 x € [0,1), 有 f(0) 之 f(x); 
(3) — fA(-1)= f(1)= 1. 
求 出 所 有 满足 条 件 的 函数 . 

(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 

[ 解 ] 从 (1) 和 (2) 可 得 


2 f(0) +1>2f/(7)+1> f(D> A + f(0), 


但 由 (3) 可 知 f(1) = 1, 因 此 上 式 可 化 为 
2f(0) 之 0 之 f(0)， 

从 而 有 A0) 宇 0 宇 F0)， 
f(0) = 0. 
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再 由 (2) ,对 于 任意 zx 和 E (0,1) ,有 
FUzh) 和 0. 
车 存在 x E (0,1) 使 f(r) <0, 则 f(1 一 xz) 过 0, 从 而 由 (1) 可 得 
1> f(x)+ ffl- x)+1>f(1)=1, 
矛盾 .所 以 ,对 于 任意 x € [0,1). 都 有 
f(x)= 0. 
由 (1) 得 ,对 任意 的 x € R, 都 有 
f(rt+l) f(r) + fl) = f(r)+l1. 
又 由 (1) 和 (3) 可 得 ,对 任意 的 x E R, 都 有 
Foz) 之 FFz+l+A-1l = f(r+1)-1. 
由 以 上 两 式 得 ,对 任意 的 x EE R, 有 
f(x+1)= f(x)}+1. © 
由 (D 和 人 @ 可 得 ,对 任意 的 x € R, 有 
f(r) = [zj 
6. 176 设 函 数 f:R 一 R 适合 条 件 
flr sty)= r+ty) (Fr) fxr) fly) + (f(y))), 
zx,y€ER QD 


Ea 


中 


试 证 对 一 切 x € R ,都 有 
f(1996x) = 1996f(7x). 
《中国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1996 年 ) 
[证 ] 在 中 令 x = y= 0, 得 到 f(0) = 0. 
在 人 中 令 > = 0, 得 到 


zz) = (OFz)) rzrER © 
将 上 式 改 写成 
fx) = zi3( f(r3)) ,rER @) 


可 见 , 当 x 守 0 时 ,f(xz) 宇 0; 当 zxz 志 0 时 ,f(x) 声 0. 
令 S=iala>S0H flar) = af(zx),r € R|, 
量 然 1 € S. 
下 面 我 们 先 证 明 若 a € S, 则 a3 € Ss. 
事实 上 ,者 aeE S$S, 则 由 @ 和 S 的 定义 有 
ar( f(z)) = ez3) = flar3) = f( (a3r)3) 
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= a3x( f(a3xr))2, 
约 去 公 因 式 , 得 到 
Ca3f(1))? = (f(a3xr))2, 
由 于 f(x) 与 + 广义 同 呈 ,f(a3x) 与 43x 广 义 同 号 , 即 与 x 广义 同 号 ， 
因此 
a3 f(x) = f(a3x),x ER, 地 
即 a3 ES. 
我 们 接着 青 证 车 a,b5 € S, 则 a + bE S. 
事实 上 ,着 aa,pE 5S, 则 利用 @ ~ @, 可 得 
Ca + 6b)z) 
= f(a3r3)3+ (bp3r3)3) 
1 1 341 1 1 1 1 
= (a3xr3+ bb3r73)1(f(a3r3))*— f(asr3). 
fo3z3)+ CfC0I3r3))2i 
1 1 1 2 1 2 上 
= (a3+tpb3) 7z3， (aa-a3 b3+63). (f(r3))? 
==(a+p).， f(xr),r ER, 
所 以 有 at+pogES. 
因为 1 € S$S, 所 以 1+1= 2E€ 5S, 依 此 类 推 ,可 知 任意 自然 数 
n 6E S. 特别 地 ,有 1996€ S, 即 Al1996zr) = 1996f(x). 
6. 177 (a) 是 否 存在 明 数 f;R 一 尺 ,g:R 一 民 R, 使 得 对 所 有 的 x 
EE R, 有 
f(g(x)) = x*,g(f(x)) = 39 
(5) 是 否 存 在 图 数 f:R 一 尺 ,g:;R 一 RR ,使 得 对 所 有 的 x EE R, 有 
f(g(x)) = xr,g( f(x)) = x 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[ 解 ] (a) 如 果 这 样 的 函数 f,g 存在 ,由 
g(f(x))= x / 
可 知 ,zi 天 省 时 , f(x1) 天 大 (zy ). 
因此 , F0) ,Fl1),A=- 1) 是 三 个 不 同 的 实数 . 
万 一 方面 ,由 题 设 要 求 , 可 得 
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(fx) = f(g(f(7))) = f(x°), 
将 x = 0,1, 一 1, 分别 代入 上 式 , 得 
(f(0))* = f(0), 
(f(1))* = f(1), 
(f(-1)) = f(- 1). 
因此 f(0),f(1),f(-- 1) 最 多 取 两 个 实数 值 0 或 1 ,矛盾 . 
故 这 样 的 f,g 不 存在 . 
(5) 这 样 的 函数 f,g 存在 .可 构造 下 面 的 例子 . 
先 对 区 间 (1, + 吕 ), 试 着 寻找 下 ,G:(1, + co)-> (1, + co), 满 足 
F(G(x)) = rx,G(F(r)) = xi,r >1 个 
注意 到 对 数 可 把 平方 运算 变 为 加 倍 运算 , 把 加 倍 运算 (或 乘 以 任 
何 常数 的 运算 ) 变 为 位 移 一 个 常数 ,于 是 对 于 x E (1, + co ) ,我 们 有 
iog2 jogz F(G(x)) = 1 + iog logs x， 


汪 当 广 


logz logG (F(x)) = 2 + log; logsx， 


F(G(z)) = 2 
GCF(Cx)) D2 ee 
今 
F(x) 2 "ee" 
G(x) = 2 
则 
F(G(z)) = 22 ee 
GF(2)) = 2 ee 
于 是 a ,b,c,d 应 满足 
bd = 1 
ad+ap=1 
c+ da = 2, 
这 个 方程 组 的 解 很 多 . 取 其 中 一 个 解 
1 . 
=H :d=2,a=1l,c=0 
于 是 有 
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Le ke， 
FUz) = 2 3 E(1,+oo)i 


G(Ur) = 2 GE(L+oo). 
显然 它们 满足 四 ,并且 它们 还 可 以 简化 成 
F(xr) = 2V Per G(x) 二 24oez) ,zx 所 (1， + co ) . 
剩 下 的 工作 是 把 它们 的 定义 域 扩展 到 R. 为 此 ,我 们 定义 
F(x) rE(l,+%), 





F(x) = F( 工 7” E (0,1)， 


1 = |]1; 








G(x) rE€ (1l,+%), : ‘ 
~ 1 机 
G(X) = G( 一 ) + € (0,1), 
7 
1 T= 1. 
接着 再 定义 
F(x!l) xz€ER\VIO, 
f(x) = | = 0; 
(2) = G(ix|) zzE RNAiO 
B77 0 = 0. 


则 容易 验证 ,f,g 符合 (5) 的 条 件 . 

6.178 设 R 是 全 体 实 数 的 集合 ,R' 是 所 有 正 实数 组 成 的 子 集 
合 . ax,8 是 给 定 实数 ,寻找 所 有 函数 f:R'-~> RR ,使 得 对 R!' 内 所 及 和 
y, 有 


fx) fy) = yf (TF)+ ef() 


(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 在 题目 所 给 的 函数 方程 中 , 令 y = x ,得 
XY ( f(x))? 
| 2 )- T+ UV 
在 中 中 把 z 改写 为 y, 得 
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e 六 六 


2 


/2)= SF 


© 


把 DO 和 @ 代 人 原 函 数 方程 ,得 





f(x)* f(y) = 元 
在 上 式 中 交换 x 和 y 的 位 置 ,得 


十 友 





(f(y))} ©® 





x 
+ 






AW) = Ff) + (f(a) © 





y+ 
蝎 + 由 得 
2f(x)f(y) = 2 + (A) 
去 分 母 ,得 
2(0z+ UN) COX+Y)Az) 


= (yy + PFT + Cr + wh) (fy)), 
(ze + 8) fy) = 0， 
flx) f(y) 


即 ((y¥ + f(r)-— 


在 上 式 中 , 令 y = 1 一 ”= 


f(x) = A(x* + 7) 
车 = 0, 则 f(x) = 0 显然 是 原 函 数 方 程 的 一 个 解 . 
若 4 关 0, 先 考虑 a 关 B 的 情况 . 


此 时 ,我 们 有 


f(y) = A(¥ + ), 


/全 = 性) 


(= 


代入 原 函 数 方程 ,得 


A (x tx)(y + yy) 


= (3) + 


862 


.证 


下 六 各 (人 位) (全 ) ) Faz 
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0, 上 式 两 端 同 乘 以 一 ,并 整理 得 

1 1 。 1 
CHE Se Ce + (2 jj = 0. © 
不 妨 设 a > Bla < 8 时 ,完全 类 似 地 可 证 )， 
上 式 两 端 同 乘 以 -7 得 


(二 + C7 = 0. 


A 二 一 
2° 第 
将 上 式 代 入 四 得 六 
1 1 。 1 1 函 章 
tt (B= 0 数 


在 上 式 中 令 > = y, 并 在 两 端 同 乘 以 -名 ,得 
_1 ,el ,pp 去- 六)- 
2 2 2 222) 
,1 1 
令 y 了 0, 得 站 -7 = 0, 政 盾 . 
这 就 是 说 , 若 和 和 关 0, 必 有 wa = 8. 
下 面 考虑 4 关 0, 有 日 a = 8 的 情况 .此 时 ,我 们 有 
f(x) 一 2Ar’, 
f(y) = 24y,， 


/人 全)=2 人 二) 


/这 )= 2 全 
将 以 上 四 式 代 和 人 原 函数 方程 ,得 

4)27zew = 2I-axzey + 21-oray ， 
从 而 有 

412 = 2 2， 
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h 尖 太 


由 于 4 关 0, 因 此 
即 此 时 函数 方程 有 解 
f(x) = 2 °°. 
综 上 所 述 ,函数 方程 当 w 夭 8 时 仅 有 一 个 解 Az)=0; 而 当 w = B 
时 有 两 个 解 , f(x) = 0 和 f(x) = 2 “ze. 
6，179 ， 求 所 有 函数 f:R 一 R, 使 得 
xf(x)— yfly) = (rx -yflr ty). 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 》 
[ 解 ] 若 f 是 实 常 值 函 数 , 即 f(x) 恒 等 于 某 个 实 常数 5b, 那么 显 
然 适 合 给 定 的 函数 方程 . 
设 f 不 是 实 常 值 消 数 . 
记过 两 个 点 (x, f(x)) 与 (y, f(y)) 的 直线 为 1,,，. 
Ly 的 直线 方程 为 


y — 矿工 ) _ fly)— f(x) 
工 ” 一 工 4 l 
其 中 (x " ,y ) 是 直线 1,.,， 上 流动 点 的 坐标 .由 题目 条 件 可 得 
(xz— yt yx) yy) = (x yf r+ y), 
yflr)— fy)) = (x -yflrt+y)— fr)), 
当 y 关 0 时 ,有 
f(z+y) = fr) _ fr) fy) 
(Xx+y)—x T—y 
因此 点 (x + y, f(x + y)) 在 直线 71, 上 . 

设 z+ 关 0, 则 利用 上 面 的 结论 可 知 ,在 直线 1,,, 上 ,有 点 (3x， 
f(x)) (4x, f(r)) ,ee ,(nrx ,了 (nr)),n ENN. 同 理 ,在 直线 /, >, 上， 
有 点 (ny,f(ny)),n € N. 

因为 点 (z + y,f(x + y)) 在 直线 /上 ,所 以 

br,y hr,rty S by,rty: 
由 此 可 知 , 在 直线 1,,,， 上 有 点 
(2z + y,f(2r + y)),(2y + x, f(2y + x)). 
又 因为 2， 上 有 点 (2z + y,f(2x + y)), 所 以 (2x,f(2x)) 在 
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.24+y 上 , 即 在 4;,、 上 .所 以 
br,y SE hr,27. 
同 理 
1 = Ly. 
记 ! = 4,y; 因 为 x 关 0, 取 y= 一 z+,x +y 二 0, 所 以 直线 1 上 有 点 (0， 
了 (0)). 因 此 ,对 于 任 一 实数 zx, 点 (x ,f(x)) 在 这 条 直线 :上 .于 是 有 实 
数 a ,5b 满足 
f(x)= ar+b,aA0. 
容易 验证 , 当 f(x) = axr + 65,a 关 0 时 ， 适合 题目 所 给 的 函数 方 
程 . 
综 上 所 述 , 适 合 所 给 陋 数 方程 的 所 有 孙 数 为 
f(x)=artb, a,bER. 
6 . 180 ”确定 所 有 的 函数 f:R 一 R, 其 中 R 是 实数 集 ,使 得 对 任 
意 x,y ER, 悟 有 
fir f(y)) = ff(y)) + rf(y) + f(r)-1 
成 立 . 
(第 40 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1999 年 ) 
[ 解 ] 记 
A= Imf 
为 图 数 f 的 像 集合 ,并 记 
f(0)= “. 
在 给 定 函 数 方 程 中 , 令 z = y = 0, 有 
fl(-c)= Fc)+c 一 |， 





所 以 
CC 天 (0. 
在 给 定 上 郑 数 方程 中 , 令 x = = A»), 有 
f(0) = f(x)+ x + f(r)-1, 
即 


2 
f(z)= -rEA OD 


在 给 定 函 数 方程 中 , 令 y = 0 有 有 
f(r—-c)= fl(c)+cecrt+ f(x)-1, 
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即 

flr—-e)- f(x)= crt+f(c -lr€ Rk. 
由 于 c 关 0, 因此 

ler+ f(c)-1lx€ERI=R, 
从 而 有 

{f(r-c)- f(r)lrE RI=R. 
由 于 式 可 知 ,对 于 任 一 实数 z, 都 存在 = f(x* -~-c) 和 y= f(x )， 
使 得 x = yi 一 y2. 再 由 中式, 得 

f(x) = f(y1— y2) 

= f(y2) + yy + fly) -1 


_ctl 下， ctl _ A) 
~” 2 2 1.y2 2 7 


六 





=c— pi — y2) 
x” 
= c- 刁 ， 
即 
zx? 
f(x)=c- 7 rER. © 
比较 四 和 四 ,得 
c= 1. 
于 是 ,有 
2 
f(z)=1-7, +ER ® 
反 过 来 ,容易 验证 函数 @ 满足 题目 的 条 件 . 因此 ,所 求 的 函数 为 
@. 
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7 1 一 张 圆桌 边 有 9 把 椅子 ,4 人 随机 地 就 坐 , 问 没 有 两 人 相 邻 
的 概率 是 多 少 ? 

(新 加 坡 中 学 数学 竞赛 ,1987 年 ) 

[ 解 ] 第 一 个 人 可 坐 任意 位 置 , 其 余 三 人 总 共有 8 .7.6 种 围 坐 方 
法 . 

另 一 方面 , 符 要 求 没 有 两 人 相 邻 ,那么 第 一 个 人 可 坐 任 意 位 置 ,其 
余 3 人 按 顺 时 针 间 隔 相 坐 有 6 种 方法 ,最 后 多 余 一 把 椅子 可 以 有 4 个 位 
置 ,这 样 方法 总 数 是 4 .6 = 24. 

1 
6 14- 
7 .2 在 集合 ]- 3， 人 -地 0, 广 沁 寺 ,2 中 不 放 回 地 取 
两 个 数 , 求 所 取 两 个 数 为 一 对 正 交 直线 斜率 的 概率 . 
(美国 Mathcounts 数学 竞赛 试题 ,1988 年 ) 
[ 解 】 两 个 数 为 一 对 正 交 直 线 的 斜率 , 即 两 个 数 的 乘积 为 - 1. 满 


足 这 个 条 件 的 数 对 有 : -3 和 二 ， _ 和 二 ，- 了 和 2, 共 3 对 . 


8 XJ 
2 








4 
$ 
在 8 个 数 中 取 两 个 数 ,共有 C3 = SX - 28 种 取 法 , 故 所 求 概率 
为 二 

7 .3 ”抛掷 一 个 硬币 ,每 次 正面 出 现 得 1 分 ,反面 出 现 得 2 分 , 斌 
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好 ce 汶 





各 次官 


证 恰好 得 到 ) 分 的 概率 是 二 | 2 + (- 二 ) | 
(第 12 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] 令 p 表示 恰好 得 到 分 的 概率 . 
不 恰好 得 到 n 分 的 惟一 情况 是 得 到 -1 分 以 后 再 掷 出 一 次 反面 . 
因为 “不 恰好 得 到 分 ”的 事件 的 概率 是 1 - p,,“ 恰 好 得 到 及 -1 


分 ”的 概率 是 六 ,“ 掷 出 一 次 反面 ” 的 概率 是 二 ,所 以 有 





1 -pr = 六 pr 
_2__ 1 :i__ 1 -三 
pn 3 一 2 Pn-! 3 一 7 Pn-!1 3 3 
< ， 42_ 1 2 上 J 1 
于 是 bp 一 地 | 是 以 pi - 3>F- -3-5 为 首 项 ,以 ; 
为 公 比 的 等 比 数列 . 
2 1 1 n—l 

"3 5 Ca 

7 .4 sh rap 三 角形 阵 . 设 


M, 为 第 上 行 (从 上 往 下 ) 的 最 大 数 , 试 求 Mi < M2 < … < M, 的 概率 . 


(第 22 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 】 记 所 求 概率 为 p,, 则 pi = 1. z 
对 于 +1 行 的 表 ,最 大 数 下 + 人 2 应 在 第 n+1 行 ,其 概 
率 为 


1 十 1 四 
(nt+1l)(n+2) n+2° 
2 





然后 可 任意 地 填 满 第 + 1 行 ,最 后 余下 的 于 个 数 填 人 前 


4 行 .符合 要 求 的 概率 为 ps 故 包 : = 一 一 思 


所 


(n+)! 
7. 5 把 一 枚 质地 均匀 的 硬币 抛掷 5 次, 正面 朝 上 恰 为 一 次 的 可 


能 性 不 为 0, 而 且 与 正面 朝 上 恰好 二 次 的 概率 相同 . 
令 既 约 分 数 下 为 硬币 在 5 次 抛掷 中 有 3 次 正面 朝 上 的 概率 , 求 
i + 7 的 值 . 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 令 > 为 掷 硬币 一 次 正面 朝 上 的 概率 , 则 在 ”次 掷 硬币 中 ,有 
kk 次 正面 朝 上 的 概率 为 : 
CA — nt 
由 题 意 ,可 得 方程 
Clr(1 -7)4 = Csr’(1 ~ rr}. 


解 得 += 0 二 或 1 


若 蔓 
媳 cf 种 


由 题 意 , 概 率 不 为 0 或 上 因此， = 本 


并 且 $ 次 掷 中 3 次 正面 朝 上 的 概率 为 
。 3 2 
-na 10. (二) (2 = 名， 

所 以 i + j = 283. 

7 6 假设 一 个 随机 数 选择 器 只 能 从 1,2,…,9 这 九 个 数字 中 选 
一 个 ,并 且 以 等 概率 作 这 些 选 择 . 试 确定 在 ”次 选择 (”> 1) 后 , 选 出 
的 个 数 的 乘积 能 被 10 整除 的 概率 . 

(第 1 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 

[ 解 ] 为 使 选 出 的 :个 数 的 乘积 能 被 10 整除 ,其 中 至 少 有 一 次 选 
择 $, 并 且 至 少 有 一 次 选择 偶数 2,4,6,8 之 一 . 

设 事件 A 表示 没有 一 次 选择 5, 事 件 B 表 示 没 有 一 次 选择 偶数 , 约 
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nt 


定 p(E) 表示 事件 EE 的 概率 . 则 所 求 的 概率 是 1 一 P(A U B), 从 而 有 
1~ p(A UB) 
=1-p(A)- p(B)+ p(tA NB) 
8 n 4 Er 4 要 
.=1-(5) - (3) +(s) 
8"*+5"~4" 
= 1 一 ————. 
9 
于 是 选 出 的 ”个 数 的 乘积 能 被 10 整 除 的 概率 为 1 一 一 
7 :7 在 给 定 的 圆周 上 随机 地 选择 A, B,C,D,EE,F 六 个 点 ,这 
些 点 的 选择 是 独立 的 , 而 且 相 对 于 弧 长 而 言 是 等 可 能 的 . 求 三 角形 
ABC ,三 角形 DEF 不 相交 ( 即 没有 公共 点 ) 的 概率 . 
(第 12 届 美国 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 注意 到 分 布 在 圆周 上 的 六 个 不 同 的 点 的 循环 排列 数 为 
ps = 5! = 120. 
并 且 由 于 分 布 的 对 称 性 ,这些 排列 有 相同 的 概率 ,其 中 三 角形 ABC 和 
三 角形 DEF 不 相交 的 不 同 的 排列 数 是 
p3* p3= 3!x3!= 36. 
这 是 由 A ,B,C 的 内 部 顺序 和 也 、E\F 的 内 部 顺序 决定 的 . 
因此 ,三 角形 ABC 与 三 角形 DEF 不 相交 的 概率 是 : 


7*8 车 任意 从 10” 的 正 约 数 中 选取 一 个 , 它 正好 也 是 108 的 售 


数 的 概率 为 一 ,其 中 m 和 nn 互 质 , 求 m+. 


(第 6 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 10” 的 约 数 都 具有 
2° .58 
的 形式 ,其 中 a 和 5 满足 0 委 a 委 99,0 委 5 二 99. 
因此 10 有 
(99 + 1)(99 + 1) = 100 x 100 
个 正 约 数 . 
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在 这 些 正 约 数 中 ,要 成 为 10% = 2%. 53 的 倍数 必须 满足 
88 三 a 三 99,88 达 5 奈 99. 
即 a 和 65 各 有 12 种 选择 . 
因此 所 求 的 概率 为 : 
m 12x12 9 


所 以 m+n = 625+9 = 634. 
7. 9 一 个 园丁 要 把 三 棵 枫 树 ,四 棵 橡树 ,五 棵 桦 树 栽 成 一 行 , 他 


随机 地 确定 这 些 树 的 排列 顺序 ,各 种 不 同 的 安排 都 是 等 概率 的 . 用 一 


表示 任何 两 棵 桦 树 都 不 相 邻 的 概率 (化 成 最 简 分 数 以 后 ), 求 m + nn. 
(第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1984 年 ) 
[ 解 ] 12 棵 树 的 不 同 排列 顺序 共有 121 种 . 
共有 7 棵 非 桦 树 (3 棵 根 树 和 4 棵 橡树 ) ,为 使 任何 两 棵 桦 树 不 相 
邻 ,可 把 5 标 桦 树 放 在 非 桦 树 的 空 档 中 ,由 于 7 梯 非 桦 树 共有 8 个 空 档 ， 
所 以 5 棵 桦 树 的 安排 方法 有 
pi=8x7x6x5x4( 种 ). 
而 7 棵 非 桦 树 的 排列 方法 有 pI = 7!( 种 ). 
因此 任 两 棵 枇 树 不 相 邻 的 排 法 共有 
71.8x7x6x5x4( 种 ). 
于 是 所 求 的 概率 是 
71 .8x7x6XxSx14 
121 -9 


其 草 
攻 cr 汪 


7 


ee 


心 


m 7 
即 0: 

m+n= 99+7= 106. 

7. 10 某 艘 渔船 未 经 外 国 允 许 在 该 国 领海 上 捕 鱼 ,每 撒 一 次 

网 将 使 该 国 的 捕 鱼 量 蒙受 一 个 价值 相同 的 损失 .在 每 次 撤 网 期 间 渔 
船 被 外 国 海岸 巡逻 队 拘 留 的 概率 等 于 1 人 ,这 里 & 是 某 个 国家 的 自 
然 数 .假定 在 每 次 撤 网 期 间 由 渔船 被 拘留 或 不 被 拘留 所 组 成 的 事件 
是 与 其 前 的 捕 鱼 过 程 无关 的 . 若 渔 船 被 外 国 海岸 巡逻 队 拘 留 , 则 原 
先 捕获 的 鱼 全 部 没收 ,并 且 今 后 不 能 再 来 捕 鱼 .船长 打算 捕 完 第 
网 后 离开 外 国 领海 . 因为 决 不 能 排除 渔船 被 外 国 海岸 巡逻 队 拘 留 的 
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绩 冰 证 


可 能 性 ,所 以 捕 鱼 所 得 收益 是 一 个 随机 变量 . 求 数 ”使 捕 鱼 收益 的 
期 望 值 达到 最 大 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 


[ 解 ] 渔 册 第 一 次 搬 网 时 没 被 拘留 的 概率 等 于 1 - 一 ,因为 每 次 
后 网 期 间 被 拘留 或 未 被 拘留 的 事件 是 独立 的 ,所 以 撒 了 ”次 网 而 未 被 


拘留 的 概率 等 于 (1 - 一 ). 因此 , 撤 n 次 网 收益 期 望 值 等 于 


fln) = wn (1- 记 )， 0 
这 里 ww 是 撒 一 次 网 的 收益 
问题 归结 为 确定 使 /() 达到 最 大 值 的 自然 数 n， 


由 Fn2) 的 表达 式 个 知 
. n+l 
fln+1)= wont )(I -二 | 


二 

遍 | 
(k—1) 
k 


因为 1+ 一 一 之 1 等 价 于 k~1-n 之 0 或 n 志 hk 一 1, 因 


此 | 
f(an+ D> fn),Sn = 1,2,…,k -2 时 ; 
fln+1)= fl(n), 当 n=k-1 时 ; 
flnt+1)< fln), 当 nn = ,kt+1,.… 时 . 
因此 , 当 n = 有 -1 时 f 达 到 最 大 值 . 
7 11 设 正四 面体 的 四 个 顶点 是 A, B,C,D, 各 楼 长 度 为 1 米 .， 
有 一 个 小 虫 从 A 点 开始 按 以 下 规则 前 进 :在 每 一 个 顶点 处 用 同样 的 概 


率 选 择 通过 这 个 顶点 的 三 条 棱 之 一 ,并 一 站 疏 到 这 个 棱 的 尽头 , 设 它 疏 


了 7 7 米 以 后 恰好 位 于 顶点 A 的 概率 是 


= 0 
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求 n 的 值 . 
(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 1] 设 a, 表示 小 虫 走 过 n 米 后 又 达到 A 点 的 概率 (nn = 0,1， 
2 .…)， 
套 小 虫 朴 过 于 - 工 米 而 不 在 4A 点 , 则 概率 是 


1 一 dn-l， 


而 从 A 外 的 一 点 向 A 疏 来 的 概率 是 一 ,因此 有 


Cr = 本 Go) QD 
又 知 ao = 1, 即 小 虫 从 A 出 发 ,我 们 可 以 逐步 由 算出 
1 2 7 
a 0,02 = 34037 904 37 1 
2 6 18 概 章 
5 85 243777 729 | 率 
n 182 、 
由 7 729 ”729 
得 n 二 182. 
[ 解 2] 也 可 由 人 @ 求 出 a, 的 通 项 公式 


1 了 (一 让 

0 nT 4 3/ ， 
182 
算出 47 ”729 
从 而 7 = 182. 


7， 12 对 一 个 由 互 不 相同 的 实数 组 成 的 已 知 序列 ri ,ra ,r;,…， 
rn ,进行 一 次 操作 是 指 将 其 第 二 项 与 第 一 项 比 , 当 县 仅 当 第 二 项 较 小 
时 ,将 它们 互 换 位 置 ; 如 此 继续 下 去 ,直到 将 最 后 一 项 与 它 新 的 前 一 项 
比 , 当 且 仪 且 最 后 一 项 较 小 时 ,将 它们 互 换 位 置 ,例如 下 图 显示 了 序列 
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e 泪 方 


1,9,8,7 是 如 何 通 过 一 次 操作 转换 成 序列 1,8,7,9 的 .每 步 所 比较 的 两 
数 用 “一 一 -” 在 它们 下 面 标 出 . 


一 列 递 增 序列 . 
现 假设 n = 40, 且 rj,r;,…,ra 互 不 相同 , 并 随机 地 排列 , 设 


二 (县 约 分 数 ) 表示 通过 一 次 操作 将 原来 第 20 项 (720) 换 至 第 30 项 的 


概率 , 求 p + g 的 值 . 
(第 $ 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 我 们 注意 这 样 一 个 事实 : 
按 题 中 定义 的 操作 对 任 一 序列 
六 

施行 一 次 后 ,最 后 一 个 数 必然 是 序列 中 最 大 的 一 个 数 . 

因此 ,在 一 个 初始 序列 

了 1729 7720 309 1 六 40 中 , r20 要 通过 一 次 操作 换 
到 第 30 个 位 置 的 充 要 条 件 是 : 
在 前 31 个 数 -~ ;72 ,30;731 中 ，,r3l 是 最 大 的 一 个 数 ， r20 是 仅 小 于 
ral 的 第 二 个 大 的 数 . 
， 轧 291 1 1 

改 所 求 概率 为 : = 3 TH 0 

所 以 户 +g = 931. 

7 13 某 生物 学 家 想 要 计算 湖 中 鱼 的 数目 ;在 5 月 1 日 他 随机 
地 捞 出 60 条 鱼 并 给 它们 做 了 标记 ,然后 放 问 湖 中 ,在 9 月 1 日 他 又 随 
机 地 提 了 70 条 和 鱼 , 发 现 其 中 有 3 条 有 标记 ,他 假定 在 5 月 1 日 时 湖 中 
的 鱼 有 25% 在 9 月 1 日 时 已 经 不 在 湖 中 了 (由 于 死亡 或 移居 ),9 月 1 
日 湖 中 的 鱼 的 40% 在 5 月 1 日 时 不 在 湖 里 (由 于 新 出 生 或 刚刚 迁 人 人 
湖 中 ), 并 且 在 9 月 1 日 迭 的 鱼 能 代表 整个 湖 中 鱼 的 情况 , 问 5 月 1 日 
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湖 中 有 和 多少 鱼 ? : : 
(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
` [ 解 ] 在 5 月 1 日 作 标 记 的 60 条 鱼 , 在 9 月 1 日 还 在 湖 中 的 可 能 
有 
60(1 一 25%) = 45( 条 ). 
这 45 条 鱼 中 , 捞 出 3 条 有 标记 的 鱼 , 所 以 捞 出 的 有 标记 的 鱼 占 整 
个 有 标记 的 鱼 的 2 = 到 
这 三 条 有 标记 的 鱼 是 在 迭出 70 条 鱼 中 发 现 的 ,而 70 条 鱼 中 有 
60% 的 鱼 5 月 1 日 在 湖 里 , 即 在 5 月 1 日 在 湖 里 的 有 : 
70(1 - 40% ) = 42( 条 ). 
于 是 9 月 工 日 的 湖 中 有 5 月 工 日 的 鱼 共 


、 工 
42 二 15 = 630( 条 ). 


而 5 月 1 日 的 鱼 中 只 有 (1 - 25% ) 的 鱼 是 9 月 1 日 湖 中 的 鱼 , 设 5 月 1 
日 湖 中 有 z 条 鱼 , 则 
rx(1 ~ 25%) = 630, 
zx 二 840( 条 ). 
所 以 5 月 1 日 湖 中 有 840 条 鱼 . 


7 . 14 一 个 均匀 的 硬币 投掷 十 次 , 令 了 为 正面 不 连 着 出 现 的 概 
率 ,其 i .j 无 公 因 数 , 求 7+j. 
(第 8 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1990 年 ) 
[ 解 ] 投 十 次 硬币 ,正面 不 连续 出 现 的 可 能 性 有 如 下 各 种 情 


协 草 
和 


况 : 

10 次 都 是 反面 的 可 能 性 有 1 种; 

9 次 是 反面 ,1 次 是 正面 的 可 能 性 有 Cio 种 ; 

8 次 是 反面 ,2 次 是 正面 , 则 正面 不 连续 的 可 能 性 只 能 把 出 现 这 两 
次 正面 的 投掷 插入 8 次 反面 投掷 的 空当 之 中 ,所 以 有 G3 种 可 能 ; 

同样 ,7 次 反面 ,3 次 正面 有 G3 种 可 能 ; 

6 次 反面 ,4 次 正面 有 C4 种 可 能 ; 

5 次 反面 ,5 次 正面 有 Gi 种 可 能 . 
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3 站 


而 不 大 于 4 次 反面 的 投掷 中 ,不 会 出 现 正面 都 不 连续 的 情况 . 
又 因为 十 次 投掷 硬币 共有 2 = 1024 种 可 能 . 
所 以 所 求 的 概率 为 
i 1+Cio+C+Ca+C +Ci 
7 1024 
144 


02 
9 
= 机， 
于 是 i+t+ j= 73. 

7. 15 在 一 个 给 定 的 正 2n + 1 边 形 的 项 点 中 随机 地 选取 三 个 
不 同 的 项 点 ,如 果 一 切 这 种 取 法 的 可 能 性 是 相等 的 . 求 这 个 正 多 边 形 的 
中 心 位 于 随机 所 取 的 三 点 构成 的 三 角形 内 部 的 概率 . z 

(第 2 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 

[ 解 ] 先 固定 三 角形 的 一 个 项 点, 记 为 
po ,在 po 两 侧 的 顶点 依次 记 为 pi1, jp， 户 
Rp-i, p22," Pp- 

要 使 正 多 边 形 的 中 心 在 三 角形 的 内 部 ， 
必须 且 只 需 三 角形 的 其 余 两 顶点 一 为 p(k 
>0), 一 为 pj,(m>0), 有 k++m>n. 

因此 对 于 每 一 个 固定 的 ,这 样 的 三 角 
形 共 用 个 : 

Spoprp-(n-pty) ,SO popep-(n-k+2),"", 
全 poprp_,.( 取 1,2,… ,1), 则 


fr 
~、 


P. no 





YE =T1+2+. + "2 
因为 共有 2n + 工人 个 项 点 ,所 以 含有 正 多 边 形 中心 的 三 角形 共有 
(2n + Dntn+1) (22+1) 2 (za+1) 
2x3 6 
个 ,而 由 2n + 1 个 顶点 组 成 的 所 有 三 角形 共有 
C3,,, = (22 + 1) :2nx.: (27 一 D 


因此 所 求 的 概率 为 
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(27 + I)n(n+ 1) 
6 n+l 
(2n +1). 22 2x -1) 2C2n -1) 
6 
7 . 16 ”一 副 纸 牌 共 有 N 张 ,其 中 有 三 张 A, 现 随机 地 洗 牌 (假定 
纸牌 可 能 的 分 布 都 有 相等 的 机 会 ) ,然后 从 顶 上 开始 一 张 接 一 张 地 翻 
牌 ,直到 翻 到 第 二 张 A 出 现 为 止 .求证 翻 过 的 纸牌 数 的 期 望 (平均 ) 值 


N+l 
是 -> 





(第 4 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 设 ,zzz 表示 三 张 4 在 任 一 分 发 中 由 上 数 起 的 位 置 ， 
即 三 张 A 依次 是 第 ri 张 . 第 rz 张 和 第 x; 张 . 
那么 这 种 分 发 的 逆 分 发 , 即 从 最 后 一 张 牌 发 起 ,那么 第 二 张 A 在 
序列 中 的 位 置 是 
XT» N+1- 2 
于 是 不 管 N 是 奇数 还 是 偶数 ,平均 位 置 是 
z2+(N+1l1-x) N+l 
a 
显然 这 就 是 所 求 的 翻 过 的 纸牌 数 的 期 望 值 . 
7 .17 父亲 .母亲 儿子 决定 举行 某 种 游戏 的 家 庭 比赛 ,每 局 由 
两 人 参加 ,没有 和 局 . 因为 父亲 是 最 弱 手 ,所 以 让 他 选 定 第 一 局 的 两 个 
参加 者 .每 局 获胜 者 与 未 参加 此 局 比赛 的 人 进行 下 一 局 的 比赛 ,在 比赛 
中 某 人 首先 获胜 两 局 就 算 取得 锦标 . 如 果 儿 子 是 最 强 的 ,那么 从 直观 上 
看 ,父亲 若 决 定 自 己 与 母亲 进行 首 局 比赛 将 使 他 获得 锦标 的 概率 最 大 . 
斌 证 这 种 策略 确实 是 最 优 的 (假定 任 一 选手 每 局 战胜 其 他 选手 的 概率 
在 整个 比赛 过 程 中 不 变 ). 


其 得 
Cr 


(第 3 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 
[证 ] 设 下 .M.S 分 别 表示 父亲 .母亲 和 儿子 .又 用 记号 W > L 
表示 某 一 局 W 战胜 L. : 
如 果 瑟 与 M 进行 首 局 比赛 ,那么 对 于 下 述 三 种 相互 独立 的 情况 的 
任 一 种 ,下 总 能 获得 锦标 : 
(1 )F>M,F>S; 
(2) F> M,S>F,M>S,F>M; 
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(3) M>F,S>M,F>S,F>M. 
如 有 果 下 与 S 进 行 首 局 比赛 ， 与 上 面 的 情况 类 似 ， F 在 下 列 三 种 情况 
下 的 任 一 种 可 以 获得 锦标 : 
(4) F>S,F>M; 
(SYF>S,M>F,S>M,F>S; 
(6) S>F,M>S,F>M,F>S. 
如 果 M 与 S 进行 首 局 比赛 ,那么 下 在 以 下 两 种 情况 的 任 一 种 可 以 
获得 锦标 : 
(7 ) S>M,F>S,F>M; 
(8) M> S,F > M,F > 5S. 
设 F > M 的 概率 为 FM ,其 余 类 推 . 
”注意 到 FM + MF = 1. | z 
i 下 与 M 进行 首届 比赛 ,那么 下 获 锦标 的 概率 是 
= (FM. FS)+ (FM. SF.MS.FM)+(MF.SM.FS. 
FM). 
如 果 下 与 $ 进行 首 局 比赛 ,那么 下 获得 锦标 的 概率 是 
= (FS. FM)+(FS.MF.SM.FS)+(SF. MS.FM.FS). 
如 果 M 与 $ 进行 首 局 比赛 ,那么 下 获得 锦标 的 概率 是 
Ps = (SM .FS . FM) + (MS .FM . FS) 
= FS . FM(SM + MS) 
= FS . FM. 
显然 ”Ps < min| Pay .Ps 
下 面 比较 Ppw 和 Pes. 
Pey — Prs = (FM SF . MS. FM) + (MF. SM .FS .FM) 
- (FS. MF. SM. FS)- (SF. MS. FM .FS) 
= (FM — FS)(SF. MS. FM+ MEF. SM.FS). 
由 于 S 是 最 强 的 , FM > FS， 
所 以 ”Pew > Prs. 
即 下 与 M 进行 首 局 比赛 的 策略 是 最 优 的 . 
7，18 ”给 定 三 个 全 等 的 面 山 子 ,它们 的 对 应 面 标 上 同样 的 任 
意 整数 .证 明 如 果 随 机 投掷 它们 ,那么 向 上 的 三 个 面 上 的 数字 之 和 能 被 
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3 整除 的 概率 大 于 或 等 于 一 
(第 8 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 设 色 4 面 钥 子 上 有 no 个 面 上 的 整数 能 被 3 整除 ,有 i 个 面 上 
的 整数 被 3 除 余 1, 有 ?2 个 面 上 的 整数 被 3 除 余 2. 其 中 
20 之 0,71 之 0,77 之 0， 
no nyt+ n> 二 nn. 
先 考虑 迫 散 子 的 一 切 可 能 结果 . 
由 于 是 随机 投掷 ,因此 每 一 个 贷 子 都 可 使 n 个 面 的 任何 一 个 面向 
上 ,及 种 结果 ,又 由 于 每 个 观 子 都 是 互相 独立 的 ,所 以 掷 仍 子 的 一 切 
可 能 结果 的 种 数 是 
7 二 3 二 (MI 十 7 十 713)3. 
再 考虑 向 上 三 面 整数 之 和 能 被 3 整除 的 各 种 可 能 的 种 数 有 下 面 7 
种 情形 ， 
三 个 数 都 是 3 的 倍数 ,共有 nj 种 ; 
三 个 数 都 是 被 3 除 余 1 的 数 , 共 有 种 ; 
三 个 数 都 是 被 3 除 余 2 的 数 ,共有 nn 种 ; 
一 个 数 是 3 的 倍数 ( 共 6 种) ,一 个 数 是 被 3 除 余 1 的 数 ( 共 mi 
种 ) ,一 个 数 是 被 3 除 余 2 的 数 ( 共 ,种 ), 并 考虑 所 有 不 同 顺 序 , 则 共有 
p3nonin2 = 6non172 种 . 
于 是 三 个 数 之 和 被 3 整除 的 各 种 结果 总 数 为 
jn 十 7 十 1 + 6nonin2. 


因此 ,所 求 事情 的 概率 是 


3 3 .3 
110 十 1 十 n+ 972071712 


如 得 
如 oF 小 


p 一 
(no 十 1 十 n2) 


、 、 ] 、 
下 面 我 们 证 明 户 之 本 , 即 证 明 
4(7n 十 7 十 71 +6nonns) 守 (not+ n+ ny) 


3 
2 
> + 6n 11172) 一 (x0 十 + n2)3 
2 ONIN2 如 0 nl 用 2 


3 3 
4(79 十 1 十 天 


3 3 3 2 2 
= 34720 十 1 十 n+ 6nonnz — nonl — non, 一 nins 一 nin?— 
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2 “】 
11270 一 N27 


3 3 3 
三 3[ 7 一 no(nl 一 713) 十 ny 一 ni( no 一 2) 十 1 一 12 710 一 
11)*] 


二 3| no( no 十 1 一 1127) (nn 一 天 1 十 112) 十 ni(n 十 10 一 112 ) 


nt n+ no A (ns Co no0+ 1)] 
(人 
考虑 到 由 ,mn 的 对 称 性 ,不妨 设 zo 守之 172. 
当 0 迄 n1+n2 时 ,由 于 人 @ 式 中 各 数 aoly7，720 二 71 一 ?22，7220 
一 7 十 jy 1 十 170 一 ?12 11 一 )10 十 7 12 十 0 一 ?72 一 70 十 711 均 
为 非 负数 ,所 以 @ 式 非 负 . 
当 mo > ii+72 时 ,由 于 710，71 712 是 整数 , 则 
110 之 1 十 113 十 1 
由 QD 式 得 
4{ ji 十 站 十 1 + 6non2) 一 (0 二 7 十 7 六 
>3i (n+ n+ 1)(not+ nm n2)(no~ nit n2)+ n(n+ 
no n+n2) + nn2t+ nem na)(n2 — no+ 
11 ) ] 
= not nm na)no0m at nn) + n(not nm 72): 2n 
+ png 2 1) 2n 
之 0. 
1 


所 以 了 D 式 非 负 .因此 有 P 了 宕 4 


7， 19 ” 沿 山 溪 游 动 的 链 鱼 必须 闻 过 两 道 瀑 布 .在 这 个 试验 中 , 链 
鱼 冯 过 第 一 道 瀑布 的 概率 是 p > 0, 交 过 第 二 道 瀑布 的 概率 是 gd > 0. 
假定 阅 过 瀑布 的 试验 是 独立 的 . 试 求 , 在 次 试验 中 纤 鱼 不 能 闻 过 两 道 
瀑布 的 条 件 下 , 钾 鱼 在 次 试验 中 不 能 阅 过 第 一 道 瀑布 的 概率 . 

(波兰 数学 奥 林 共 克 ,1974 年 ) 

[ 解 ] 设 A, 是 链 鱼 在 次 试验 中 不 能 浆 过 第 一 道 瀑布 的 事件 ， 
B, 是 在 n 次 试验 中 不 能 闻 过 两 道 瀑布 的 事件 .因为 在 一 次 试验 中 不 能 
问 过 第 一 道 瀑 布 的 概率 是 1 - p, 而 且 试 验 是 独立 的 ,所 以 
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pl(A,)= (1 ~ p)”. (D 
事件 B, 由 下 列 事件 组 成 : 钾 色 在 ”次 试验 中 不 能 冯 过 第 一 道 瀑 
布 ,或 者 镍 鱼 在 第 上 次 试验 (1 记过 n) 中 国 过 第 一 道 省 布 ,但 在 后 7 
一 上 次 试验 中 没有 阁 过 第 二 道 瀑布 .因此 


p(B)= -p+ -AUO0-O © 
如 果 p = 4, 那么 四 式 右边 变 成 
p(B) = (Do+ -人 
= (1 p)"+np(l— p)”!. © 
如 果 g = 1, 那 么 鱼 鱼 一 次 试验 就 闻 过 第 二 道 瀑布 ,所 以 
p(B)= -p+ pr ip=0-p)"!. 中 
因此 ,如 果 链 鱼 在 次 试验 中 不 能 闻 过 第 一 道 瀑布 ,或 者 仅仅 在 第 次 
坛 验 中 间 过 第 一 道 瀑布 ,那么 事件 B, 发 生 . 
但 若 规定 0 = 1,@ 式 可 由 @ 式 推出 . 
若 p 关 4 目 g < 上, 那么 运用 等 比 级 数 求 和 公式 可 将 @ 式 右边 变 


区 曾 
-CC 











换 为 | 
1 一 py 
1 (1) | 
p(B,)= (1- p)"+p(l— qa)” py 
| 1 
a rr_b 一 放下 
4 2 + (1 9) pi (7) | 
= (1 p)"*+ oe [og)"- (1 p)"] 
Pg 
pg- py) 
| p-g 
于 是 在 这 种 情形 下 ， 
p(B) = A 9 


如 果 事 件 A, 不 发 生 ,那么 事件 B, 更 不 会 发 生 . 因此 A, 站 B= 
A, .依据 条 件 概率 公式 ,得 
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nt 


p(A, MB,) plA,) 
plAslB)= BB) 7 p0B,) © 
当 n = 1 时 ,由 已 知 条 件 知 p(A,) = 1-p,p(B,) = 1. 代 入 @ 
式 得 p(A, | B,) = 1 p. 下 面 我 们 假定 n 之 2. 
注意 到 , 若 p 关 9g, 则 p(B,) 关 0. 事 实 上 ,如 果 p(B,)=0, 那 么 由 
人 @@ 式 可 得 p(1 -gq)” = g(1 一 p)", 因 此 
Pp (一 2) 四 
9 1 -4 
但 车 p < og, 那 么 1- 训 >1-9, 因 而 等 式 @O 不成立 .大 p> 9， 
同样 的 道理 ,等 式 @O 也 不 成 立 . 
如 果 = 9g, 县 p(B,) = 0, 那 么 由 加 式 推 知 请 = 1. 因 此 , 当 且 仅 
当 p = g = 1 时 ,条 件 概 率 p(A, 1 B,) 不 存在 . 现 计 算 其 他 情形 . 
当 p=g< 之 1 时 ,由 ,名 ,@ 式 得 
] 一 1 一 
AAA 1 B,) = 一 i 1+ (7 Fy: 
而 当 p < 之 gq = 1 时 ,由 @,@,@ 式 得 
p(A,1B,)=1- 2p. 
当 记 关 g 之 1 时 ,应 用 名 ,名 ,@@ 式 求 得 


(1 — p)"(p—g) 
A, 1B,) = 一 一 一 一 =” 
pt ) pll— gq)”— aq(l — p)” 1-p 1 


7，20 一 种 单 人 纸牌 游戏 ,其 规则 如 下 :将 6 对 不 相同 的 纸牌 放 
人 一 个 书包 中 ,游戏 者 每 次 随机 地 从 书包 中 抽 牌 并 放 回 ,不 过 当 抽 到 成 
对 的 牌 时 ,就 将 其 放 到 一 边 . 如 果 游 戏 者 每 次 总 取 三 张 牌 , 知 抽 到 的 三 
张 牌 中 两 两 互 不 成 对 ,游戏 就 结束 , 否则 抽 牌 继续 进行 ,直到 书包 中 没 


有 纸牌 为 止 设 书包 空 的 概率 为 也 ,这 里 p.g 为 互 质 正 整数 , 求 p+ g. 


(第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 设 书包 中 有 ?对 互 不 相同 的 牌 , 其 中 之 2, 则 前 三 张 牌 中 
有 2 张 成 对 的 概率 为 
取 3 张 中 有 2 张 成 对 的 取 法 种 数 
取 3 张 牌 的 取 法 种 数 
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CC， Co 
0, 
3 
~ 27 —1] 
设 P(n) 是 当 书 包 中 及 对 互 不 相同 的 牌 时 , 按 题 中 规则 开始 抽 
牌 ,使 书包 空 的 概率 . 
显然 





P(2) = 1! 
LPta) 二 二 一 :Pl(n -1),n 守 3. 
反复 利用 这 个 递归 公 SA 二 得 





3 第 
P(n) = 2 -1 2n—3 5 P(2). 七 
令 nn = 6, 得 | 概 章 
: 率 
3 3 3 
Pt = 9 了 PC2) 
9 
385 
p | 
即 过 = 二 
| gq 385 
故 p+g = 9+ 385 = 394. 
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毕 洒 方 


第 八 章 ”数列 


第 1 节 ， 求 值 与 求 通 项 公式 


8 .1 把 所 有 3 的 方 攻 及 任意 有 限 个 互 不 相等 的 3 的 方 攻 之 和 
排 成 一 个 递增 序列 : 
1,3,4,9,10,12,13,… 
求 这 个 序列 的 第 100 项 . 
(第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 该 序列 第 ”项 记 为 w, .显然 a, 是 正 整 数 , 且 它 的 三 进位 表 
示 中 用 到 的 数码 只 有 0 和 1. 反 之 ,任何 自然 数 ,如 果 其 三 进位 表示 中 内 
用 到 数码 0 和 1, 则 该 数 必 是 这 个 数列 的 一 项 .由 此 可 得 n 的 二 进位 表 
示 恰 是 a, 的 3 进位 表示 ,由 于 100 的 二 进位 表示 为 1100100 ,所 以 
a, = 3+3+3 = 981. 
8.2 ”数列 1a,| 满足 :ai = 19891%3 ,对 于 > 1,a, 等 于 ai 的 
各 位 数字 之 和 . 试 求 a;. 
(第 21 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 于 al = 19891989 < 104°1989 ， 
所 以 a 妈 9. (4. 1989 + 1) < 80000, 
即 a, 至 多 是 5 位 数 .由 此 可 知 
da 委 43$，a 委 12，as 所 9. 
由 于 911989, 所 以 91as, 又 显然 as 天 0, 从 而 as = 9. 
8。3 设 数列 A123 满足 
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37 一 1 三 11 二 2 
县 | zi 1< 1971. 
试 求 出 zjol ,要 求 精确 到 0.000001. 
(第 34 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 


[ 解 ] 显然 数列 y = 十 nn -十 ,x = 1,2,3,… 满足 


2 4 
3 Yl = Nn = 23 
1 
所 以 | MV | 三 3 Wl nl |, 
: 1 1970 1 1970 
由 此 可 知 | yio71 一 低 1971 | 二 (3) | y1 — | | < (G3) . 1972. 


因此 yi97 = 985.250000 是 zx1o71 精确 到 0.000001 的 近似 值 … 
8.4 设 正 整数 数列 jc, 上 满足 
Qi 一 ca + 2a) yn = 1,2,: 
且 a6 = 2288. 求 di!1,02,03. 
(中 国 四 川 省 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 北 推 关系 可 得 
a6 = as(as + 2a3) = aa(a3 + 2a)(a4 + 2a3) 
= ai(az+2ai)(as+2cazjlas(as + 2a1) + 2a3] 
ai(a3 + 2a3)(a2 + 2a1)(a; + 2al + 2). 
因为 ws = 2288 = 2 x 11 x 13, 所 以 由 a，+2al+2 与 a，+2al 相 
差 2, 且 都 是 2288 的 因子 , 则 只 能 有 
a2 + 2al = ll,a;+2al/+2= 13. 
从 而 as(a3 + 2a;) = 24， 
由 此 可 得 ws 只 能 为 1 或 2. 若 3 = 1, 则 a2 = 过 不 是 自然 数 ,矛盾 ! 所 
以 as = 2,a2 = 1. 青 由 a;+2al = 11, 得 al = 5. 


8.5 将 与 105 互 素 的 所 有 正 整 数 从 小 到 大 排 成 数列 , 试 求 这 个 
数列 的 第 1000 项 . 





(中 国 高 中 数学 联赛 ,1994 年 ) 
[ 解 】 该 数列 记 为 cl ,as,a3,… 不 超过 105 而 且 与 105 互 素 的 正 
整数 的 个 数 为 
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105 , 105 , 105), (105 , 105 , 105)_ 1 =- 4 


105- (1 + 15 35 21 
由 于 ”1000 = 20 x 48 + 40, 从 而 
ai000 = 20 x 105 + a40 = 2100 + a40. 
再 由 asg = 104,a = 103,a46 = 101,ass = 97,a44 = 94,a43 = 92， 
a4 = 89,a4l = 88,a4o = 86， 
所 以 ai000 = 2186. 
8.6 设 数 列 UNI Hd" 满足 


六 


ao = al = 11,am+n = 了 (an + a) 一 (ma 一 7 之 0. 
求 4&45， 
(前 苏联 教育 部 推荐 试题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 ol = airo = 本 (az+ao) -1 所 以 aa = 13， 
对 于 nn 实 1 由 假设 可 知 
Q27 = Qntltn-! = 7 (a2ns2 + a2n-2) 一 4， 
所 以 记 。 6b,, = azv 得 到 
bo = 11,6! = 13,B = 260, 06, 1+8,n 之 1. 
由 此 可 得 yo = 230 6 Dp + Bn, 
即 p= pb, 十 p po Bn = 6,+8n+2. 


十 是 得 到 6 = 651 +2n+ 8 > 上 = 4n*+6n+13. 


三 1 


再 由 pb = 11,0 = 13, 从 而 

b, =4(-1)+6(2 -1)+13= 4712 —2n+11l,n = 0,1,2,… 
即 a2; = 4n: —2n+1ll,n = 0,1,2,.…. 
对 任何 ?2 实 0, 利 用 假设 可 得 


Uy dntO 2 C27 Cl 天 


(4n*—2n+1l1+11)— ne 


= nn+1l. 
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从 而 a4s = 45. 44+ 11 = 1991. 
8.7 已 给 al = 1996， 
as = [Vartazt* 十 op 二 2,3， 
其 中 [ x] 表示 不 超过 i 的 最 大 整数 . 试 求 他 1966 . 
(第 29 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[ 解 ] cl = 1966 = 442 + 30, 所 以 as = ai=44 且 
aij+ as+ as = 45 + 29. 
由 此 可 知 al = as= 45 有 是 
al+artas3+ast+as = 46° + 28. 
依 此 类 推 可 得 ako = a6l = 73 且 
al 二 az 十 十 Q6l 二 74. 
于 是 ae = ab = aud = 74 且 
ai + a2+ "+ a64 = 73 + 73. 
重复 前 面 的 证 明 可 得 ”a6s = a66 = 75,…,az09 = az10 = 147， 
a21} = a212 = a213 = 148 县 
Ql + ay+ + a2s = 149 + 147. 
一 般 地 用 归纳 法 易 证 ,数列 a ,a,,a;3,… 从 第 2 项 起 单调 不 减 , 取 遍 不 
小 于 44 的 所 有 自然 数 .进一步 形 如 2” .74 的 数 被 连续 取 三 次 (n 是 非 
负 整 数 ), 其 余 的 数 均 被 连续 取 两 次 .由 此 不 难 算出 





W1966 一 1024. 
8.8 设 工 ,x; 是 小 于 1000 的 两 个 自然 数 , 令 
XT3=| X11 X21,T4 = mini| x 一 zz |， | Xi X31, | x2 — x311, 


T= minil zzwl|1 才 i,j 太 有 -1,i 关 用 ,… 求 证 ;xy = 0. 
(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 zy 辫 zr ,显然 zx1,x2,x3,74，,"…* 是非 负 整 数列 且 
zl 之 2 之 2 之 z4 之 … 进 一 步 有 
TS 2 — Xhok = 3,4,.% QD) 
假设 zz 天 0, 则 zzr 关 1 且 z> xz > zy>… > X20 之 X21. 


令 Vl 一 21 yy2 一 TY20，”，y20 一 2，y2?1 = Xx1; 则 V1 之 1 之 1 且 


由 GO 可 得 
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We Wt Wk = 3,4,.% ,21. 
邻 数列 |z| 满足 zj = sw = 1,zp = pt+ Zz sk = 3,4,.… 
显然 丸 宇 羽 , 衣 二 1,2,…,21. 1zi| 是 斐 波 那 契 数列 , 易 知 zzl > 1000， 
从 而 之 1] VY21 > 1000 矛盾 1 所 以 X21 一 0. 
(+1) n+n vntl 
al + a + + ago. 


(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 


a 


8.9 ~、 设 Un ,1 二 1,2,3,… 求 


[ 解 ] 由 于 
人 (nt1) Vnt+n vn+l (n+ 1)*n—-n’(nt+1) 








n(n+1) nn vntl 
329 1 1 1 9 
所 以 + az 十 … 十 Co9 三 "一 - )= 一 二- 
“9% 2 Vn va+l 100 10 
8. 10 设 数列 ia,} 满足 
Ca dn-tl 一 Cr-2， 天 之 3. 
如 果 它 的 前 1492 项 之 和 为 1985, 前 1985 项 之 和 是 1492, 求 它 的 前 2001 


项 之 和 . 
(第 3 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 对 于 任意 自然 数 n ,由 假设 可 得 
dn dntls dnt2 Gntl CnyCnr3 二 Ch+2 一 Qn+l 二 一 Co， 
dnt+4 一 dnt3 一 Qnt2 一 一 Cr+lya+5 二 CQ 一 Cn+lycn+6 一 Ch ， 
由 此 还 可 得 a, +ar+as+a+ad+as = 0. 
记 数 列 前 4 项 之 和 为 S, .由 于 1492 = 6x248+4,1985 = 6x330+5,， 
所 以 
1983 = 95149 = al + az+as+ad = 2a， 一 al， 
1492 = Slggs = a + ast+a3t+a4t+as= a—ai. 
解 得 al = 一 999,a, = 493. 又 2001 = 6 Xx 333+3, 所 以 
S2001 = a1 + a2+ a3 = 2a, = 986. 
8. 11 x*(n 守 4) 个 正 数 排 成 行 n 列 ; 
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Q11Q12013Q14°" Gin 

CQ21C22Q423Q24” C2n， 

Q31Q32033634 ”CC370， 

241C42043Q44 4s 

nl Gn2Qn3 dnd Gnm-: 
其 中 每 一 行 的 数 成 等 差 数 列 , 每 一 列 的 数 成 等 比 数列 ,并 且 所 有 公 比 相 
等 .已 知 


-1 _1 _3 
dd24 4,442 一 8 ?43 一 16 ? 
求 all + Q22 十 机 十 Qn. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1990 年 ) 和 
人 
[ 解 ] 由 于 每 行 数 都 成 等 差 数列 , 且 az = 三 ,an = 二 ,所 以 第 和 


四 行 数 的 公差 为 ,同时 


k 
dak 一 16 ,天 一 1,2,3,4，…，72. 


再 由 每 列 数 成 等 比 数列 , 且 所 有 公 比 相等 ,利用 az = L,ass = 二 可知 
其 同 的 公 比 为 二 .于 是 可 得 aon = ( 浅 ) 友 .2.3.4 
“ 2 多 2 16 . "os 


由 此 可 知 >on = 六 (二 ) 


记 2 S = 》jam; 则 
天 一 二 
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8.12 设 a=lial=2, 且 
n(n 十 1)ail 二 n(n 一 1] )a， 一 (n — 2)a,.1,7 二 1 ,2,3,… 


a0 4!1 42 as0 
一 十 一 十 一 十 十 一 


注 图 六 
小 


dal CC2 43 U5] | 
(第 8 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] 用 归纳 法 可 以 证 明 
a = ,n= 2,3,.: : OD 


nl! 
事实 上 , 当 n = 2 时 ,由 递 推 公式 及 a6 = 1,a1 = 2, 立 即 可 知 a, = 本 


若 ?2 魏 & 时 ,成 立 , 其 中 有 之 2, 则 由 
k(k 十 1 a 一 k(k 一 1)a, 一 (k 一 2)ar_i 


1 1 
= kkk- Dk 2 1 
Ll 
(TD 
4 1 
可 得 他 + 一 (k+1)! 。 
从 而 当 1 二 + 1 时 ,中 也 成 立 . 
由 山 可知 


0 工 14+3+4+……+S1- 1327 工 . 
al 人 > C3 CS5l 2 2 


8 . 13 设 数列 | ,| 满足 :| = 了 ,有 











E+ 一 Ek 十 xi,k 一 1,2,.…: 
求 ”一 一 + 一 一 +… + 一 一 一 的 整数 部 分 . 
X1 十 | 2 十 | Zio0 十 工 


(第 7 届 城 市 邀请 赛 ,1985 年 一 1986 年 ) 
[ 解 ] 由 递 推 关系 易 知 
O< x < rrk = 1,2,: 
由 于 Xp+] 二 2 十 ZX ,所 以 
1 1 1 








儿 


Tt] Xe Xe+l 
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100 
从 而 > 一 一 = 二 -一 


1 3 3 9 21 
再 由 T= T+ 1 > 1 > x 可知 
1 ] 
1 < 一 -一 一 所 2， 
之 ] 1101 
] 1 
于 是 











ZE 十 了 2 十 了 
8. 14 已 给 数列 0,1,1,2,3,5,8,… 自 第 3 项 起 ,每 一 项 都 等 于 
”前 面 两 项 之 和 . 问 在 此 数列 的 前 100000001 项 中 ， 是 否 会 有 某 一 项 的 末 
尾 4 位 数 全 为 0? 

(第 9 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1946 年 ) 


[ 解 ] 会 有 .事实 上 , 记 已 给 的 数列 为 他 19 人 2 对 于 所 三 ， 
1,2,… 令 


Q ， a, < 103; 列 
a, 的 末尾 四 位 数 ,a, 之 103. 
显然 0 过 六 < 10, 且 
b, = 6b,1 + bss (modl104),n = 3,4,.… QQ) 
考虑 有 序数 对 (51 ,52), 《652,63),…, (5103,b10341), 由 抽 居 原理 可 知 存 
在 1 过 上 < 之 m 过 10 使 得 
be = bsbatl = briti- 
记 1 = m 一 上 ,由 @ 和 一 切 6b, 满足 0 过 6b < 104 可 得 
bo, = bn = 1,2,3,": 
由 于 1 过/ 二 108 - 1, 所 以 存在 / 使 得 
18 委 1+ 7 过 10 且 bo = 0 =0. 
因为 当 nn 宇 18 时 ,a, > 103, 从 而 ai， 的 末尾 四 位 数 全 为 0. 
8.15 设 al=3,0= 100, 对 于 n 宇 1 
qa! = 3%m,b,+1 = 100%,. 
求 满足 总 > aio 的 最 小 正 整数 产 ， 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 于 33 < 100, 从 而 易 知 bgo > aioo， 
所 以 mm < 99. 
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b, = 





另 一 方面 用 归纳 法 可 以 证 明 
af 2601 之 二. 0 
事实 上 , 当 n=1 时 ,由 a; = 二 3 >6p = 600 可 知 外 成 立 . 设 当 1 
= 上 时 ,外 成 立 . 当 nn = 上 +1 时 ,由 
ak = B312 > 3 > 6. 100% = 6641. 
可 知 Q@ 也 成 立 . 所 以 @ 对 任何 自然 数 nn 成 立 . 
由 只 可 得 pog 过 ajym; 所 以 mr > 98. 总 之 得 
71 二 99. . 
8.16 设 a1,a2,…,as 是 8 个 不 全 为 0 的 实数 , 记 C, = ai +a3 
+ 十 ,1 二 1,2,3,… 已 知 数列 !C,1 中 有 无 穷 多 项 等 于 0, 求 使 得 
C, = 0 的 所 有 自然 数 1. 
(第 9 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 当 是 偶数 时 ,由 于 aj,a;,…,asg 不 全 为 0, 所 以 C, > 0. 
由 假设 可 知 存 在 无 穷 多 个 奇 自然 数 ni < n2 < … < ma <… 使 得 CG 


= 0,k = 1,2,… 
令 Mi = max |ail. 
; i 
显然 Mi >0 上 且 当 jal<M, 时 jm (起 = 0. 
-AM 


用 {i 和 7 分 别 表示 cj ,ez ，…，ag 中 取 值 Mi 的 个 数 和 取 值 -~ Mi 的 个 
数 , 则 1+711>0 目 





0 - > (2 ) (LD+ 5 (起 ) 
二 一 一 一 一 一 十 一 一 。 
MI™ 全 M ' 1 ia, <M Mi 
令 上 > 十 oo 可 得 /1 = 7. 显然 1 忒 71 过 4. 若 1 < 之 4, 不 妨 设 
Qi 一 "二 a 一 My ao + 一 “” 二 421 二 一 AMi ,对 于 任何 奇 自 然 数 刀 


有 C, = co 十 …+ 3. 重复 以 上 证 明 (最 多 4 次 ) 可 知 存在 1,2,…， 
8 的 一 个 排列 i ,i;,… ,is 使 得 Qi 十 Qi, = Qi 十 Qi = Qi 十 Qi 二 Qi 
+ ui。 = 0, 从 而 对 任何 奇 自然 数 ， 都 有 C, = 0. 
综 上 所 述 所 求 之 n 为 全 部 奇 自然 数 . 
8. 17 ”对 于 每 一 个 正 整 数 x, 令 g(x) 表示 x 的 最 大 奇 约 数 . 设 
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xtl 如 果 z 为 奇数 . 


构造 序列 :ri = 1 ,zi = zz = 1,2,… 求 证 数 1992 出 现在 该 序 
列 中 , 求 最 小 的 ，, 使 得 x，= 1992, 并 说 明 这 样 的 » 是 否 惟 一 . 
(第 33 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
[证 ] 对 于 某 个 正 整 数 x 和 非 负 整数 ,如 果 x,，= 2*, 则 
Tutl = 3 2 ,ri = S27, rik = 24+!, 
从 而 ”crttl = 2 .由 此 用 归纳 法 易 证 


TF -一 (2s8 一 1)2*-:+!, 


其 中 = 0,1,2,3,…,s = 1,2,…,k 十 1. 于 是 每 一 个 正 整数 都 在 该 
序列 中 出 现 一 次 ,所 以 存在 惟一 的 ,使 得 

xz, = 1992. 
再 由 1992 = 249 x 23 ,可 求 出 

s = 125,k = 127. 


x 2 
f(x) = 有 + 一 ， 如 果 z 为 偶数 ， 


1 
从 而 n= 3 (127 x 128) + 123 = 8253. 


8. 18 ”在 一 个 有 穷 实数 列 中 ,任意 7 个 连续 项 之 和 都 是 负数 ,而 

任意 11 个 连续 项 之 和 都 是 正 数 . 问 这 样 的 数列 最 多 能 有 多 少 项 . 
(第 19 届 国际 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 

[ 解 ] 设 alyaz，…a， 是 满足 题 设 条 件 的 数列 .如 果 7< < 7) 一 
3, 由 ak-7+ ai-6+ 人 +al <0 和 ay+ak 6 十 二 Qk + QE +t QA+1 
+ Ch+2 + apt3 之 0 可 知 

Ap 十 Aptl t+ QAp+2 + Qk+3 > 0. QD 
如 条 4<kn-6, 由 得 aa+a+a + arro > 0， 
再 由 art+ arrit+ + aric 过 0, 则 

Qk 十 Aktr1 + Qkf2 < 0. © 

由 此 可 证 二 16. 事 实 上 , 阁 n 守 17, 由 各 可 得 

as+agt+alivt+al>0,asg+agt+ a < 0, 所 以 ay > 0. 
同 理 ai > 0,al; > 0, 但 由 四 得 all+abp+ca3<0 了 于 盾 ) 

n 二 16 的 例子 : 
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5,5, - 13,5,5,5, — 13,5,5, — 13,5,5,5, — 13,5,5. 

总 之 ,满足 题 设 的 数列 最 多 有 16 项 . 

8.19 已 给 S = 11,2,3,4|. 设 al,a;,…,as 是 S 中 的 数 所 组 成 
的 数列 ,而 且 包含 (1,2,3,4) 的 不 以 1 结尾 的 所 有 排列 , 即 如 果 (651 ,56>， 
b3,04) 是 (1,2,3,4) 的 一 个 排列 ,上 且 54 关 1, 则 存在 1 志 ij< 刻 <i< 
i4 委 有 ,使 得 


(ai Qi» Qi,» Qi,) 一 《61，p2 ,03，D4). 


求 这 种 数列 项 数 & 的 最 小 值 . 


弱小 六 


(中 国 上 海 市 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 由 于 aaz,，…w 包 含 (1,2,3,4) 的 第 2 个 数 为 1 的 所 有 排 
列 ,从 而 存在 
1<ii<io<ia<i<is<…<i,k, 
使 得 (a; ,Qi Qi, ) 是 (2,3,4) 的 一 个 排列 ,a; = l,ai ss, a; 是 12,3， 
《41 中 的 数组 成 的 数列 , 且 包 含 {2,3,4i| 的 所 有 两 个 元 素 的 排列 . 易 知 ， 
Qi sa 最 少 有 5 项 , 即 衬 9. 显 然 , 在 数列 ai 中 任 增加 


一 项 ,不 可 能 具有 题 中 所 要 求 的 性 质 ,所 以 有 11. 
男 一 方面 ,容易 验证 :数列 
1,3,2,4,1,2,3,1,4,3,2 
包含 (1,2,3,4) 的 不 以 1 结尾 的 所 有 排列 .于 是 项 数 & 的 最 小 值 为 11. 
8 .20 设 zi,zz，…zn 是 各 项 都 不 大 于 M 的 正 整数 序列 且 满 足 
Xe =| AR-LI 一 kg) 上 三 34……，)72. OD 
试问 这 样 的 序列 最 多 有 多 少 项 ? 
(第 30 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1967 年 ) 
[ 解 ] 由 四 得 Xe < max| ze zk. 由 此 可 知 任意 一 个 满足 () 
的 正 整数 序列 仅 有 有 限 项 且 其 最 大 项 只 能 在 前 两 项 达到 . 对 于 一 个 这 
样 的 序列 ,如 果 zi 关 过 ,, 则 可 补 上 x01 = rm 一 否则 了 = 
zn ;序列 的 项 数 不 能 再 增加 .以 下 仅 讨论 满足 且 项 数 不 能 再 增加 的 
正 整数 序列 ， 
对 任何 自然 数 , 记 首 项 是 1, 最 大 项 为 ,满足 中 的 正 整 数 序 列 
的 项 数 为 /显然 
| = 2,i, = 4. 
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当 n>2 时 ,由 lm,m 一 1,1,m 一 2,… 有 可知 


b,, 三 3+ Ll-2. 
2 m 为 奇数 ， 
从 而 /= 3 +42 


对 于 yx > 1 的 正 整 数 ,由 于 区 一 1,r,1,m 一 1,… 所 以 首 项 是 一 1， 
最 大 项 为 m ,满足 四 的 正 整数 序列 之 项 数 


十 
-2 3 nn > 1 且 为 奇数 ， 


3m 十 2 


7 m 为 偶数 . 


补充 cl = 2, 用 归纳 法 可 以 证 明 最 大 项 为 m ,满足 人 的 正 整数 序列 的 
项 数 最 大 值 是 o,. 

事实 上 , 当 mm = 1,2,3 时 ,容易 验证 命题 成 立 . 假 设 当 mx 志 1(! 之 
3) 时 命题 成 立 . 任 取 一 个 最 大 项 为 ! + 1 且 满 足 条 件 人 的 序列 zi , x， 
,Xn: 帮 XT = 二 1,x2 二 1+1, 由 上 面 的 讨论 可 知 n = oil, 其 余 情 况 用 
归纳 假设 易 知 

n+ ol = ol. 

于 是 命题 对 m = /+ 1 也 成 立 . 

综 上 所 述 ,所 求 之 项 数 的 最 大 值 为 





Gy 一 


2 ， 
3M+3 AT = 1: 

OM = 2 M 为 大 于 1 的 奇数 ; 
3AM + 2 M 为 偶数 . 
7 


8.21 求 整 数 &, 使 得 36 + 上 ,300 + 上 ,596 + 率 是 一 等 差 数 列 中 
连续 三 项 的 平方 . 
(第 7 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 由 所 满足 的 条 件 可 知 存 在 实数 x 和 4d 使 得 


(n — d)* = 36+&, OD 
(nh : © 
(n+d)* = 596+ 上. 地 
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加 -得 ”nd = 140. 
2 .四 -中 -四 得 d* = 16. 
由 此 可 知 入 = 3$ = 1225, 所 以 
k = nn? ~ 300 = 925. . 
8.22 设 有 3 个 数 xz,y,<. 将 它们 两 两 之 差 的 绝对 值 分 别 记 为 
ziyylysl. 再 将 x+1,vi, zi 两 两 之 差 的 绝对 值 分 别 记 为 zy sa. 如 此 
下 去 ,进行 n 步 后 发 现 所 得 zx, = xyw = ys， =“. 右 已 知 < = 1, 试 
求 x+ 入. . 
(第 19 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1956 年 ) 
[ 解 ] 显然 = 了 习 闻 0 = vy, 宇 0,zx = x%, 宇 0. 
对 于 任意 两 个 非 负 实数 < ,5, 易 知 
| a -bl max(a,b), 
且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 a ,5b 中 至 少 有 一 个 为 0, 由 此 可 知 ,x,y,< 中 
至 少 有 一 个 为 0, 而 且 zz ,yi,zi(1 坪 上坟) 中 也 至 少 有 一 个 为 0. 从 而 
xy,x 中 还 必 有 两 个 相等 .根据 以 上 分 析 , 再 进行 简单 验证 可 得 
(zxz,y) = (0,0) 或 (0,1) 或 (1,0). 
8 23 已 给 实数 a,8, 使 得 a8 > 0. 求 具有 如 下 性 质 的 实数 -所 
组 成 的 集合 :不 存在 满足 


Tn 0 0,1,2 
~ 1 二 有 曲 和 
Ar 十 1 $ 3 9 9 


0 FXntl 一 
的 无 穷 数 列 } x,,). 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 .1989 年 ) 
[ 解 ] 记 所 求 之 集合 为 M ,因数 
. +a 1 
f(r) = Tl (zz- 加 


如 果 a8 = 1, 则 对 于 任何 二- 都 有 





从 而 对 任意 尖 - 所 ,满足 是 设 条 件 的 数列 jz 存在 . 由 此 可 知 M = 


| 一方 | 为 一 单 点 集 
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设 ap8 尖 1 ,首先 考虑 ac > 0,8 > 0 的 情况 . 记 
f(z) = fx) = fOr), fr) = ff (7)),n = 1,2, 


显然 M = ir ER| 存 在 非 负 整 数 k, 使 得 (Cr = 一 


1 
a 
滑 数 ALz) 的 反 国 数 为 





TX—a 1 
1 一 76 (z 天 Ei 


由 a8 关 1 易 知己 不 属于 函数 f(x) 的 值 域 ,所 以 
fly) -oo 三 LA: 二 (- 三 ). 


B bp 
于 是 AM = {ry,ri,r2,"*|, 和 


of Yl 
其 中 m= gr (~ 二 =- 三 滞 
由 于 a,8> 0, 从 而 zx 去 0 


忆 一 
有 gtz) -1 76<0， 


于 是 rr 都 是 负数 . 记 5 = A 广 > 0, 则 
rth ratb-bB rl- VaB)+b(l- va5) 


CGC 一 


rrl—b mma-btonB (+ va8) - b(l+ va8) 


g(x7) = 


I 
os 
ee 
| 
ww | 
er 
| 
一 
[| 
汰 
i 











人 
mb 1l+Vop 1+ VaB) mm-? 
We 
1+ Vap 二 1 + Vap 
记 类 < 





1 十 9 


若 aB 关 1 且 a < 0,8 < 0, 同 理 可 证 
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M 一 | royrliyr2y | ， 


十 nti 
其 中 三 一 AH/ 3 - i > 一 0,1,2,3,.… 





代 
_1- Vo 
1+ VaB 


8.24 设 r 是 实数 ,数列 |x,| 满足 ;xo = 0,xi = 1, 且 ro+2 = 
rratl 一 X14;7 之 0. 问 r 取 何 值 时 ,使 得 
XT 二 十 十 Tom 二 ,对 任意 1 宇 1. 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 所 给 递 推 关系 的 特征 方程 是 
A*-MA+1l1=0, 


它 的 根 为 了 (7 + VF-4). 
若 ， = 2, 则 特征 根 为 重 根 1, 此 时 


Tn 二 0,1,2,. 
车 = 一 2, 则 =- 1 是 重 特征 根 ,此 时 
xz, = ("n,n = 0,1,2,. . 
在 这 两 种 情况 下 都 有 
XIt X33t t+ rm l= 1+3+ +2m-1= 2 一 72 
车 r* 关 4, 则 有 两 个 不 同 的 特征 根 Ai ,42(41,42 不 一 定 是 实数 ). 
由 于 A442 = 1, 所 以 记 z 
1 


立 , 一 41， 一 一 人 2 . 
此 时 = 和 天 1 上 且 
Xn = Cs + cz "n= 0,1,2,.…: 


其 中 Cl1yC2 是 由 0 一 0 和 和 |] 一 I 所 决定 的 常数 (也 不 一 定 是 实数 ). 由 
此 可 得 


Hi nn ni 
— 2k—1 1—2k 
2 ra = cD + ca 2 
k=1 k=1 k=1 


zZ (2 _ 1) Zl( wm 1) 
te 
2 一 上 zz “一 | 


由 ze = cl+cz=0 可 知 ,ci = 一 c> = <, 则 
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Ml 1 1 一 >? 
= 一 ( 2m 2 十 zm) 
{ 之 
一 ( 2" _ 一 
z*—1 
2 
之 一 1 轩 负 | pe 
再 由 xi = c(z 一 z 1) = cs 一 1) = 工 立 即 得 到 


+ 


Da | = CR 一 = ZX, . 
总 之 ， 3 为 任意 实数 时 均 有 
TI + 3 Tom = 
8 . 25 设 po > 2 是 给 定 的 素数 ,数列 A0 G1 02 满足 a0 = 0,， 
a! = 1,H. 
Qntl = 2an + (a — Ean = 1,2, 
其 中 自然 数 a 是 参数 . 求 满足 以 下 两 个 条 件 的 a 的 最 小 值 . 
(i) 如 果 户 是 素数 , 且 户 委 po, 则 pp 1 as: 
(ii) 如 果 户 是 素数 , 且 户 > 1o, 则 户 让 av 
(第 23 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1982 年 ) 
[ 解 ] 由 递 推 关系 及 ao = 0,al = 1 可 得 


1 
= ~[(l+ Va)” ~ (1— va)’”]. 
7 lt )"—( )”] 


从 而 对 于 任何 奇 素数 p， 
到 [六 cg- DC 


一 了 
‘+2C0 3 + 2Ct49 ) 





“2 5 


-了 
一 3 一 上 
人 


Pp! _ 

由 于 CG = TY ,所 以 对 于 1 委 & 委 户 -1 工 有 
pl. 

由 此 可 得 








| 
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plap=pl a op | a. 
再 由 a， = 2 ,于 是 所 求 a 的 最 小 值 是 [3, po] 中 所 有 素数 的 乘积 . 
8.26 ”已 知 数列 ia,| 满足 


a 


1l 
dl 一 741 十 a2 十 十 Qnr = Nn’ ans 7 之 | 


求 a, 的 通 项 公式 . 
(第 7 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 当 n 宇 2 时 ,由 于 
al+ a;y+'"* 二 wa, 二 na,, 


di tt ast + a = (nn 1)*a,-1, 


所 以 a, = na, — (n— 1)*a,1. 
由 此 可 得 da, = 一 一 - I 一 2,3,… 
7) 十 1] 
2 1 
| 一 一 时 器 贞 
于 是 得 到 0 nn - 1)’7” 1,2,3, 


8.27 ” 设 正 数列 a0,aj,a;,… 满 足 a,= al=1 且 
Van Varta 2 = 41 n = 2,3," 
求 该 数列 的 通 项 公式 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 由 于 当 ) 之 2 时 ， 


Va, 2a,_1 
Uj 一 Wn-l 十 9 


?| 
1 
[Be 


ty 


所 以 令 b= 二 可 得 561 = 1, 且 

b= 1+26,17n = 2,3,: 
由 此 易 得 6 = 27 一 1,n = 2,… 
于 是 有 Va = (2 — 1) Var!, 
从 而 所 求 之 通 项 公式 为 


a, = [| (2* -022 = 1,2,3,. 


=1 


8 28 设 数列 jiz,| 满足 :zi = 2,x2 = 3, 且 
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Totl = Xam + Xow-1sM 之 1， 
To = Tm + 277m-2 1 之 2. 
求 z, 的 通 项 公式 . 
(澳大利亚 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 递 推 关 系 当 mx 宇 2 时 有 
Tatt = T2m + 2m-1 = LT2m-t + ZT21-2, 
XX RI-2 一 2- A213, 
所 以 Tmtt 三 471 一 2 3 . 
令 a,, = zw-1; 则 
Girl = 4a 一 2c -11 之 2. 
同 理 令 5 = x,,, 也 可 得 
Dnt! = 446, ~ 26,-1,7 之 2. 
数列 | a, | 与 16,,| 有 相同 的 递 推 关系 ,其 特征 方程 是 
A*—4A4+2=0, 
A = 2 + V2 为 其 特征 根 .于 是 
a = a1(2 + V2)” + Bi(2 — V2)”, 
bo = a2(2 + V3)” + B22)". 
其 中 Qi ,Bl1, 0Q2, B2 为 待定 常数 .再 由 
al = X11 = 2,a2 = X33= Xx + X= 5, 


bl 一 XX? 一 3,D， 一 .+ 三 3 十 2.7) = ]1， 


可 算出 a = 二 (3 -V2),8 = (3+ /5), 


一 1 ,2 …: 


1 
3 = (1+2V2), By = 本 (1- 25). 


F322+ 2)" + Bt) 2)" ,2m 1 


二 (4 十 2 V2)(2 + V2)™ + 二 (1 — 2 V2)(2— v2) ,nn = 2m. 
8 29 设 数列 al,a2,a3,… 满足 :al = 1， 


1 
ntl = et! 十 4a, + v1l+24a,),n = 1,2,.: 


世界 数学 汪 林 匹克 解 是 大 辞典 901 








六 


求 其 通 项 公式 . 

(前 联邦 德国 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[ 解 ] 令 b, = V1+24a,, 

则 当 nn > 工时 ,由 数列 fc, 的 递 推 关系 可 得 


b> =1+24a,=1+ 4 (1 4an_1+ V1l+24a,1) 


16 
= (10+ 24a +6 VI + 24a,-1) 
1 
一 本 wV1+24a + 3) 
i 
一 本 (3 二 六 -1) 
所 以 b, = (3+ 061) 
1 oy 
即 b, 一 3 = 3 (bn 3). 


再 由 站 = V1i+24al = V1i+24 = 5, 从 而 
_ 1 

b, -3+ (三 让 ,1 二 1 ,2,3，…… 
由 此 可 知 对 于 ”= 1,2,3,… 有 


人 


8.30 设 a= ,jon) 二 [anj, 令 


F(k) = minin E N; AO(n) > 0) ,对 于 任意 有 GE N， 
其 中 f*) = 有 0f0…0f 为 f 的 上 次 复合 , 求 F(&) 的 表达 式 . 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 显然 f(1) = [a] = 0,f(2) = [3-V5] = 0,f(3) = 1, 所 
以 下 (1) = 3. 从 而 可 得 
ff(n)) > 03f(n) = [an|] 守 3. 


又 | az 之 3 叶 na 全 3 之 下 - en 之 8， 由 此 可 得 


F(2) = 8. 设 FF(1),F(2),- ,FF(k ~ 1),， (4) 均 已 求 出 网 
ftD(y) > 0 10) FO) 
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又 大 on] FOS FL), 





2 
从 而 下 (&+ 1) 是 不 小 于 3+ 3 二 上 5 PCA) 最 小 整数 ， 或 者 说 下 (&) 是 不 超过 
Ft+ 1) = 二 Bra Dam 注意 到 3 二 人 PCA) 是 
无 理 数 ,上 述 结论 可 表示 为 
F(k+1) = [3c |]+1 OD 
FU = | 3 FPC+D| © 
其 中 & = 1,2,3,… 当 有 上 2 时 ,由 人 @ 可 得 
F(E+1) = [3F(k) - :二 3 二 PC |+ 1 妇 间 
3 - SE 
由 于 一 一 一 F(k) 也 是 无 理 数 ,所 以 
F(k+1) = 3F(k)- Es -PC | 
再 由 @ 可 得 [50o]- F(k - 1) ,于 是 
F(k+1)= 3F(k)- F(k -1). GQ) 
补充 (0) = 1, 则 @ 式 对 于 上 宇 1 都 成 立 . 递 推 公 式 @ 的 特征 方程 为 


-314+1= 10， 其 特征 根 为 > £5 ,所 以 


2+) ( 3 v5Y 
F(A) = 4A( 2 机 
再 由 下 (0) = 1,F(1) = 3, 可 算出 





于 是 
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其 中 名 = 0,1,2,… 

8. 31 A 和 五 为 正八 边 形 一 组 相对 顶点 .一 只 青蛙 从 A 点 开始 
跳跃 ,如 果 青 蛙 在 任 一 个 不 是 五 的 顶点 ,那么 它 可 以 跳 到 两 个 相 邻 项 
点 中 的 任 一 个 , 当 它 跳 到 五 点 时 就 停 在 那里 . 设 6, 表示 经 过 nn 步 到 达 E 
点 的 不 同 路 线 的 条 数 ,求证 : 
Lrc + Y2)" 1 (2 v2) ,n= 1)2,… 
V2 

(一 个 区 步 到 达 五 点 的 路 线 是 指 该 正八 边 形 顶点 的 一 个 序列 ( po， 
pi; PpP2，…，, py) 满足 

(Vpo = A,p, = EF; 

(ii) 对 每 个 i,0 坟 i 人 nn -1,p, 下; 

(ii) 对 每 个 i,0 志 i 过 一 1,p; 与 p41 是 相 邻 顶点 .) 

(第 21 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[ 解 ] 正八 边 形 的 八 个 顶点 分 别 记 
为 A,B,C,D,FE,F,G, 晶 (如 图 ). 顶 点 AA 
赋值 O. B,C,D 分 别 赋值 1,2,3. 有 H,G,FF 
分 别 赋值 -1, 2, 一 3. 一 条 从 A 点 & 步 到 
达 巨 点 的 路 线 对 应 一 有 序数 组 (zi，E 
XT2，"… ,Xp) 满足 

(1)x; = 1 或 -1,i= 1,2,…,k; 

(2) 对 于 每 个 1,1 过 1 之 kk-1， 


SE 冰 党 


CE27 -1 一 0, ez, 一 





D 





G 
Ds < 
(3) ] 7 | 一 4. 
由 于 当 名 为 奇数 时 , 》) x; 是 奇数 ,所 以 不 存在 k 步 到 达 巨 点 的 路 线 .由 


此 即 得 
€7n-1 一 0,n 二 1,2,3,.… 
设 & 为 偶数 . 记 a = es, 显然 al = e = 0,a; = es = 2. 由 对 称 
性 , 自 c 点 2n 步 到 达 E 点 不 同 路 线 的 条 数 与 自 G 点 2n 步 到 达 互 点 不 
同 路 线 的 条 数 相同 , 记 此 数 为 如 设 (e1v e229， 2 ae ) 


g04 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





是 一 条 自 A 点 22 + 2 步 到 达 五 点 的 路 线 . 若 ri = lzz =- 工 或 
71 二 一 1,72 一 1, 由 1 二 x 二 0 可 得 Cs ze zs) 是 一 条 
自 A 点 24 步 到 达 E 点 的 路 线 .反之 , 若 (x3,x4,… ,X211;2n+2) 是 目 
A 点 27 步 到 达 瓦 点 的 路 线 , 只 要 x + x = 0,x1 ,xX 1 一 1,1), 则 
(zy T112112) 是 自 A 点 2n+2 步 到 达 E 
苦 x = x = 1, 则 (zayzi T2141;X2n42) 是 自 C 点 2n 步 到 达 
的 路 线 . 若 zl = x = 一 1 则 (x3,XT4 ,X241;X2n42) 是 目 2 中 
到 达 下 点 的 路 线 . 由 此 得 

d+! = 2a, + 20,, 
同 理 br! = a, + 26,. 
因此 or- or = a, 于 是 

Qtl = da, -20 — bi) = 44a 一 20 1 = 2,3,. 

由 此 可 知 a, 的 通 项 公式 为 a, = 4(2+Y2)”"+ py(2 一 Y2)", 其 中 和 ,4 是 
待定 常数 .再 由 al = 0,az = 2 

l 


B246) Ba- 5 
所 以 


1 
V2 
、 1 

8. 32 设 c = a,= 记 ' 且 当 n= 3,4,5,… 时 

(1 — 24a,.2) a% 1 
2a% -1 4a，367 1 十 CQ 
(i) 求 数列 jw 的 通 项 公式 . 

、 1 
(ii) 证 明 : 一 - 2 是 整数 的 平方 . 

(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1993 年 ) 


[(2 + V2)"1 (2 V2 ],n = 1,2, 


e237 一 dy 一 


A 


[ 解 ] 用 归纳 法 易 证 


0<Za., < 于 = 1,2,3， 


令 0 = 二 -2 则 b, > 0. 由 北 推 公式 可 得 
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2a5_i 4a,_2a%-1 十 an-2 = 2+4 Un—2 
Qa, (1 一 2c，2)a2 (1 - 2a 2)o2 
代 2 
1 (b,-1 + 2) 
数 | 即 b, = 二 = ~- 
关 D2Qn-1 b, -2 


由 此 可 得 /DO = 0 +2. 

用 nn +1 代替 12, 则 V6rb,-! = 六 +2. 

于 是 有 V Dr1p 1 一 V bibn-2 = b, 一 Di- 

从 而 Voi(Von t+ VB = Vb (Vb + vb-2). 


b, 十 wy b,- 
令 c= Vort Vb ， = 3,4,… 则 
Vv | 
Vb3+ VB 
Cntl 二 Cx 一 ”一 53 一 。 
Vb2 





(b> + 2)° 
.由 于 a1 = qs= 方 ,所 以 bi = b= 1,b3= 二 一 0 
因此 c, = 4,? = 3,4,5,… 即 


VD =4VD -VD 三 3,4,3，… 中 
由 于 V 责 = V57 = 1, 从 而 用 归纳 法 易 知 V5 是 正 整 数 , 即 = 一 - 
2 是 平方 数 , (i) 的 结论 得 证 . | 

递 推 关系 @ 的 特征 方程 为 12 -44 + 1 = 0, 其 特征 根 为 2+ v3, 所 
- VD = a(2 + V3)" + B(2 -V3)",n = 1,2,… 
其 中 a,8 为 待定 常数 .由 V5 = V 责 = 1 可 算出 


3 5 3 
“2-68 72+ 
由 此 可 得 

b, = [a(2 + V3)" + B(2— v3)"]? 
a2(2 + 3) + BR(2— V3) + 208(2 + V3)*(2 ~ v3) 
= a(7+4y3)" + PR(7 -4V3)”+2a8 


= (5 -3)" + (5 + 0-4V3)" + 


a|u 


| 
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于 是 所 求 之 通 项 公式 为 
a,, = (8, + 2)! 


(8. 5)0+4J374+ (+ 7- 4V3)" + 二) 


其 中 = 1,2,: 
8. 33 实数 到 alya2…y ai 由 下 述 等 式 定义 : 
C++1 二 2 一 3a7 三 01,2… 
(1) 求 依赖 于 ay 和 了 的 a, 的 表达 式 . 
(2) 求 ao, 使 得 对 任何 正 整数 aarrl > an 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 数列 的 定义 可 知 
a; = 20 一 3a，1， 
— 3a, | =—3.2"? +34,.2, 
320 = 3 2 一 33a 3, 
(— 1)" 3 lo = (~ 1)” 13"120 + (— 1)2 30. 
将 以 上 这 些 等 式 相 加 ,得 


a,, = Hn! -3， Fn-2 十 32 。 F173 。 ,十 (一 1)”! » 321 。 20 十 


(一 1)” » 3"a0 


| 


一 ET 二 《一 1)”. 3"ap 


1 
= 2"+(- 1)2-13 + (~ 1)”.3"*.4a 
1 
(2)a,14] 一 Q, 二 52 十 (一 1)” 。 32?+1] 十 (一 ] 2 , 3n+1 


1 
_ [2 二 (一 1)2 1 。 37] (一 1)* 。 3"a0 


1 
3 


U0 
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-1 


» 


和 C0 


= -一 127 十 (一 1)" "4. 37] 十 (一 1)"+! 4.3". 





1 
21 十 (一 1 .453 人 (二 - ao， 


于 
Ss 


由 上 式 可 知 ,车 _ a6 闫 0, 那么 存在 非常 大 的 x( 奇 数 或 偶数 ) ,能 使 


并 汝 太 


1 
4s1 -as < 0, 此 与 题目 的 要 求 矛 盾 .车 - ao = 0, 即 oo = 二 ,那么 
ao -ww = 二 2" > 0 对 任何 正 整数 ”都 成 立 
1 
故 所 求 的 a0 一 5s 
8… 34 ”实数 列 a0,a1,a2，,…,an，… 满足 下 述 等 式 : 
CQ0 一 4a, 这 里 a 是 一 个 实数 ， 
dn—l V3 + 1] 
da, = -一人 一 一 一 
V3 Un-l 
求 ale94. 


,NEN. 


(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 经 计算 ,可 得 








ay3+1 
A a 
aly3+l1 (a3+1)Y3+(/3-a) 
/3 - ai /V3-a)-(af3+1) 
加 a + 3 
-eV 
azy3+1 (at+V3)Y3+(1-ay3) 
-aa)-(a+) 
1 
由 此 即 得 
__ ll 
a6 二 -一 Ta， 
a 
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可 见 ,数列 co,aiyaz,，… 是 一 个 周期 数列 ,周期 为 6. 
因为 ”1994 = 6 x 332 + 2, 所 以 
3 
Ad1994 一 42 一 | a3 
8.35 整数 列 wo, ,wu2,u3，… 满足 uo = 1, 且 对 于 每 个 正 整 数 


UntlUn-! = kun, 
这 里 是 某 个 固定 的 正 整数 . 如 采 
u2000 = 2000 ， 
求 & 的 所 有 可 能 的 值 . 
本 (英国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 记 x = 4 .由 题 设 
ku 让 和 
UD 
如 果 wx = 0, 那 么 wi = 0,u2 = 0. 若 1 = 0, 则 有 kus = uw-1: 
Wil 二 0, 从 而 = 0. 故 对 任意 正 整 数 mw ,zw = 0. 此 与 wz000 = 2000 巴 
盾 . 因 此 ,wu 关 0. 
由 题 设 ,经 计算 得 


ku> 3 ku k” 
U3 二 一 二 Rk 3 U4 二 一 二 Ts, 
ul [2 u 
kua k kus 
Hs 一 TT 一 Ts ug 二 一 二 1 ， 
于 3 到 Hd4 
kusg 
U7 二 一 一 二 4. 


us 
由 此 可 见 , 给 定数 列 是 一 个 周期 数列 ,并 且 周 期 为 6. 于 是 由 
2000 = 6 x 333+2 
可 知 
u2000 = 4W2 = ku, 


因此 上 & 应 满足 
ku = 2000, 
人 是 整数 ， 
HH 
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其 中 &,x 都 是 正 整 数 . 
将 = uus 代入 ,得 
u: * us = 2000, 
zx2 。 us = 24.5°. 
x2 的 全 部 可 能 值 为 1,22,24,$2 ,22 . 52,245?, 从 而 的 全 部 可 能 值 为 1， 
2,22,5,2，5,22 .5;& 的 全 部 可 能 值 为 2000,1000,500,400,200,100. 
8 .36 设 数列 ja 上 的 前 ”项 和 
S = 2an—1,(n = 1,2,) 
数列 6,1 满足 
bi = 3,b = acth,(k = 1,2,…). 
求 数列 15,| 的 前 ”项 和 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 由 s, = 2a, ~ 1 可知 ， 
al 三 2al 一 上 
al 三 工 . 
又 a; = $$ — $1 = (2axr — 1) ~ (2ar1 ~ 1) = 2ar — 2ar-1,: 
所 以 Qk 二 2081. 
可 见 , 数 列 |a,| 是 首 项 为 1, 公 比 为 2 的 等 比 数列 . 
由 berl = Qap + bp 加 得 
p2 = ait+ bi, 
b3 = a> 十 b,, 
一 CQ 1 十 bn-i1: 


将 这 一 组 等 式 相 加 ， 
b, 一 Sal + bl 一 


所 以 数列 16,1 的 前 n 项 和 
SS =1+2+.+2"1+2n =2"+2n-1. 


第 2 节 证明 一 般 项 的 性 质 


8.，. 37 数列 al,az,a3,… 满足 


2" 1-1 
2-1 





+3= 2"1+2. 
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2 
Q5 -1 十 之 
al = a 三 1,a, = 一 对 于 任意 宇 3. 


n—2 
证 明 数 列 中 的 所 有 数 都 是 整数 . 
(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 多 证 
ay > 0,n = 1,2,3,.… 
对 于 n 之 3, 由 递 推 公式 可 得 


一 2 
Qndn-2 = dn-1+ 2， 





了 
Ca+lCnr-l 一 dy 十 2. 
于 是 aa = dda 
Cntl dn-l dndn-2 一 dy Rn-l? 
Un+t+l 十 Cn 一 1 Uy 十 Un—2 
即 4 
Hn Cl 
、 Wn+l + Un-l1 Q3 十 al 
依 此 递 推 可 得 一 = 一， 


Qn Q2 
又 a3 三 3 所 以 arl= 4a 一 ao 1 二 23 4 
由 于 cl = az = 1, 用 归纳 法 易 证 对 任何 自然 数 n ,a, 都 是 正 整数 . 

8，38 求证 :在 数列 

= [2 V2],k = 1,2,3,°: 

中 有 无 穷 多 个 合 : 
(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 由 假设 可 知 

2 V2 = apt hk = 1,2,3,°" 


其 中 4 是 (0,1) 内 的 无 理 数 . 若 0< < 广 , 则 1 = 2w 是 偶数 . 若 


1 
了 了 < AM<1l 则 orl=2ae+1lT 且 


Ap11] = 2 -1= 术 (1 -A4). 
1 
如 果 仍 有 二 < AR+1 < 1, 则 Uk+2 一 Zap+r! +1 且 


Agpr2 = Met1 = (LAR+1) = A 31 A). 

由 此 易 知 存在 mz € N 使 得 
1 
0 < Ap+m < 2 
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a 


从 而 ptt+! 是 偶数 . 所 以 数列 | a | 中 有 无 穷 多 个 侦 数 . 





2 2 
、 | 二 2 十 pb 
8 .39 设 非 零 数 列 al ,a;,… 满足 :a1 ,a2， 都 是 整 
t 
数 , 且 
antl+b 
Qn+2 二 a = 1,2, 
其 中 5 是 某 个 给 定 的 整数 .求证 ;数列 1a,| 的 每 一 项 都 是 整数 . 
( 稀 地 利 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 之 2, 由 递 推 公式 可 得 
b= nt2dn Qi1 一 ntrlGn-1 一 Q0 
从 而 Qi (Qi+2 十 ay ) 一 Qt1( Cntl 十 Qn 1) ， 
7 十 + nn Rt 十 天 一 
即 3 
dy+l Wi 
Un+2 十 Wy 
令 = 一 一 一 , 则 
ntl 
da3 二 al CT 二 as 二 
Cr C1 一 一 
C2 CI1CX2 
由 假设 可 知 Cl 是 整数 , 量 
dt2 一 CIGH+L 一 Gay 一 1 23 


再 由 ai ,az 是 整数 可 得 ia,1 的 每 一 项 都 是 整数 . 
8… 40 求证 :数列 
_ (QQ+Y3)” - (2 -v3)” 
” 2.Y3 
的 每 一 项 都 是 整数 ,并 求 所 有 使 a, 被 3 整除 的 4. 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 显然 ae = 0,al = 1. 由 于 2+Y3 和 2 一 y3 是 方程 x? -4x 
+ 1 = 0 的 两 个 根 ,从 而 数列 1a,,1 满足 递 推 关系 
Qn42 = 4a — asn = 0,1,2,.: 
由 此 和 易 知 1a,1 的 每 一 项 都 是 整数 . 
由 递 推 关 系 可 得 。 
adn42 SE al — a (mod 3),n = 0,1,2,.…. 
若 有 上 使 得 ,1 三 qjp42 闯 0 (mod 3), 则 ap+3 汪 0 (mod 3), 且 ck+d 三 


,7 二 0,1,2,.…: 
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QR+5 本 一 Qk+2 天 0 (mod 3) ,从 而 又 可 推出 Uk+6 三 和 (mod 3). 依 此 类 推 
用 归纳 法 可 知 , 对 于 wi E N,31 gmmS31m. 由 于 ao = 0,al = 1,a; 
= 4 尘 1 (mod 3), 所 以 3 | a 和 31n. 
8.41 设 ao = 0, 日 对 n= 0,1,2,… 有 
anst = (RkR+ 1)as + kla, +1)+2 Vk(k+ 1)a(a, + 1), 
其 中 是 给 定 的 自然 数 .求证 :对 于 ” 0,a, 是 整数 . 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,198S 年 ) 
[证 ] 由 归纳 法 易 知 
0=ao<al<a 人 ad 


Qn+1 — (k+l)a,— kl(a, +1)=2 Vk(k+1)a,(a, + 1), 
等 式 两 端 平 方 可 得 信 
az 二 (2k? + 2k + la +282a + 有 — (4k + 2)aant! 数 章 
— 2kasri(Gn + 1)+2k(k+ ala, +1) = 4k(k + 1)a,(a, + 1), 
经 整理 得 
ai+al- (4k + 2) a — 2k(a, + anr1) + k* = 0. 
用 一 1 代替 1, 则 
a7_1 + a%~— (4k +2)a, ya, — 2k(a, 1 + a,)+ k= 
上 述 两 式 相 减 给 出 z 
al 一 as 1 ~ (4k + 2)a, Carr an-!1) 一 2k( a0 -an-1) = 0. 
由 于 cai- ac > 0, 所 以 消去 west - avi 可 得 
an+1 + a,_1 — (4k + 2)a, — 2k = 0， 
即 Qn+l = (4k+2)a, 一 an 1+28 = 2 
再 由 ao = 0,al = 有,k 为 自然 数 立 即 可 知 对 一 切 非 负 整数 坟 ,a， 是 整 
数 . 
8 42 ”已 知 正 数列 ia,| 满足 :al = az = 1,a3 = 249, 且 
1991 + a,r2arl 


dnt3 一 4 :71 一 1 ,2,*… 
n 


求证 :对 于 所 有 的 n € N,a, 是 整数 . 
(全 苏 数 学 冬令 营 ,1991 年 ) 


由 于 


[证 ] 由 假设 可 知 
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ean 


arQan+3 = 1991 + anr2antl, 
Qn+iQn+4 = 1991 十 Qi+3Qn+2， 
两 式 相 减 得 
An+l1GQnt4 一 dndn+3 一 Qnr+3Cn+2 ™ Cn+2Cn+l， 
Qnt4 十 Cr+2 Ant+2 + Qn 


即 -一 = 一 1 三 123 


n+3 dn+l 
从 而 , 当 nn 是 奇数 时 ， 


Qn+2+an Qa3+Qal 


= 230， 

Qn+l 2 
即 Un+2 一 250an+1 Un. 中 
当 ?为 偶数 时 ， 

Qnt2 十 an Qa4 + a 
dnt+l U3 l 
1991 + aaa2 a4+ a 2241 
a4 三 了 = 2240， 二 = 549 = 9， 

所 以 Qn+2 一 0a, +1 ~ Qn: © 


由 QD 各 ,用 归纳 法 易 证 所 有 的 a, 各 为 整数 
8 43 ”整数 列 |a,| 满足 : 


2 

al = 和 2 一 7， -= < a -全 < 
求证 :对 所 有 ”> 1,a, 是 奇数 . 

(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 易 证 1a,| 为 正 整 数列 ,进一步 用 归纳 法 可 以 证 明 

a, 之 3a 7 之 2. (了 
事实 上 , 当 nn = 2 时 ,GD 显然 成 立 . 设 对 于 2 = &(k 之 2)@ 成 立 ,根据 
假设 可 得 


,1 之 2. 


2 
Qk+1 > 二 -村 >3u -了 
所 以 airl 之 3a, 即 对 于 2 = &R+1,@ 也 成 立 . 
不 难 算出 al = 2,as = 7,ai = 25,a4 = 89. 可 以 证 明 数 列 { ce, | 满 
足 递 推 关系 


a» = 3a, 1+2a 7 二 3,4,9,… © 
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显然 当 n = 3 时 ,@ 成立 . 设 当 n = k(k 之 3) 时 ,@@ 成立. 于 是 
ak ak (3ap-1 + 20k -21) - 30 2QUQA-2 
CR 一 1 《一 1 ’ Uk—l 


2axak-2 — 2ak-1 
一 3ax 十 2 -1 十 i, 


由 QW 及 假设 可 得 


Uk—1 


























2 
2axap 2 一 241| 2ap2| Arar-2 一 Qk-l 
dr-!l Akl Gp —2 
2 
a-2 ak-l 1 
= 一 一 | a -一 一 | 志方， 
Ug—l Up-2 3 
2 
他 天 ] 
从 而 一 3ax 一 2ap_1 < 
Ag—1 3 
. 2 
ak 1 
由 于 Qk+1 一 二 本 
(一 二 2 








所 以 QAp+1 = 3ar 十 2Qk-1， 

即 对 于 n = +1,@ 也 成 立 .于 是 对 一 切 2 之 3,@ 都 成立 ,由 此 可 知 

aa li(mod2),2 = 3,4,… 因此 当 n > 1 时 ,a, 与 az = 7 同 为 奇 

数 . 
8 .44 设 数列 fa 满足 : 

Ch ] 

机 十 4a.'” 


求证 : 当 n > 1 时 ,、 /一 二 一 为 自然 数 . 
2047 一 1] 


(全 苏 数学 冬令 党 ,1991 年 ) 


= 1 ,2,… 


dl 一 1 ,ar+1 一 





[证 ] 用 归纳 法 易 知 


2 > 这 ,对 于 任意 nl 0 


2 
今 b = /一 一 ,由 于 当 n 之 2 时 ， 
2a%—1 
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广 1 1 


又 由 个 知 一 一 2 > 0, 所 以 
-一 1 - al op a 
dn-l l 2a’_1—1 
2 4a, 
再 由 w ,=- -+ 下 可 得 
in bz 2 


l 
b’ = 一 4D- 1a7y - ] 一 = 407- (+ 2 0 - )， 


从 而 当 n 宇 3 时 ， 将 二 bi - 20. 人 1 十 六 如 -2 ) 代 入 上 式 得 到 


2 


7 二 4 bn- 0 上 (272 十 工 )， 





即 b, = 26,_1(6%.7 + 1),n =3,4;S,… (CC 
/2 
由 61 = V2,52 = 4,63 二 24 及 回 可 知 , 当 > 1 时 ,加 二 /2 一 
Cn 
为 自然 数 . 


8.45 设 r 是 正 整数 ,数列 |a,| 满足 : 
7 na, + 2(n + 1)* 


al 二 Ta = 一 一 一) 二 二 2 
1 sitt+l n+2 ? ys 


求证 :每 个 a, 都 是 正 整数 ,并 且 求 所 有 ,使 得 a, 是 偶数 . 
(第 1 届 中 国 台 北市 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 由 于 

(1 +2)a = na + 2(n + 1)”", 
所 以 (+2)(2+l)a = (n+ 1)na, +2(02 二 |) 
令 b, = (n+ 1)na,,n = 1,2,3, 
则 bs! = b, t+ 2(n + 工 六 一 
于 是 由 5b! = 2 可 得 


pb, = 2 5h, n = 1,2,: 
当 % = 工时， 由 5， = 2 显然 可 知 1- (1+1)151. 设 n>1， 由 于 


力 一 上 


b, = _ 2772r+1 十 Dy (R251 十 人 hk)"*1), 


=: 


又 2r + 1 为 奇数 可 推出 
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六 | R2 十 (《7 一 民 )2， 


所 以 n 上 已. 
另 一 方面 由 
bp, = >》) (kti+t+ (n+1— kk) ) 
k=1 
和 n+llktl+ (ntl—k)" 
可 知 n+l1ib,. 


再 由 4 与 n+ 1 互 素 可 得 
n(nt+1)ilb, ,n= 1,2,3,.° 
一 bn 
~ n(n+1) 
D,, b> 
以 下 讨论 a, 的 奇偶 性 . 当 为 偶数 时 ,显然 a， 与 一 同 奇偶 ， 义 了 


= 1+221 日 当 ) >>2 时 有 





即 a 为 正 整 数 . 


1 一] 
b, = 27 生 7 十 > Ck2rtl + (n — k)’’*!) 
| =i 


时 一 了 


2 2r+1 
27122031+2> CR + (nk) 1)+2. (二 ) ， 
=| 


天 


2r 
所 以 忆 与 (二 】 同 奇偶 . 由 此 立即 可 得 
偶数 , 当 nn 圭 0(mod4)， 








On 奇数 , 当 三 2(mod4). 
b, 
当 7) 为 奇数 时 ,显然 a， 与- + 同 奇偶 .由 于 = 2, 且 当 ”> 1 时 ， 


bp, = > (kili+(n+l1-— k)*"+!i) 
kl 


n—|l 





2 2rt+1 
2D pt (nt1- kt)+2( i ) ， 
kl 2 
b, + 1 
从 而 一 一 与 (一) 同 奇偶 ,于 是 
n+t+l 2 


,= | n = 3(mod4), 
" 奇数 , 当 nn 圭 1(mod4). 
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总 之 , 当 且 仅 当 1 三 0 或 3(mod4) 时 ,a,, 是 偶数 . 
8.46 设 数列 aj,a;,a;,… 满足 
dai = a = la, = al1+a n= 3495， 
求证 ,对 任何 自然 数 &,asx 都 可 被 5 整除 . 
(第 24 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 当 = 工时 ,由 


as=as+a3= a3+2a;y+al = 3a; + 2al = 3， 
可 知 5 1 as, 设 对 某 个 自然 数 开 ,5 1 asi. 
由 于 ASk+5 二 QSk+4 十 Ask+3 


= ask+3 十 Aasgt2 + aspti 
= asgt2 + 3astrl + Sasg + ask-1 
= 8ase + Sase-1, 
所 以 5 1 as445. 于 是 对 任何 自然 数 & 都 有 5 | as. 
8 47 求证 :数列 : 


a = (| + (8) -2,n = 1,2,°": 


的 每 一 项 都 是 自然 数 , 而 且 当 ”为 偶数 或 奇数 时 ,a, 分 别 具 有 形式 
Sm 或 mm, 其 中 mEN. 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 


[证 ] 显然 a = 1,a> = 5 .由 于 3 二 和 3 — 5 是 方程 2234 











2 
+ 1 = 0 的 两 个 根 , 所 以 
Qt+2 十 2 = 3( an+l + 2) 一 (ac， 十 2), 
即 dn+2 一 3an+1 ™ au, 十 2 ， 1 = 1 ,2,*: 
由 此 易 知 数列 je, 的 每 一 项 都 是 整数 ,又 
> 2 于 号. 3 -2 =0， 
所 以 ta,| 的 每 一 项 都 是 自然 数 . 
3+Y5)” _ /3-51 
多 知 a [| 2 | 2 ) 
1 2) - (3 =) 
So= 去 [( 27 本 |, 则 6 = 1,5s = 3, 且 
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bn+2 一 3D,+1 一 b, ,sn 一 1 2，… 
从 而 15,1 的 每 一 项 都 是 整数 .显然 有 6b,, > 0, 于 是 b, E 和 N, 且 av = 
Sb2 

















2 2 2 2 
- (285) (下 有 "+ (2) (3 5) ) 
2n-1 2 2 2 2 
3—Y5/3 “ 




















2 2 2 2 
9 一 3 + (3 3) 
全 、 二 一 - 一 -~ -二 [WRI 二 “二 
令 Ci | 7 7 , 则 cl = lc =4, 且 
Cn+2 一 3con+l Cry 如 一 1 ,2,.: 


从 而 {cf 的 每 一 项 都 是 整数 . 
显然 有 c，> 0, 于 是 cE NEBa,,!1= ci. 
8 48 已 知 数列 ia,| 的 通 项 公式 为 
a = [ny2),n = 0,1,2,… 
求证 :1a,} 有 无 穷 多 项 是 完全 平方 数 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[证 j] 任 取 正 奇数 mm, 则 存在 自然 数 x,, , y, ,使 得 
(V2 + 1)™ = x V2 + y,. 
由 于 (Y2 + 1)*+(Y2 一 1)”= 2zrz， vy2, 所 以 
(V2 — 1)™ = vvV2 一 多 
由 此 可 得 2x5 一 y= 1. 
于 是 yh 2720 = yn + ym < (y% + 1)°, 
如 yo, < Yry, < ys +1. 
取 2 = xzoy 则 
an = [V2xmyn] = yy,. 
8. 49 设 a, 为 下 述 目 然 数 NN 的 个 数 ;N 的 十 进 制 表 示 中 的 各 位 
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数字 之 和 为 n , 且 每 位 数字 只 能 取 1,3 或 4. 求 证 :a2,, 是 完全 平方 数 . 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 
[证 ] 显然 他] 一 1 ,a” 一 ] ,as3 一 2,a4 一 4, 且 
Ud ™ Gn-l 十 an-3 十 Gdn-—4s2i > 4. (1) 


只 需 证 当 n 之 3 时 ,a 是 完全 平方 数 .由 Q 可 得 
Qn 一 CC21-1 十 CQ2) 一 3 十 Q2, -4 


= a 7+ Ap 4 tT Qan-s t A273 + 2-4, 


XX Q21-2 = G21-3 + A2n-5 + 4d2n-6, 
所 以 a?， = arn 2 + 2apn4 — QA2n-6. 
令 b, = a;,,; 则 51 =1,p5 = 4,5; = 二 9, 且 
b, = 26,1 + 206, 2 一 站 313. 人 


另 一 方面 ,补充 au = 1,a_ =0, 则 中 对 于 >2 成 立 . 令 cv = 
a +a 则 ci=fics = 2, 且 由 可 知 
C= ton>2. ©) 
由 此 可 得 c; = 3, 且 
c= (ct e202) = 2c2 +2c2 7 (01 - cy 2). 
由 久 , 则 Cn-l Cx-2 一 c-3: 于 是 ct 一 cf 三 4,c3 二 9, 且 
C4 = 2c2 | + 2c% 2 — ch .37 > 3. 由 
比较 @ 和 @ 及 其 初 值 可 得 2 = ci, 即 
a2, 一 (a,+a 3) 7 一 12,… 
8 .50 已 知 tao,alyaz,…} 是 整数 列 且 满 足 
(1)a = 3a 一 3a +a 7 三 2) 3，… 
(2)2al = ao + ay 一 2， 
(3) 对 任何 mx E 六, 存在 &, 使 得 
dp CR+I CR+H-1 
都 是 完全 平方 数 . 
求证 :数列 1a0,41,43,…| 的 所 有 项 都 是 完全 平方 数 . 
(第 7 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1992 年 ) 
[证 由 (1) 知 , 当 » 实 2 时 有 


Untl Qn 一 2(a, Qi -1 1) (cl an-2). 


令 d, 一 Uy dnl1si 一 1,2,…, 则 上 式 化 为 ， 
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di1 ~ d, = d,— d,-1. 
由 此 可 得 

di1—d,=d,—-d,!=°"*= d;>-d!i, 
又 由 (2) 

d7— dl!= a;—2al+ao = 2， 
所 以 d, = di+2(n— 1),n = 1,2,3, 
于 是 可 得 


4 
“ 

a = Cn0 十 > ,dr = ao+ din+ n(n — 1), 
k=1 


即 a = +onten= 0.1.2.… (b 

其 中 =d-1=a-ao-lc=ao: 由 (3) 知 ,存在 非 负 整 数 上 ,使 
得 w 和 ur,z 都 是 完全 平方 数 ， > 
从 而 . Hrt2 一 wa 关 2(mod4). 数 章 
再 由 人 得 8 


ai 一 ai = 41 + 4+22,， 
于 是 5 为 偶数 . 令 5 = 24, 则 外 化 为 
a = (n+ A+eoA ,n= 0,1,2,: 人) 
显然 只 需 再 证 c - A“ = 0. 

若 不 然 , 有 cc 一生 关 0, 则 < 一 2 的 不 同 约 数 只 有 有 限 多 个 , 记 其 个 
数 为 m .由 @ 知 存在 n0, 使 当 1 宇 nn0 时 ,数列 1a,1 严格 单调 增加 . 叉 
由 假设 条 件 (3) 知 当 & 之 no 时 ,使 得 

Ap+; 一 7 一 001 2，……，771 
其 中 户 是 正 整 数 且 po < pl < … < 六. 再 由 人 @@O 得 
c-A = pr-(k+t+i+t+A) 
= (p—koi—A)(p+k+it+A),i=0,1,2,,m. 
由 此 可 知 c -和 至少 有 m+ 1 个 不 同 的 约 数 ,矛盾 . 
[证 2] 与 [证 1] 相同 可 得 
2 


[ 2 
a = tnte= (n+) +e- ,n= 0,12,. 


其 中 b= QAal a0 一 1， C 一 a0- 由 此 容易 证 明 ， 存在 天 人 站， 使 得 当 ?7 人 > 并 
时 ,ia, | 严格 递增 且 满 足 
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辣 流 六 











-1 +11 
(< ) 








2 
由 假设 条 件 (3) 知 存在 1 > no, 使 Qs 是 完全 平方 数 , 于 是 有 
1 +- < Va < 1+ eo 
故 5 为 偶数 且 
= (r+) 
Ur 一 2 
bY b” bp’ 
又 w = (t+ ) + 本 ,从 而 < 一 本 二 0 于 是 


2 2 
a = (» + 了 +ec 本 + 了 ,n= 0,1,2,.… 
即 所 有 a, 都 是 完全 平方 数 . 
8 51 ” 设 整 数列 1a,| 满足 : 
ao = 0,al = 1,a, = 2a 1 + a237 三 2 34 
求证 :2* | a 全 2 | nn,k = 0,1,2,… 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] ”只 需 证 & 1 的 情况 .由 递 推 公式 可 得 
a EC (mod2);72 = 2,3,4,° 
又 ao = 0,ai = 1, 所 以 
21a,S21n, 
即 太 = 1 时 ,结论 成 立 . 以 下 证 k > 1 的 情况 .由 递 推 公式 和 ao = 0,al 
= 1 不 难得 到 通 项 公式 


a = [#2)" -GD 


2 | Wn 
| 


记 (1 + V3)2%+ (1-2) = 2 5 hn22 = 262”, 
其 中 》) 关于 一 切 [0,2”] 中 的 偶数 求 和 ,又 
2 2 | 一 l,m = 0, 
(1+ 2) (1 2) | l,m > 0, 


A —2b "1,nm = 0, 
A 26 "+1,m>0. 


Pi 


所 以 [A (+ [2- (1 -= 
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由 此 可 得 数列 ia 1 ,n = 0,1,2,… 的 递 推 公式 为 
2b2ra2™ (1) + a2*(n-2) 7 = 0, 


C2 7 一 nr 
202”a2™ 0 1) — 2 (1-2) 9 71 > 0. 


考虑 数列 b= 地 [C1 + 2)" + (1 -V2)"],n = 0,1,2,. 


易 知 bo = 6b = 1,6, =20 +0 ,对 于 任意 7 之 2. 
从 而 对 任何 非 负 整数 ww ,6b, 是 奇数 .从 递 推 公 式 可 得 , 当 产 之 1 时 有 


a 一 C2771.2? 一 2bom -la2™-!l 十 CQ0 一 2p2wr-1Q22r1l ， 


于 是 a2” = 2 bl bm 01. 
由 于 651,562,，…,b2”1 都 是 奇数 ,所 以 
2™ || az”， 
即 2w 1 4s" 但 2%*1 1 qa”. 再 由 递 推 公式 可 得 1 
2™ | ao 上 且 a2oo2 am (mod2™*1),n = 0,1,2.. 数 章 


再 由 2”*! ao = 0,2”*1 赴 aspm 得 到 ,对 任何 关节 1 有 
2271 | ame32 | 4. 

任 取 自 然 数 &> 1. 若 于 172, 则 ，= 2 7, 其 中 /是 偶数 ,由 上 述 
结果 可 得 2* | a, .反之 若 2* 卡 n, 则 存在 0 才 mm 志 一 1 使 得 = 2”， 
其 中 / 为 奇数 ,于 是 2 十 a ,又 上 有 之 x +1, 所 以 2* 直 a, .以 上 说 明 对 
于 & > 1, 结 论 也 成 立 . 

8，52 在 正 整数 集 上 定义 函数 f(n) 如 下 : 

当 7 为 偶数 ， 
当 )” 为 奇数 ， 





fl(n) = FT 1 十 3， 
(1) 证 明 对 任何 正 整数 x ,数列 


a0= ma1 = fm a, = f(a 1), 
中 总 有 一 项 为 1 或 3. z 
(2) 在 所 有 正 整数 中 ,哪些 m 使 上 述 数列 必然 出 现 3? 哪 些 m 使 
上 述 数列 必然 出 现 1? 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 于 1a,| 是 自然 数列 ,所 以 必 有 最 小 值 a，. 如 果 &a, > 
a +3 
2 





a) 
3, 当 dy 是 偶数 时 ,ax 一 2 < a,, 当 A 是 奇数 时 ,a,,， 一 
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a;. 由 此 可 知 an, 3. 又 若 an = 2, 则 qu+l = 1 逆 盾 ! 所 以 an, 必 等 于 
1 或 3. 
(2) 由 f(7) 的 定义 易 知 
31a331 arsn = 0,1,2,… 
于 是 若 31im = qo; 则 31a,,yn = 0,1,2,… 所 以 la,i 中 没有 等 于 1 的 
项 ,由 (1) 可 知 必 有 等 于 3 的 项 . 若 3 丰 产 , 则 3 直 am = 0,1,2,… 从 而 


数列 fa,1 中 没有 等 于 3 的 项 ,由 (1) 可 知 必 有 等 于 1 的 项 . 


8.53 已 知 al = 1,a; = 2， 
Sanil 一 3a, ,Qn “an+l 为 偶数 ， 
wo atl 为 奇数 
求证 :对 一 切 EE N,a, 关 0. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 

[证 ] 由 ai 是 奇数 ,a 是 偶数 及 弟 推 公式 易 知 在 数列 1a,1 中 任 
意 相 邻 两 项 不 能 全 是 偶数 . 可 以 证 明 4f+am = 1,2,3,…, 由 此 即 得 对 
任意 nn € N,a, 关 0. 事 实 上 若 不 然 , 则 集合 fn E N141 a»| 非 空 , 记 
no 二 minfnENI41a,1. 由 于 al = 1,as = 2,a; = 二 7, 所 以 no>3. 
由 于 a 是 偶数 ,a 1,4, 2 不 全 是 偶数 ,由 递 推 公式 可 知 wa， 
全 是 奇数 . 同 理 可 知 w， ; 是 偶数 . 所 以 


an 二 Qnr1 一 Qnr-2y nl = a -2 一 Sa 3. 

由 此 得 。 ww 

由 于 4 ar ,从 而 4 | ar -3 与 20 的 最 小 性 矛盾 ! 
8. 54 已 知 对 任何 wn € N,a, >0 且 


El 天 

2 
ya 一 ( > ,ax ) : 
上 =! =| 


求证 :a, = n,n = 1,2,3,…… 


一 4aw -2 Ja -3: 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 当 n = 1 时 ,由 a = af 且 aj >0, 则 a = 1. 设 


当 ? 委 交 时 ,aa = nn. 因为 


3 3 
Sai 十 Qmpi+i 
二 二 上 
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mw 
-~ 


w+! ? 


2 1 2 2 
= (as) +2amn( Oo) tam 


pi 
k=1 k= 1 大 = 二] 


| 
一 一 、 
-| 

SS 

~ 
~ 


Hn 7 


= (Da) 和 ast > 0, 所 以 


k=1 =] 


a“ + 一 aol 一 2 > ,an = 0. 
根据 归纳 假设 > "au = >)& = 二 m(m + 1), 从 而 


am+i = 70 + Vl+i+4m((m+1))=mtl1. 


于 是 对 于 任何 n EE N 有 a, = 1. 区 

8 . 55 ”有 穷 数 列 ci,az,，…ao 称 之 为 p -均等 的 ,如 果 所 有 如 下 形 A 
式 的 和 彼此 相等 . 

ag + arrp t+ apr2p + "sk = 1,2,.%,p. 
求证 :如 果 一 个 项 数 为 50 的 有 穷 数 列 对 于 p = 3,5,7,11,13,17 都 是 
p -均等 的 , 则 该 数列 各 项 都 为 0. 
(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 设 p> 1 为 自然 数 ,复数 > 满足 


列 


二 1 且 x 关 1， 
则 lt+z+2 +…+ 2 !=0. 
_ 2 ,。 
于 是 ai+ap+al2p 二 二 Ql1+Qpz 二 ar2pz 十 


+1 2ptl 十 ，.， 
(a2+ aztp + a2t2p + ***) = Q2 之 二 2+p + a2t2p 二 


sp l(a, + azp + a3p + ***) = apet 十 azpe Pt 1 + aape Ph + «ee 
进一步 如 果 al,a,,…a, 是 p -均等 的 , 则 

al+ arz+ a3z’ ++az" |!=0. 
由 此 可 知 , 若 aj,a;,…,aso 关 于 p= 3,5,7,11,13,17 都 是 p- 均 等 的 ， 
则 多 项 式 f(x) = at+az+azz+…+asz42 至 少 有 2+4+6+10 
+ 12 + 16 = 5350 个 复 根 ,所 以 必 有 

al =a;=*""* = as0= 0. 


8 . 56 设 为 非 负 整 数 , 记 
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(1+4 池 -4 汽 ) = a, + bY2+ cy4，, 
其 中 a, ,b, ,c, 是 整数 .求证 :如 果 c, = 0, 则 ”= 0. 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 


[证 ] 由 于 
Cn+l + Dr1Y2 + cl V4 一 (a， 十 b, V2+ c HA) (1 +4V2 — 4Y4), 
所 以 dnt+l 二 Qn — 8b,. 十 8c， ,71 一 0,1,2,… 


又 ao = 1, 从 而 a, 全 是 奇数 . 
对 于 每 一 个 非 零 整数 &, 则 存在 非 负 整数 ! 和 奇数 & ,使 得 
二 2 
定义 f(k)=1. 
首先 可 以 证 明 当 w= 2” 时 ,m = 0,1,2,… ,5 和 ce, 都 是 非 零 整 
数 , 且 
AD)= flc,)= m+2. (1) 
事实 上 ,车 w= 0, 则 mn = 1. 易 知 51 = 4,ci = 一 4,; 所 以 人 成立. 记 
a = a ,b= b,c = Co” 
A = an 有 = bmtl,C = co!, 


则 4+BW+C 灶 =(a+p 妇 +c 杂 )2. 


由 此 可 得 4 = a*+2k, 
B = 2ab +2c2， 
C= 2ac+ b*. 


由 于 a 是 奇数 ,所 以 当 f(65) = f(c) = m +2 时 , 易 知 
f(B) = f(C)= m+3. 
于 是 用 归纳 法 可 证 对 任意 nn = 2”(wm 宇 0),Q@ 都 成 立 . 
其 次 ,由 
Qn+m + Ory V2 + C+ jh V4 
= (a, + 6b, V2 + Ch Y4) (a, + b,, V2 + Ci VY4)， 


可 得 
dntp 一 Qndnm 十 之 DC 二 PA ’» 
btn 一 anbn, 十 amb, 十 2chCnm ， 
Cntm 一 GnCm + tpn + bb ’ 


如 果 5, ,b,c,,c 都 非 零 , 且 有 * 关 , 使 得 
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fb) = ch) = 4, fbn) = fem) = AH 
从 wa 和 a,, 都 是 奇数 以 及 上 述 关系 式 可 推出 ,2 和 crw 都 非 零 旦 
flbrtm) = flcntm) = mintA,w GD) 
任 取 正 整数 ”, 则 存在 整数 0 委 mo < m1 之 … < 使 得 
7 一 220 十 2 十 十 2 
由 中 和 四 可 知 c 和 关 0, 且 Fc) = mo+2, 即 
2™%0+2 jc 但 22013 十 c， 
于 是 要 证 之 结论 成 立 . 
8， 57 ”已 知 数列 ia,| 的 通 项 
a, = 15n +2+ (15n -32) 16” i,n = 0,1,2,.… 
(1) 求证 :对 每 个 非 负 整数 n ,15” | a,. 
(2) 求 所 有 的 nz, 使 得 
1991 | a,,1991 1 afl1y1991 | a,r2. 
《中国 国家 集训 队 测 验 题 ,1991 年 ) 


[ 解 ] (1) 由 于 
2an+1 ~— a, = 2[15(n+1)+2+(15n -17):.16*1 [lSn+2+ {15n 
~ 32)， 16"!] 
= 15n+30+2+(31 x 15n- 32x16).16”™! 
= ant2 + (31 x 15n ~ 32 x 16) .: 16 1- (15n - 2) ， 
16"+! 
= ant+2— 15°n :16"!, 
所 以 Qn42 = 2asr1 ~ a, + ln .16 1l,n = 0,1,2,.…: 


又 ”ao = 0,al = 0, 从 而 用 归纳 法 易 证 157 | a,. 
(2) 设 p 是 大 于 5 的 素数 . 如果 : 
plap | aisp | Qt, 

则 由 (1) 中 的 递 推 公式 可 得 p | n. 再 用 通 项 公式 可 推出 0 三 

1(modp). 有 反之 奇 p 1 n,16” 二 1(modp), 由 通 项 公式 易 知 p | a，. 
antl = lS5n(1 + 16") + 17(1 ~ 16"”), 

所 以 p 1 as+1. 再 用 (1) 中 的 递 推 公式 可 知 户 | ar 以 上 证 明了 :|a，， 
PP 1 aw+1;p1 ant2 的 充 要 条 件 是 p | n 且 16" 二 "1(modp). 若 记 no 是 最 
小 的 自然 数 ,使 得 16"% 三 1(modp), 则 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 927 





喇 演 六 


njplablanrbblasl = paoiR = 0,1,2,…], 
其 中 [p,nol 表示 p 与 n0 的 最 小 公 倍 数 . 
显然 1991 = 11 x 181,11 与 181 都 是 素数 .由 16” 寺 5"(mod 11) 容 
易 算 出 使 得 16” = 1(mod11) 的 最 小 自然 数 n = 5. 由 费 尔 马 定理 可 知 
219 二 1(mod181), 即 16$5 二 1(mod181). 如 果 自 然 数 nn < 45 上 且 
16” 二 1(mod181), 
则 x145, 但 16! 二 16(mod181), 经 计算 可 得 
16” = 43(mod181),16? = 59(mod181). 
从 而 使 得 16" 寺 1(mod181) 的 最 小 自然 数 n = 45. 故 使 得 1991 1 a,， 
1991 | a,+1,1991 | aa 的 所 有 7 为 
[5,11,45,181]k = 11 x 45 x 181k = 89595k, 
其 中 = 0,1,2,… 
8 .58 ”求证 :在 任意 3 个 无穷 自然 数列 
aa 
bi,b2, ba, 
CsC2s9 C039"" 
中 必 能 找到 不 同 的 下 标 p 和 9 ,使 得 
Qp > Aq bp 2 by cp 之 cr 
(第 1 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1961 年 ) 
[证] 因为 任意 多 个 自然 数 一 定 有 最 小 值 ， 所 以 可 令 


Qn 一 mini a, | n EC Ni ,a,, 二 mini a, | 好 各 N,n > nl ,ean 一 


minia I n€EN,n> nx-1|,…. 从 而 站 1 是 自然 数列 1,2,3… 的 子 序 
列 满足 nj 之 nn 之 n; 芝 … . 月 

a a, ,a ,和 
使 得 

bm < Bm, < bm, < ” 
对 于 |c。 上 再 重复 以 上 证 明 可 知 存在 | mm | 的 子 序列 0 < < < 
使 得 
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br < 0 < b, < 和 
取 p = 1,,qg = 7 即 满足 所 要 的 条 件 . 

8 .59 设 ia,} 是 无 穷 正 数 数 列 ,其 中 al 可 任意 取 且 对 于 n 宇 1 

有 

as4! = a,+1. 
求证 :存在 x ,使 得 a, 是 无 理 数 . : 

(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1989 年 ) 


[证 ] ”着 al > 一 一 一 1 5 , 则 
0 第 
由 此 可 知 A= tl a 人 





| 列 
且 Vv al 十 1 > 1 +1]= LS 


于 是 用 由 纳 法 可知 | 是 严格 递减 是 有 下 界 的 无 穷 正 数 数列 如 果 
6 
a,l 的 所 有 项 全 是 有 理 数 . 设 a; = 一 ,其 中 a ,651 都 是 正 整数 .由 于 


Va(lb!+a) 
a 


又 az 是 有 理 数 , 则 a(6b1 + a) 必 是 完全 平方 数 . 记 6 = Wa(bil+a)， 
pb 
则 5 是 正 整数 旦 a = 一 .用 归纳 法 易 证 


0 
Uy 一 村 一 1 ,2 ,3…， 
u 


其 中 ,全 是 正 整 数 .由 |a,| 严格 递减 且 有 下 界 可 推出 15,| 严格 递减 且 
有 下 界 ,这 与 15 | 全 是 正 整 数 矛 盾 , 从 而 ia,| 中 必 有 某 项 是 无 理 数 





al 
再 用 反 证 法 即 可 推出 (a, | 中 必 有 菜 项 是 无 再 数 

8 .60 已 知 一 两 端 无 限 的 数列 …,a_,,…,a_j,a0,a1,"… an， 
… 满足 
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Qk 一 二 (al + ap41), 对 于 任意 上 EZ. 


如 果 此 数列 中 有 菜 两 项 相等 ,求证 此 数列 必 有 无 穷 多 对 彼此 相等 的 
(第 28 局 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证] 设 存 在 有 < p 使 得 a 二 ap .可 以 证 明 


Gg-1 一 Cp+li 


事实 上 ,由 于 QE 一 二 (al 十 ak+l), 所 以 


Qp+1 三 da 一 Qk-1. 


再 递 推 一 次 可 得 
Qp+42 = 4ak+l1 一 Ge = la 一 4 1 
一 般 用 归纳 法 易 证 
Qkp+n = Do 一 cnag-1sn 二 一 二 01 2 
其 中 6 = 0,60 = 1,6, = 46,-1— 62,7 = 1,2,3,…,c-l = 一 1 
co =0,c,=4c -cr 二 1,2,3,… 同 理 可 证 
ao = dap ~ eraprisn = 1,0,1,2, 


其 中 di = 0,do = 1,d, = 4d; 1 d,2n = 1,2,…e_! = 一 1,eo= 
0,e = 4e,_1 一 e291n = 二 1,2,… 由 此 可 知 
b» = dnsycn = eryn =—1,0,1,2,.: 
从 内 = an 可 得 
Dp-kQ 一 Cp-kaR-1 = dp-kap 一 ep kptl’ 
所 以 Qk = Qp+1l. : 
于 是 Qt -na = Qp+n 7 = 0,1,2,.: 
8 .61 求证 :任何 自然 数 都 可 以 表示 为 辈 波 那 契 数列 1,1,2,3， 
5,8,13,… 中 若干 个 不 同 的 项 的 和 . 
(第 25 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] ” 斐 波 那 契 数列 记 为 cl,az,a3，…… 则 
a1 = a2= 1,an = 一 ai+a 2 一 3,4,3… 
用 归纳 法 . 当 自 然 数 m = 1 时 ,显然 ai = as = m .假设 对 于 某 个 宇 
1 ,一切 不 超过 mm 的 目 然 数 都 能 表示 为 斐 波 那 契 数列 中 若干 个 不 同 项 
之 和 .由 于 m+ 1 之 2, 从 而 存在 n 实 3 使 得 
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a 人 m+til< al. 
或 者 a, = m + 1, 或 者 a, < m+ 1. 在 后 一 种 情况 ,m + 1 一 a, 必 是 不 
超过 m 的 自然 数 ,由 归纳 假设 可 知 m + 1 可 表示 为 翡 波 那 契 数列 中 者 
干 不 同 项 之 和 .以 上 说 明 要 证 之 结果 成 立 . 
8…62 已 给 数列 al,a;,a;3,… 满足 
dal = a;= 1,a, = al + ar2n = 3,4,3,": 
求证 :在 此 数列 中 任意 连续 8 项 之 和 不 等 于 数列 中 任 一 项 
(第 20 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1957 年 ) 
[证 ] 显然 a1,42,43,… 是 单 增 自然 数列 . 任 取 
S 二 QT 十 CU+L 十 十 Ge+7- 
由 于 aktsg = ak7y + aktl6 妇 5， 又 


第 
Qj149 二 CR+8 十 CUA7 二 CU+7 十 QR+6 十 Qk+7 入 
二 Ap+7 十 Ap+6 十 Ap+5 十 CEA+6 教 章 


= S++akt>s, 
所 以 * 不 等 于 数列 中 的 任 一 项 . 
8.63 设 zo=0zi=1 有 zl=4z 一 ryn = 1,2,3,… 
义 Mm=1ly=2 且 yi=4yw 一 yin = 1,2,3.… 求证 :对 一 切 整 
数 n 宇 0 有 
ys = 3x2+1. 
(第 20 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 递 推 公式 及 前 两 项 的 值 可 得 ,对 任何 整数 n 宇 0 有 
V3 V3 


= 24)" 23)", 
CE CE 


于 是 


1 1 1 
2 一 -= 2n 2n _ 
a 17(2 + 3) + 1202 V3) 6 
1 
闪 = 开 CQ+W)2 + 二 (2 一 V8) 二 
由 此 立即 可 得 
ys = 3zx2 十 工 
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8.64 设 |a | 和 {15,1| 都 是 自然 数列 , 且 满 足 
al 二 Nan 十 10 = nb, ~ 1l,n€EN. 
和 求证 :至 多 有 有 限 个 数 ,既是 ia,| 中 的 项 又 是 {65,1 中 的 项 . 
(前 联邦 德国 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] ”由 递 推 关系 可 得 : 


a3 = 2a2+1= 2(a1+1)+1=2(ar+1+3), 


a =3a+1=3:2(a+1+ 了 1=3l(ari+ 二 + 十 


2! 31! 
一 般 地 用 归纳 法 易 证 
好 站] 一 nl(al 十 S,) ,71 一 1,2,…: 
1 1 1 
其 中 2 


同 理 可 证 br! 一 1 (Bl S,) ,nn 一 1 2，… 
由 于 2 = 61 一 1 为 自然 数 , 从 而 刀 实 2. 易 知 


1 I I I 7 
S51+ 一 [1+ 一 十 二 十 十 一 一 一 . 
!'S ,Sl 人 3 3 +133)< 4 
如 果 存 在 自然 数 ni 和 nm 3 使 得 Cn+l 一 Drl 4 
即 ni(al + S,) 一 MTCOI 一 9) 


当 妆 = 于 时 ,由 站-alil=2S, 以 及 >2 时 2S, 不 是 整数 ,立即 可 知 
mM 二 nn 和 2. 当 m 关 nn 时 , 则 











] 
十 一 一 
Atl matS, 4 
bI—! 天 bl 一 局， b 7 
| 4 
4” 玫 -1 
从 而 或 者 n 过 mm 人 一 一 了 ,或 者 m<n 和 一 一 .无 论 何 种 情况 总 
Ci 
1- 一 
4 
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7 


十 一 
,了 一 0 为 仅 与 a1,61 有 关 的 固定 常数 .由 
7 al . 


pl1— 
4 
此 立即 可 得 要 证 之 结论 成 立 . 
8 » 65 从 给 定 的 四 个 整数 aisb1, cl dl 出 发 ,对 一 切 7 € NN, 定 








其 中 p = maxs 2， 


义 
Qnt+l 三 | cn 一 |, 
1 三 | 6b, ~ cr 1, 
cl 三 cy 一 Qi， 
d+!1 =|d,— an|. 
求证 :存在 € N, 使 得 
a = b= = d, = 0. 
(前 联邦 德国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 令 MM = maxilay 1, 15,1,1c,1, 1 qd; |, 则 MM 是非 负 
整数 , 且 由 弟 推 关系 易 知 
Ms Mn = 1,2, 
由 此 可 知 ,存在 自然 数 , 使 得 
Mi = Mi = Mirz = … 中 
记 M = A ,以 下 证 M = 0, 帮 不 然 , 则 M > 0. 由 于 当 %n = 有 +1 时 ， 
br, cad, 均 为 非 负 整数 ,所 以 利用 递 推 关 系 和 中 可 推出 ,a, ,6,， 
cd 中 至 少 有 一 个 为 M, 且 与 其 相 邻 的 两 数 中 至 少 有 一 个 为 0. 由 于 
每 次 都 出 现 0, 从 而 a, ,b,c,,d, 中 至 少 有 两 个 相 邻 的 数 相同 . 对 于 
n 三 帮 +1, 由 循环 对 称 性 ,不 妨 设 at = M, 由 以 上 证 明 可 知 (a441， 
Aslycerl dtl) 只 可 能 为 以 下 六 种 形式 : 
(M,0,0,4), (M,0,c,c), (M,0,c, M), (M,M,c,0), 
(M,6,6,0), (M,6,0,0), 
其 中 0 过 6,c,d, 达 MM. 若 
(apris Detls Cat1 de+1) = (M ,0,0,4d), 
则 (Qap+2s bpsr2s Ckt2 det2) = (M,0,d, M — d) 
由 于 (M,0,d,M - 4) 中 有 相 邻 两 数 取 值 相同 , 则 d = 0 或 M = 24d. 
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列 





Lan 


如 果 4 = 0, 则 

(apr3r ber3s Cht3s der3) = (M,0, M,0).. 
如 果 M = 24, 则 4d >0, 且 

(apr3, ber3, cet3 di+3) = (M,d,0,d). 
无 论 何 种 情况 (akr3, B443,ck+t3,di+3) 中 都 没有 取 值 相同 的 相 邻 两 项 ， 
引出 矛盾 ! 当 (a441 ,B44w1,chr1,der1) 取 其 他 五 种 形式 时 ,同样 也 引出 矛 
盾 .于 是 M = M, = 0, 即 

a =b=c= d=0. 

8.66 设 ao = 1994, 日 


2 
n 三 0,]1,2,… 


dn 
Qn+l a tl 
求证 :1994 - ”= [cj,0 过 ”过 998. 
(第 35 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1994 年 ) 





[证 ] 显然 有 
0< a < an = 0,1,2,.…: 
1 
且 orl nt 


从 而 对 于 nn = 0,1,2,… 
antl>an—- la-2>…>a0- (nt 1). 
注意 到 ao = 1994, 则 对 任何 非 负 整数 x 有 
1994— na,. 由 
为 一 方面 , 当 0 声 n 声 997, 则 由 可 知 
a», > 1994 - 997 = 997, 





从 而 
1 1 
Ar an 1+ +i 1+ 
由 此 递 推 可 知 对 于 0 < 过 n 过 998 有 
an < ao—n+l1= 1994-n+1l. (D) 
综合 中 和 @ 可 得 


1994 -7 = |a,],0<<n 998. 
8 67 ”求证 :从 任何 实数 列 at,a?,…,a 中 可 选 出 一 些 数 满足 
下 述 三 个 条 件 : 
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(1) 不 接连 选 三 个 数 ; 
(2) 从 每 三 个 相 邻 的 数 中 至 少 选 一 个 ; 
(3) 所 选 的 所 有 数 之 和 的 绝对 值 不 小 于 
去 ( aaa 1). 
(第 16 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 cl + cz + …+ ww 之 0, 从 而 : 
Da > 二 > | a; |. : dd) 


对 于 i,kE€ 10,1,21 且 i 关上 有 , 令 
NA 一 ia) | 1 三 i(mod 3) 或 /三 k(mod 3) 且 a 宇 0| 


这 样 就 把 a1,4a,,…,a, 分 为 六 组 (二 组 之 间 可 以 有 公共 的 数 ). 显然 选 1 
任何 一 组 的 数 满足 条 件 (1) 和 (2). 又 六 组 所 有 数 之 和 S 为 效 齐 

2 >a 十 2 9a " 
由 > >>0 和 人 四 可 得 


利用 抽 居 原理 可 知 存在 i,k € 10,1,2| 目 ;二 上 ,使 得 M 中 数 之 和 之 
二 (| a11+1 az1+…+| a 1). 于 是 选 此 NM 中 的 数 就 满足 所 要 求 之 条 


件 (1),(2) 和 (3). . 
8:68 设 al,a2,a;3,"… 是 实数 列 且 对 任何 x 和 ?7 都 有 
1 
m+n 





| Un 十 Un tn | 二 
求证 :ia 是 等 差 数列 . 


(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 取 m= 1, 则 由 假设 可 知 


1 
| (ant+1 一 a, ) i | 过 一, 一 1],2,3,…: 
nn 


二 1 
所 以 lim (an+1 一 Q，) 一 dl: 
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1 
取 m = 2, 由 | (aa ~ Qn) — a2 [Oo ,1 = 1 ,2,3,…… 
1 十 2 


可 得 lim (an+2 — an) = Qa2. .| 

叉 lim (an+2 一 an) 一 lim L(an+2 一 ant1) 二 《anrl 一 Qi) 
一 lim (an+2 一 Qn+1) 十 lim lati 一 an) 
= 2al, 


从 而 a; = 2a1. 一 般 地 ,对 任何 固定 的 自然 数 ,由 假设 可 得 


lim (+ a ) 一 Adm, 
另 一 方面 利用 lim (at - w) = at 能 推 得 


lim ( a+ an) 一 Did ls,. 
Po a 


于 是 我 们 有 a = Mmaysm = 1,2,3,… 











所 以 结论 成 立 . 
8.:69 设 2 3 为 非 零 实 数列 .求证 : 当 且 仅 当 对 每 一 个 
nn 2， 
1 | | nl 
+ 十 十 = 
lA2 之 2 之 3 1 5 


都 成 立时 ,该 数列 为 等 差 数 列 ， z 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 z1,x2,x3,… 是 等 差 数 列 ,其 公差 为 4 ,不 妨 设 4d 头 0. 由 
于 对 每 一 个 &E N 有 
1 _1/1l1 | 
Rb dd (= 2 ); 
所 以 对 于 7 之 2 有 
A l/l ll 
k=1 kzR+1 +d 加 )- TI 
反之 , 设 对 所 有 n 之 2 都 有 
l 1 + -2=-1 

















十 十 十 一 一 . OD 
太 ] 小 2 2 人 3 rr XIX 
设 d = 2 7X71, 用 归纳 法 可 证 
TX, 二 XI1+ (7 一 1)d,n 二 2 ,3,4,，…， 四 


设 当 = 上 时 ,@ 成立 .由 可 得 
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到 一 ] ] k 
一 + 








光 ] 导 天 ‘Cptk+l TITEL 
由 归纳 假设 一 之 ] 十 (k 1)4d, 
Rl 1L - k[ ri + (k— 1)4d] 


于 是 有 YY 3 
二 | ‘TE+l 1Tk+l 
k—-l1l kl!l kl(k— 1)d 
从 而 一 -一 = 一. 
1 E+l TIAk+l 
由 此 可 得 


Xp11 — XT!1 = kd, : 
即 坟 = 名 + 1 时 ,@@ 也 成 立 .所 以 x ,Xo ,XT3 ,是 等 差 数列 . 
8…70” 当 nn 取 遍 所 有 自然 数 时 ,求证 :除去 数列 a, = 3 六 一 272 的 





项 ， ; 
oo | 
取 遍 所 有 其 余 的 自然 数 . 列 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 显然 fn) = n+ kn = 1,2,3,. 其 中 k, = 
n 1 





n+l1 1 nn 1 
NV -N+1> hi 0 
2> 3 十 7 3 7 1 > kr ~— k&, 0 


从 而 1k,1 为 不 减 序列 且 取 遍 所 有 自然 数 . 对 任意 自然 数 有, 令 





n = maxin | k,, 一 到 | 
n+l 1 7 1 
所 一 一 十 一 伍 本 ~ 
等 价 于 3 A+1>A/ 本 + 
从 而 +1 这 3 如 +3k+ > 
即 n = 3k* + 3k. OQ) 


由 二 maxim | 二 上 | 可知 
fn)= n+k,flnt+1)= nt+k+2, 
上 且 若 自 然 数 ”不 满足 中 , 则 
flnt+1)~ f(xn)= 1. 
由 以 上 结果 及 f(1) = 2 可 得 , 当 n 取 遍 自然 数 时 ,除去 数列 
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尝 六 





al = ,a = 33k +3k+k+1= 3(k+1) -2(k+1), 
k = 1,2,3,. 
了 (nn) 取 遍 所 有 其 余 的 自然 数 , 即 命 题 得 证 . 
8.71 设 F= F = 1， 
Fa=B+Fi,n = 2,3,4,…: 
Li=1,L,= 3, 且 
4 
求证 :对 任意 自然数 nx 和 pp 有 
(= ‘BFE,) Lp + YSF,, 
2 2 | 
(第 5 届 友 谊 标 国际 数学 竞赛 ,1991 年 ) 
[证 ] 由 于 递 推 关系 的 特征 方程 


A*—A~-1=0 
有 两 个 不 同 实 根 。 = 十 + 5 ,8= 1- 5 ,所 以 根据 两 个 数列 的 初始 
条 件 易 知 , 对 于 = 1,2,3,… 
1 
F = 工 (wm pg') 
/3 
L,=a"+p. 


从 而 FL + 4SF,) = ar,n = 1,2,… 
由 此 立即 可 得 要 证 之 等 式 成 立 . 
8' 72 已 知 整 数列 ja,| 满足 :al = 1,as = 2, 且 
al 一 3;Qn“ an+1 为 偶数 ， 


. n= 1,2,3,.…: 
Qi+l dn Un " +l 为 奇数 ， > : 


Qn+2 一 
求证 : 
(1) {a,| 中 既 有 无 穷 多 项 为 正 , 又 有 无 穷 多 项 为 负 . 
(2) 帮 n= 2 一 1(k = 2,3,4,…), 则 7 1 a,. 
《加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 由 递 推 公式 可 得 
Cr2 Ean — a (mod 2) ,7 = 1,2,3, 
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由 此 用 归纳 法 易 知 : 当 n 夺 0,1(mod 3) 时 ,ay 是 奇数 , 当 二 2(mod 3) 
时 ,a, 是 偶数 . 记 a3, = a,a3wil = B; 则 a,8 均 为 奇数 , 且 
a312 = BP- a,a3nt3 = 28 — Sa,a3nr4 = 78 - 220, 
a3n+5 = $B — 17a,a3+6 = 48 ~ 19a. 
i v, = a3n; 则 wu, = ayur! = a3n43 = 2B ~ Sa unt2 = a3n+6 = 48 
- 19a .消去 ,8 后 可 得 
zi 一 zi 一 9 1 二] ,2,3,: 
有 有 记 mw = a3n+1; Ww = “3mt2, 用 网 样 的 方法 可 得 到 相 问 的 着 挫 公 式 
V427 = ot — Gv on = 0,1,2,:: 
W427 = 2 — ros7 = 0,1,2, 
(1) 由 以 上 证 明 可 知 iu1 是 奇数 列 且 
Uni12 = 281 一 9 =~ (Su, + 18u,-1). 
其 中 = 2,3,4,… 于 是 数列 | ,1 既 不 可 能 从 某 项 起 全 为 正 ,也 不 可 能 
从 某 项 起 全 为 负 . 
(2) 设 整 数列 1zx,1 满足 递 推 公式 
X142 一 2T+l ~ 9xn, 
则 T1432 2( 741 — X,) (mod 7). 
若 71 zx,; 即 x, 寺 0(mod 7),; 则 x,y2 汪 2x,4i(mod 7). 
由 于 T1413 E27ra42 — DI! SE Tar2 + (Xt2 — 27+1) (mod 7)， 
所 以 X14 2(X43 ~ Ti+2) 0(mod 7), 旭 7 | x, 44. 
运用 于 数列 | a,,1 可 得 : 
7 1 a7 arp2n = 1,2,3,.: 
ia 中 前 12 项 被 7 除 所 得 余数 排 为 
1,2,0,1,1,2,0,5,4,5,1,4. 
于 是 若 7n = 3+ 12m, 或 n = 7+ 12m,m = 0,1,2,… 则 
71a,. : 
如 果 nn = 2* 一 1,k 实 2 为 整数 .显然 1 关 2(mod 3). 若 nn 三 0(mod 
3), 则 3172 -3, 且 
4172-3=2-4=4(2 一 1)， 
从 而 12 1 一 3. 车 nn 二 1(mod 3), 则 之 3, 且 
31n-7,41n-7= 8(2*"3 — 1), 
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所 以 121n 一 7. 总 之 nn 或 者 可 表示 为 3+ 12m ,或 者 可 表示 为 7+ 12m， 
于 是 得 到 7 1 a,. 
8.73 数列 lz | n € NI 由 下 述 公 式 定 义 : 
Tl = 2,n0 = 262n ~ Drisn = 23 
求证 :对 于 每 个 正 整数 ,x 是 一 个 整数 . 
. (爱尔兰 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 


六 


[证 ] 由 已 知 条 件 可 得 
2xy =6x1, 7x =6= C4; 
3xz3 = 10xy, zx;3 = 20 = C2. 
设 x = Cs 
则 = 名 + 1 时 ,有 
(kt1). x = 2(2k + 1). xo0, 


即 
_ (2k +2)(2k +1) 281 
(+r) klk! 
(2k + 2)1! 
(k+l)1(k+1)! 
一 Ct} 


因此 ,对 每 个 正 整数 n ,zt,， = 03, 是 一 个 整数 . 
8 .74 ” 求 下 列 数列 最 小 项 的 值 : 


1 
: ~ Rn: 1 ’ 
dl 一 199319%4 oa 一 | 2 On 太 ° 征 偶数 


ah 十 了 ， 如 果 a, 是 奇数 . 
(多 蕊 尼 亚 国家 队 选 拨 考 试 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 显然 ,数列 的 所 有 项 都 是 正 整 数 . 
由 于 当 ”是 偶数 时 ， 


Cir+l 一 ~ Oy < ds 


2 
因此 ,数列 的 最 小 项 必 为 奇数 . 
设 数列 的 最 小 项 为 4 , 则 a, 为 奇数 , 且 


ap+i = ap 十 7， 
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1 
dp+2 一 3 Qp+1 一 (apt 7). 


由 ap 的 最 小 性 得 


Up CDp+2， 


即 a < (a +7), 
dp ST7. 
注意 到 a, 是 奇数 .因此 a, 只 有 4 个 可 能 的 值 ; 
1,3,5,7. 
由 于 
1994 二 - 1(mod 3), 
因此 
1994825 三 (- 1) =- 13=2(mod 3)， 
即 存在 正 整数 1 ,使 得 
19941%5 = 341 + 2， 
因为 1994 是 偶数 ,所 以 上 是 偶数 , 设 1 = 2;, 得 
1994%3 = 6s + 2， 
这 里 ; 是 正 整数 . 
于 是 ,我 们 有 
a; = 19931994 " = 199365+2 
= (1993°)* . 1993° 
= 1*.: (~ 2)*(mod 7) 
三 4(mod 7) 
由 ai 三 4(mod 7) 可知, 这 个 数列 的 各 项 除 以 7 所 得 的 余数 只 可 能 
是 4,2,1 三 种 .因此 a, 不 可 能 等 于 3,5,7, 数 列 的 最 小 项 的 值 
an = 1. 
8.75 求证 :由 a,, = 3” 一 2” 定义 的 数列 {a, | n € NI 不 包含 
几何 级 数 的 连续 三 项 . z 
( 罗 蕊 尼 亚 国家 队 选 拔 考试 ,1994 年 ) 
[证 ] 由 于 
ai 一 al = (37+! ~ 27+1) — (3” — 27) 
=2.3”—2*>0, 
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如 一 各 


ee 





9 可 方 


所 以 ,对 任意 正 整 数 n ,有 
Aanil > an: 
当 1 过 英之 n,m,yn NN 时 ,我 们 又 有 
a 一 al = (3 — 27) — (3 — 27)(3"™ — 2 ™) 
一 2m3m( 3m) 4227) ntlom, 3"—m) 
= 22037(37 一 20 
> 0， 


| 


(3 ~ 27) (3 2 m1) ~ (3 — 

27) 

2 . 322-m+10321 F271) 4 2 tl (2m 

3771) — 371 .220-2tr2 二 Da 3 

= (3% 2m71) (2 ,320+tl 22a mtl) 
FT ,303m yn-mtl) 

> 0. 


2 
dnd2n-mtl dn 


即 
dy * CC < Q < QQ m+l: 
由 数列 的 单调 严格 递增 性 可 知 ,不 存在 正 整 数 &, 使 得 
a = a,* Qa. 
故 原 命题 得 证 . 
8, 76 证明: 所 有 形 如 10017,100117,1001117,… 的 整数 都 可 被 
53 整除 . 
(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 10017 = 53 x 189, 可 见 第 一 项 是 53 的 倍数 . 
设 这 列 数 的 第 2 项 为 a,,n EN. 则 
ai 一 al = 100 11…17 ~ 100 11.…17 


nn 二 1 个 1 1 个 1 


= 901 00…0 


n 二 1 个 U 





= 53 x 17 x 10"+1. 
这 说 明 任意 相 邻 两 项 之 差 都 是 53 的 倍数 .因此 ,这 列 数 的 每 一 项 都 是 
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53 的 倍数 . 

8 .77 一 个 数列 的 前 5 项 是 1,2,3,4,5, 从 第 六 项 开始 ,每 项 比 
前 面 所 有 项 的 乘积 少 1. 证 明 :; 此 数列 的 前 70 项 的 乘积 恰 是 它们 的 平方 
和 

(世界 城市 际 数学 联赛 ,1995 年 ) 

[证 ] 设 数 列 的 第 项 为 a, .那么 


Ug 一 119, 
al = aiao…a la l= a(ant+1)-1,n 守 6. 
即 Crf+l 一 Qn 于 1 = as sn 之 6. 
于 是 我 们 有 

中 mn 

2a 二 35 十 Pja? 第 

n=| 用 三 各 入 
70、 教 章 

= 53 十 D(a 一 Qn 十 1) 列 

n= 


= SS+a)~ast+65 
= 33+a 42pa410 一 1 一 119+65 
二 QIC2C70， 
故 命 题 成 立 . 
8 78 ”由 能 被 3 整除 且 比 完全 平方 数 小 1 的 整数 组 成 的 递增 数 
列 3,15,24,48,… 这 个 数列 的 第 1994 项 除 以 1000 的 余数 是 多 少 ? 
(第 12 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 一 个 比 完全 平方 数 小 1 的 数 具 有 形式 nw?-1= (nx-1) 
(n+ 1),n = 2,3,.: 
当 且 仅 当 ”不 能 被 3 整除 时 ,n? ~ 1 是 3 的 倍数 .所 以 这 个 数列 的 
第 2& - 1 项 和 第 2& 项 分 别 是 
(3 一 1 六 -1 和 (38+1)2 一 工 
从 而 这 个 数列 的 第 1994 项 是 
(3.997+1) -1= (3000-8) -1 
= 3000- - 16. 3000 + 63， 
它 除 以 1000 的 余数 是 63. 
8. 79 正 数 数列 ja,} 满足 : 
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1993 十 CH+2 ”Ca+l 
al = a2 = 1,as3= 907,a+13 = 一 ,7 EN. 


Uy 
试 证 所 有 a 均 为 整数 . 
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(第 3 届 澳 门 数 学 奥林匹克 ,1993 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 ao = 2. 于 是 当 n = 0 时 , 仍 有 


1993 十 LI " dntl 


n+ 一 
dy 

由 已 知 , 得 

Qn+3* a = 1993 + ar * antl 由 
以 2+1 换 7 得 

ar4， al 一 1993 + Qnr ， Ci+2， (2) 
中 -多 得 

人 HA 了 
即 Ant+4 十 Qnt2 _ nt @ 

y+2 二 Uy n+l ， 


在 全 式 中 依次 令 ) = 0,2,…,2m 一 2, 相 乘 得 


dFn+2 十 U2 2pt+l 


时 


a2 十 ao al 
即 UU 2+2 + d2nm 一 dazmti. 由 


在 人 式 中 依次 令 nn = 1,3,…,2m 一 1, 相 乘 得 


Ipi+3 + C2)7P+1 U2 n+2 


3 


ad3tal C2 
QI2m+3 + G2m+! = 998az,,. @) 
由 已 知 , 当 nn = 1,2,3 时 ,a, 为 整数 . 
设 n= 2k,2k + 1 时 ,a, 为 整数 ， 于 是 日 节 本 本 
CQ28+2 二 3Q2k+1 一 C248 
为 整数 ;由 @O 可 知 
Q2k+3 二 998a2k 一 Q2k+l 
为 整数 .由 数学 归纳 法 原理 可 知 ,对 于 任意 自然 数 z,a, 均 为 整数 . 
8 。 80 己 知 数列 | a, | (7 二 1,2,.…) 中 ,a 一 1 ,a 一 3,a3 -一 6， 
且 当 n>3 时 ， 


4 一 3a -1 nn-2 Sa-3. 
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试 证 :对 nx > 3 的 一 切 自然 数 有 a > 3 x 2 
(中 国 河 北 省 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[证 】 由 北 推 关系 得 
a3 = 6,a4 = 13,as = 27,a6 = 30. 
故 猜 想 : 当 ”> 3 时 ,a, > 2c，)1. 
用 数学 归纳 法 证 明 猜 想 . 
显然 oa > 2a3,as > 2a4. 
设 a > 2ar_1,a4_1 > 2a 3， 则 
CR = dap — Ql ~ Ap 3 
= 2a + (ar ~ a 1) — 2a.» 
> ap +t a 1 一 2c6 5 


第 

> 2a4. A 

由 数学 归纳 法 原理 知 ,猜想 得 证 ,于 是 我 们 有 本 
Gy > Za -1 > 22a，， > *"? > 2" "3a 二 3 x F712 列 


8.81 设 a1,a2,… 与 51,b,,… 是 两 个 等 差 数 列 , 它 们 的 前 nn 项 
之 和 分 别 为 A, 与 B,. 已 知 对 一 切 n €E N, 有 





试 对 一 切 n € N 写 出 天 的 表达 式 . 


ni 


(中 国安 徽 省 合肥 市 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 设 al,a;,… 的 公差 为 di;b1,b2，,… 的 公差 为 d2. 则 


A, 2al1 + (nC— 1)ai 
B, 2b1+(n— 1)d, 
由 已 知 条 件 知 ,对 一 切 EN 有 
2al1t+ (ni1)d: 2n-] 
201+ (nxn-l)d 3n+tl W 
在 中式 中 , 令 n= 1 得 
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b1 = 4ai. © 
代 在 外 式 中 , 令 n 一 +% 得 
教 


2ai 十 di 3 
2b1 + dd 7 





2al+ di 3 


化 简 得 ”di = 4ai. 

于 是 cf 一 一 dl 一 bail. 

Qn ait+ (n ~— 1)dad 

ob, bi+ (nO— 1)d; 
加 al+{(n—1).4al 
4a1+(n~-1).6al 


故 


1+4(n—1) 
4+6(n—1) 
47 一 3 
6 一 2 


8. 82 给 定 自然 数 序列 ol ,az ,…,a,,… 其 中 ai 不 能 被 5 整除 ， 
并 且 对 于 每 个 自然 数 2 ,都 有 等 式 
CT 二 C 十 已 ， 
其 中 6b, 是 a, 的 末 位 数 .证 明 : 该 序列 中 有 无 限 多 项 是 2 的 方 寡 . 
(第 20 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 由 题 设 可 知 ,51 冬 10,51 .所 以 如 € 12,4,6,8} ,从 而 推 知 ; 
序列 5,,53,… 以 4 为 周期 , 且 有 以 下 形式 : 
se ,2,4,8,6,2,4,8,6,……… 因此 ,对 任何 hn > 1, 都 有 
ant+4 = an+(2+4+8+6) = a, + 20; 


对 任何 s > 1, 都 有 
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Qt4s = C 二 2L20s. 
在 序列 的 两 项 = 10m +2 和 和 a,;1 = 10m +4 中 ,至 少 有 一 项 是 
4 的 倍数 . 即 存在 a, = 4l,l €N. 
于 是 ,我们 就 有 
an+4s = 4 +20s = 4(L +5s),s EN. 


注意 到 数列 
20 ,2! ,22,23,24,25,26,27,..: 
中 的 各 项 被 5 除 所 得 的 余数 构成 一 个 周期 数列 
1,2,4,3,1,2,4,3,……: 
由 于 /1 被 5 除 所 得 余数 只 可 能 是 1,2,3, 或 4, 因 此 存在 无 穷 多 个 上 使 得 
2 二 1(mod5), 且 2*>>17. 令 
Sk = 2 二 €N, 
5 
则 
an + 4sp = 4(1l + 5s) 三 4Xx2 = 2%, 
从 而 命题 得 证 . 
8 .83 ”我 们 用 (m,n) 表示 自然 数 zm 与 的 最 大 公约 数 . 今 知 在 
以 目 然 数 为 项 的 数列 ia;i 中 ,对 任何 i 关 j, 都 有 (a;,a;) = (i,j). 证 明 
对 一 切 EN, 都 有 ai = i. 
(第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1995 年 ) 
[证 ] 由 已 知 ， 
(a;,a2;) = (1,27) = 7, 
所 以 ,对 于 任意 自然 数 i,a; 都 可 以 被 i 整除 . 
如 果 对 某 个 自然 数 i ,有 a; > i, 那 么 由 已 知 可 得 


(as ,ai = (a;,i)= i. OQ 
由 前 面 的 证 明 可 得 :a。 可 被 a; 整除 ， 
从 而 有 : 

(as sai) = ai. © 
由 中 和 人 名 得 
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a 


于 慎 . 
故 对 任意 自然 数 i, 都 有 a; 委 i. 
于 是 我 们 可 得 


@ = 一 1 一 2 


第 3 市 ”存在 性 与 构造 


8. 84 求证 存在 无 穷 有 界 数列 | zx,} ,使 得 对 任何 不 同 的 rw,k 有 
[rm 
(第 12 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 任 取 自然 数 mm > 上 上, 记 

p=m-k,g = [my2]— [kV2]. 

显然 p 是 自然 数 ,g 为 非 负 整 数 且 

gq < 2p+l1l. 
, 12p*— gqg*| 1 1 

此 可 得 1 pvV2 - 5 1= 一 上 一 一 > 一 一 一 > 一 . 

站 但 py2+4g 2Y2p+1 4p 
令 x = 4(nY2 一 [ny2]),n = 1,2,3,… 显然 | x, | 之 4 且 对 任 

何不 同 的 mr ,上 ,不 妨 设 mx > 有 ,有 


4 (mm [2]) 1> 一 一 


k | 

所 以 1z,1 满足 所 要 之 条 件 . 

8. 85 求证 :存在 惟一 的 整数 列 CiyC2y 3 使 得 

al = la >1lazi+1= aa n 二 1)2,3,… 
(英国 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 

[证 ] 惟一 性 . 设 数列 1a,| 满足 题 中 所 给 的 条 件 .对 于 自然 数 &， 

若 a > 0,as:! > 0, 则 
ak+l +1 


Up+2 一 oo 0. 
k 


由 此 用 归纳 法 易 知 
a > 0, 对 任意 n E N. 
由 于 a3 三 上 + ,所 以 
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l+a3 1+(l+a3)’ 


Ua? U2 2 
因为 U2 G4 为 整数 , 且 U2 > 1, 从 而 U2 一 2. 由 于 该 数列 的 所 有 项 都 惟 
一 地 被 al = 1,a，= 2 所 确定 ,所 以 满足 条 件 的 数列 是 惟一 的 . 
存在 性 ,只 需 证 满足 条 件 :al = 1,a2 = 2， 


3 
dn+tl ti1 
Qnt2 = ,n= 1,2,3,." 


的 数列 每 一 项 都 是 整数 .事实 上 ,容易 验证 
dl 一 1 ,a> 一 2,a3 一 9, a4 = 365. 
对 于 n 之 5, 设 ld29'" "snl 都 是 整数 , 则 


an_1+1 1 (= 二 1 
Qn 二 二 | ee +1 

















au wu uu 第 
一 了 n—2 nn 一 3 入 
1 . 
= 3 (an-2+3a% 2+ 3a3.2+1+a3.;). 数 章 
dn-20Un—3 列 
1 9 6 3 3 
因为 3 (cy ， 二 了 Ji-2 十 3 了 cz-; 二 1] 十 a;_3) = a 十 1 是 整数 ,所 以 
dn-3 
S= an-2+3a?-2+ 3a3.2+1+ a3_3 能 被 a3_; 整除 .又 
3 
S 1 + 4: _3 
.8 5 2 一 
一 dn-2 十 Ja7y -2 十 3a2-2 十 
Cn-2 Un-2 


_ 8 5 2 
一 Qn-2 十 3a7 2 十 3a2 2 十 dp-ds 


从 而 S 也 能 被 a,_, 整除 .由 a, ,a_; 的 最 大 公 因数 


3 
Wn~3 + 1] 3 
(Qn-2, Qn-3) = | 2 9 Un—3 和 甩 (ay -3 + 1,a 3) = 1， 
nn 一 4 


可 知 S 能 被 a,_2a3_3 整除 , 凤 a, 也 是 整数 . 
8 86 是否 存 在 两 个 实数 列 1a,| ,i651i(n € NN), 使 得 对 于 每 一 
个 nEN 和 x € (0,1) 都 有 
FT 委 Qi 委员 ,cosar + cosb,r 守 — 一 ? 
(第 30 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 如 果 存 在 满足 所 要 条 件 的 数列 {a,| 和 |6,1， 


2 , 
由 0 < 一 之 二 < 1 可 得 


n 
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3 牌 六 


cos 一 万 之 1 -一 . 
a 7 


再 由 > x 可知 存在 如 E N 和 gp 使 得 


1 
| py 二 aes(1- 二 j 和 三 


bn 
H. tA = 9 + 2k,n. QO 
Un 


On 
从 中 可 得 0< (2& -Dr 过 A， 


从 而 0< -Lr 2 1. 
pb, Qn 3 
于 是 对 任意 n E N 有 


1 1 
cos (2k, - 1)x 之 1- 一 . © 
pb, n 


四 和 加 给 出 cos0, 之 1 -二 ,对 于 任意 EN, 








(2k, — 1)x” 
其 中 0 pn + 2k,X 
显然 对 于 每 一 个 n € N 都 有 

Qh -Dry pu 

(2k, + 1) " : 

2k, 一 1 2 1 
所 以 oT 
由 于 有, € 六 ,从 而 


元 


2 
了 < 二 ( 一 i ja 一 ,2,3,… 
于 是 对 于 任意 n E N 有 


二 - cos 一 之 1 一 一 ， 
2 3 nn 
矛盾 ! 
以 上 证 明了 满足 所 要 条 件 的 数列 ia,1 ,15,1 不 存在 . 
8 .87 已 给 ”个 正 数 ai,az,…，,a 和 实数 g ,其 中 0< aq<1. 求 


天 个 实数 651 ,De 满足 
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(1l)ar < bisk = 1,2,.,n. 


6 1 
(2)g< To ,k= 1,2,,n. 
be q 





十 
(3)Di + b+ + bb, < 一 (al + a2+ ++ a;,). 
(第 15 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 令 bi = CI 十 922 十 gq as 十 十 ga ， 
by = gar + az+ ga3 + gq a4 + *"* + g" av， 


bi = qd Jaltqd “att+ gartt art gapr1t "+t 


| 


11 一 二 
QO dad, 


对 一 


bn 一 g lal+ Ga" “aa + + qan-i t+ Q,. 


n | A、 1+ nn 
显然 (1) 成 立 且 6 < (1+29+…+2g9"1) Da < 1 人 ov 即 
=】 k= ~ Uk=1 


(3) 也 成 立 .由 于 
gb 一 Opt1 = (gq* — 1)apri 十 和 十 《da 一 1)a, < 0， 


BW -burl= dG (lg)atgd (lq)at .+g 
(1 ~ g’)a, > 0， 
所 以 (2) 成 立 . 


8. 88 ”是 否 存 在 实数 a E (0,1) 和 无 穷 正 数列 | a,| ,使 得 
lL + antri S an 十 ransn = 1,2,3,.… 


(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 不 存在 . 如果 存在 a € (0,1) 及 无 穷 正 数 列 |a,1 满足 题 设 
中 的 条 件 , 则 


nl + a) > 

nt+a 
于 是 可 得 对 任何 自然 数 n 有 
41 全 了 tl + a2) = 


n 
n+1] 





(1 + aoa),7 = 1,2,3.: 
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can 


> …> 二 + 二 + + 二 + 车 
2 3 7 
1 
ne 
从 而 引出 予 盾 1! 


8. 89 对 于 具有 如 下 性 质 的 自然 数列 :未 项 是 1969, 而 且 每 一 项 

都 大 于 它 前 一 项 的 平方 ,求证 :这 种 数列 的 数目 少 于 1969 个 . 
(第 32 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 次 cea 县 有 题 设 的 性 质 . 当 = 工时 , 仅 有 ai = 

1969 一 种 情况 .由 于 
44 < 1969 < 45, 

所 以 当 二 = 2 时 ,a, = 1969,1 之 a 牵 御 , 即 仅 有 4 和 种 情况 .车 nn = 3， 
则 a3 = 1969,2 过 azy 达 御 ,1 声 al 这 6. 从 而 有 少 于 258 种 情况 . 当 
= 4 时 ,显然 a = 1969,5 才 入 44,2 达 外 攻 6,1 过 a 过 2, 所 以 情 
况 少 于 400 种 .如 果 = 5, 则 as = 1969,26 壕 a 志和 ,5 世 a3 所 6， 
a2 = 2,a1 = 1 ,情况 少 于 38 种 .总 之 ,这 种 数列 的 数目 少 于 741 个 . 

8 90 设 非 零 实 数列 x1 ,x2,x3,"… 满足 


Xn -2 Tn-1 
xX, 二 3 ,二 3,4,93,，… 
An-2 Xn-l 


求 xl 和 x, 应 满足 的 充 要 条 件 , 使 得 该 数列 有 无 穷 多 项 为 整数 . 
(第 40 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 ,1979 年 ) 


Tn-2Xn -1 入 一 2 Tn-3n—2 
Xn 二 TT 二 OOO 
ZX._2 An-l1 An~3tn-2 2.T -3 一 2 
2 2? 
之 7 一 -2 
六 1 一 3 守 j 一 2 


YY » 
DT-3 加 2 Ty-2 


从 而 用 归纳 法 易 证 当 nn 宇 3 时 有 


X142 1 必 2 
站 二 一 TT , 
nr (n -2)r nr— x2)+2r2 -x 


由 
者 zl = xz2 为 非 零 整数 ,显然 由 外 得 
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2 一 Tin 一] 2 
即 { xz, 上 的 每 一 项 均 为 非 零 整数 .反之 , 设 ix,| 有 无 穷 多 项 为 整数 ,由 中 
显然 可 得 zi = zz ,进一步 可 知 ri = x2 为 非 堆 整 数 . 
总 之 , 非 零 数列 x, 有 无 穷 多 项 为 整数 的 充分 必要 条 件 是 x| = 
Z2 为 非 零 整数 . 
8. 91 任意 给 定 自 然 数 ao , 按 以 下 规则 构造 自然 数列 :ao 为 首 
项 .者 al 已 构造 好 . 当 a ii 委 5$ 时 ,构造 过 程 即 告 结束 , 比 时 得 到 一 个 
n 项 的 数列 . 当 wa, > 5 但 其 末 位 数 不 超 过 5 时 ,把 末 位 数 画 去 即 得 
aw. 当 av 的 末 位 数 大 于 5 时 , 则 令 a,, = 9a 1. 问 由 此 构造 的 数列 ;ay| 
是 否 可 能 为 无 穷 数 列 ? 
(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[ 解 j 不 可 能 . 设 所 构造 的 数列 |a,1 是 无 穷 自 然 数列 , 则 当 a 的 
末 位 数 委 SS 时 ， 
10a,+1 = a,— a, 
其 中 a 是 a, 的 末 位 数 .由 此 可 得 a,;1 < a,. 若 ca, 的 末 位 数 > 5, 由 a, 
= 9a, = 10a, 一 a 可 知 a,41 的 末 位 数 之 5, 于 是 有 
l0ar2 = GD = 9a, 一 站， 
其 中 5 是 a ;| 的 末 位 数 .由 此 立即 得 到 Qn+2 达 qa». 以 上 证 明 给 出 1a, 1 
存在 一 个 严格 递 降 的 无 穷 子 序列 ,这 与 1a,1 为 自然 数列 矛盾 1 
8 .92 三 元 数组 (x,y,, 2,),n = 1,2,3,… 按 如 下 法 则 构造 : 
Ea 
了 ， 
2 2 yy 2 2, 
2 .yn+l 一 yt! 一 22 _ 
(1) 求证 :上 述 构造 过 程 可 无 限 进行 下 去 . 
(2) 是 盏 存在 自然 数 尼 ,使 得 x + y+ zx = 0? 
(第 16 届 全 俄 数 学 员 林 匹克 ,1990 年 ) 
[ 解 ] (1) 显然 z2 一 3 ,7 一 忆 一 一 记 . 如 果 (z4s 34), 
= 1,2,…,n 都 已 构造 好 ,其 中 n 之 2. 显然 所 构造 的 数 全 是 有 理 数 ,所 
以 不 满足 二 次 方程 x* -2x -1 = 0. 由 此 可 知 
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1 一 2，y1 一 4,2] 一 





Tn+tl 二 - ] nn 之 1. 





a 








| x, | = 2 | 
1 
2 yn-1 | 
[yl1= 11! 关 1， 
~ yi1—1 
2 1 
| z,1= | | 天 上 
2-1 一 





于 是 可 由 递 推 公式 构造 (zy zn+1). 由 此 可 知 构造 过 程 可 无 限 进 
行 下 去 . 
(2) 首先 用 归纳 法 证 明 : 对 任何 自然 数 nx 有 
mn yt 2 二 TY. 出 
事实 上 , 当 ? = 1 时 ,显然 O 〇 成 立 . 设 当 n = 有时 ,人 成立 . 若 n = 有 + 
1 , 则 xr + yerl + htt = 
ry — (zt —1) + 2y zt- 1)(rh—1)+2z(rt — 1)(yt—1) 
(x — 1)(ys ~ 1)(zi—1) 
TO 和 + LETk + TEVE) — TEYE — Tazh 一 
(xri ~ 1)(ys— 1)(zh -1) 
Wek Verh rk y+ y+ 
由 归纳 假设 可 知 
2. _ 


Thye + ryh = wy (Th + HR) = Tey (xy — 1), 


= 2 


yh + Yeh = (人 二 和) = TO Wz — 1), 
CATk + perk = ex (Lh + re) = reyese( ere — 1). 
于 是 我 们 有 
3XUR2 十 Tet Wt eh 
CG DG- D1) 
四 8 TEYkZh 
(xz D2 -1)(22 -1) 
XR+IYR+LI TE+1; 
即 对 于 ”= +1, 也 成 立 . 
如 果 存 在 自然 数 上 ,使 得 Th Yt+ Zh, = 0, 则 从 中 可 推 得 Th Vhs 
xx 中 至 少 有 一 个 为 0. 若 x = 0, 利 用 递 推 公式 可 得 + = 0, 矛 盾 ! 同 
理 ,从 y= 0 或 者 z= 0 也 可 引出 矛盾 .于 是 不 存在 使 得 x + y+ zz 


TE+1 十 Wt+1+ Lt1 = 2 
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= 0 的 自然 数 &. 
8 . 93 ” 求 所 有 等 差 数 列 ai ,az，……av, 使 得 它 的 每 一 项 均 为 整 
数 , 且 
ai + cj + ai 二 a}, 
Ql+ a2y+ 二 a, = S00. 
(第 1 届 友 谊 杯 国 际 数学 竞赛 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 记 数 列 的 公差 为 & ,由 题 设 条 件 可 得 
af+ (a tad) +(a+2d) = (cl+3d)， 0 


Ha + 2 = 500, 四 


其 中 a1,4 为 整数 ,n 为 自然 数 旦 n 宇 4. 由 经 简单 计算 可 知 
oj = 6a1d’ + 94;, 


即 (al — 3d)(af + 3dal + 3d*) = 0. 
若 af+3adal+3d: =0, 则 ay = 4 =0, 与 四 矛盾 1 于 是 只 能 有 

ul 一 3d. 3) 
将 人 归 代 和 人 四 得 

(3n + Fn(n -1))d = 500. (4) 


由 此 可 知 32 十 n(n 一 1) 是 500 的 一 个 因子 ,其 中 久 实 4 为 自然 数 . 
任 取 自 然 数 m , 若 有 自然 数 ， 之 4 满足 32 + 广 n(n -1) = 澡 , 即 


n*+5n—2m = 0, 
则 25 + 8m 为 完全 平方 数 , 目 25 + 8m 宇 13 = 169, 即 m 实 18. 再 由 
m 是 500 的 因子 ,经 简单 计算 易 知 mx = 25 或 250. 由 @ 和 @@ 可 知 
n 二 5,al = 60,d = 20 或 者 n = 20,al = 6,d = 2. 
再 经 验算 易 知 以 下 两 个 数列 
60,80, 100, 120, 140, 
6,8,10,12,.… ,44， 
为 所 求 的 全 部 数列 . 
8… 94 求证 :任何 四 个 相 邻 的 二 项 式 系数 C; ,C1!, C1? ,C3， 
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次 六 


不 能 构成 等 差 数 列 , 其 中 nn,r 为 正 整 数 , 且 n 宇 r + 3. 
(第 33 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1972 年 ) 
[证 ] 车 有 4,r(n 守 r+3), 使 得 COC,C" ,C0 ,成 等 差 数 
列 , 则 
2C%! = C+ CN ， 
2C%* = CH! + CT ， 


ni! nl! n! 


四 “7 Di rr nn Orf+2 广 一 2)1 
5 "1 _ 好 1 _ 1 | 
(r 广 十 2)1(7 一 六 一 2)1 (r+ -ri)! (rr+3)1077 一 六 一 3)1 
所 以 有 
i 
(r+1l)( 一 一 1 (nr)(n-r) (r+l)(r+2) 
2 l l 


Cr +2)(n 一 六 一 2) (nr-2)(n~-ro1) " (r +2)(r+3) 
经 整理 得 到 
n*— (4r+S)n+4r(r+2)+2=0, 
n ~ (4r +9)n+4(Cr+ 1)(r+i+3)+2=0. 
两 式 相 减 可 得 = 2r +3, 于 是 ,4%3,C3113, 05123,0513; 成 等 差 数列 . 
由 二 项 式 系 数 的 性 质 可 知 
Ca = C3 < Cty = CC 
这 与 等 差 数列 性 质 矛 盾 ! 从 而 要 证 之 结论 成 立 . 
8 95 ” 求 满足 以 下 条 件 的 数列 的 个 数 : 项 数 为 ,每 一 项 为 0 或 1 
或 2, 并 且 0 不 能 为 2 的 前 一 项 也 不 能 为 2 的 后 一 项 . 
(加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 设 在 所 述 数列 中 ,以 0 为 末 项 为 a, 个 ,以 1 为 末 项 的 用， 
个 ,以 2 为 末 项 的 有 6 个 ,显然 有 ai = 51 = cl = 1. 易 知 以 下 递 推 关 
系 成 立 : 
Qi = a tb,, 
bn+l = a, + Ob, + oc,, 
Catl = O, + ce,. 


于 是 当 nn 实 2 时 有 
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Qi +t Orl t+ ctl = 2a + 3b, +2c 
= 2(a, + Ob, + oe)+ (a it bt el). 
由 al= 5 二 c= 1 可 推出 
a2 = 2,0> = 3,c> = 2. 
设 所 求 数列 的 个 数 为 z, ,显然 
2 = Qi 十 bt oe,. 
由 上 一 段 的 结果 可 知 
TI = 3,72 = 7 rl = 2z+T 7 = 2,3,4,° 
从 而 
8… 96 ” 求 满足 以 下 两 个 条 件 的 一 切 自然 数列 al ,az ,as，… 


第 
(1) a, n,n = 1,2,3, 入 
(2) 对 任意 不 同 的 ,nn 有 雪 章 


m—n|lo,,— a,- 
(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 设 ia,| 满足 题 设 的 条 件 , 则 
al = la = 工 或 2. 
若 az = 1, 由 (2) 可 知 对 任何 x 实 3, 存 在 整数 rr 和 ww 使 得 
ay 二 +， (7 一 1), 
0 三 + (一 2). 
由 于 a; 是 自然 数 ,从 而 z, , y 是 非 负 整数 量 y, 之 xz, .进一步 可 得 
y= (ys — Xn 1) 中 
当 ?7$ 时 , 易 知 1+(2 -1 -2)>7mv 因此 从 (1 和 个 可 
得 ”yy 一 ,二 0, 从 而 
x = 二 yi = 0, 对 于 任意 之 5， 
即 当 n 实 5 时 ,a, = 1. 又 由 (2) 当 nn 宇 5 时 
n—3l1a3-—-1,n-4|1a4—-1, 
所 以 ai = a4 = 工 总 之 ,如 果 ail = 1,as = 二 1, 则 
ax = 1, 对 于 任意 ”之 1. 
若 az = 2. 由 (2) 可 知 对 于 n 3, 存 在 整数 x,, 和 <, 使 得 
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ay 一 1+ (aa 一 1)， 
a, = 2+ xz,* (n— 2). 
从 a, 是 自然 数 可 得 当 n 守 4 时 ,x 、z, 非 负 且 
z, = 1+ (2,— rx)(n — 1). © 
由 于 达 4 时 =, 辫 0, 从 加 可 得 二 - 心 辫 0. 若 局 - 心 立 1 则 二 疡 
n. 又 由 于 nn 之 4 时 ,n? 一 2n +2> nyn, 所 以 从 (1) 可 得 -xx, = 0. 
于 是 


a 


Xn = zn 二 1, 对 于 任意 1 之 4， 
即 当 n 守 4 时 ,a, = 2 .再 由 (2) 得 10-31aio=-as 即 7110=- ai 由 
于 a; 是 自然 数 且 ai 委 3Vy3, 所 以 ai = 3. 总 之 ,如 果 al = 1,az = 2， 
则 
4a,， = ,对 于 任意 nn 之 1. 
另 一 方面 ,显然 a,, = 1, 对 于 任意 久 实 1 和 a, = 2, 对 于 任意 守之 
1 这 两 个 数列 都 满足 (1) 和 (2), 所 以 上 述 两 个 数列 即 为 所 求 之 一 切 数 
列 . 
8.97 ”从 任 一 实数 xi 构造 数列 x ,x;,x3,… 满足 
Xn+l = zz 十 一 ) = ,2,… 
求证 :存在 惟一 的 实数 zi 使 得 由 它 所 构造 的 数列 满足 
Oz, < rt 1,n = 1,2,. 
(第 26 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] (1) 惟一 性 . 设 实数 ri 满足 所 要 的 条 件 , 则 0 < zl < 1. 令 
| = 1,2,3,… 是 从 xl 所 构造 的 数列 ,显然 有 


1 - 一 < re < Lk = 1,2,3,.: 
记 ) =1- 一， 由 于 Aw < ml = nn (xt oi)< 1, 所 以 
ET -1)<x< 二 ( V1+4k: — 1),k = 1,2,. 
对 于 x 之 0, 记 玉 (z) = 二 (VTT487 - ,显然 万 (z) 关于 严格 
单 增 , 有 (0) = 0, 当 x >0 时 ,有 (xr) > 0. 对 于 任意 固定 x 守 0, 关 于 y 
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的 方程 (y+ 一 ) = 工 的 最 大 根 y = 大 (x+). 经 简单 计算 易 知 当 0 < x 


k 
委 1 时 有 0< h(x) <1,k = 1,2,3,… 且 
f(Ap+1) > 人 ,天 一 1,2,3,.… QD) 


由 于 GA) < x < h(n = 1,2,… 
又 oD), 
其 中 万， f+1 表示 复合 函数 ffr(x) = (fr(x)). 依 此 类 推 可 
知 对 任意 非 负 整数 有 z 
fn fnrl* frra (Antptl) < fr frr(l),n 三 
1,2,… 特别 对 于 & = 1,2,3,… 有 
frrfor hl) < rf pp hll) © 
iCar = fi fa fbr br = fi fo (1). 由 于 0 < 
+1(1) 之 1 和 所 有 所 的 严格 单 增 性 可 知 、 
Ohh< li,k = 1,2, 
再 由 四 得 0<a<ar<1l,k = 1,2,… 
从 而 limas 和 lim bi 都 存在 ,分 别 记 为 a,B. 显 然 0< 和 zi 委 8< 
1. 以 下 证 a = 8. 
首先 ,对 任意 自然 数 上 和正 实数 zx,y， 


VI (VIR 1) 





_ 2& | 工 一 yi 1 六 一 了 
V1i+4kir+ Vit4kiy Vitvyy 
1 1 
如 条 之 本 ,> 之 本 , 则 
{f(r) ~ fly) 1 过 一 1 3) 
其 次 经 简单 计算 易 知 当 k 之 2 时 ,fi (二 )> 二 ,由 的 单 增 性 可 得 
1 
三。 
利用 加 和 图 可 知 1 久 -al<1-aMa=liT = 
lim(6 ~ as) = 0. 由 此 即 得 a = 8 = zi, 这 就 证 明了 xi 的 惟一 性 ， 
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f(x) > 4 并 之 4, 了 之 








(2) 存在 性 . 取 rlj = a = 8, 则 0< zi<1. 由 递 推 公式 


Xntl 二 za 十 一 ) = 了 ,2 
71 
确定 一 数列 zi ,zz 显然 x, >0 且 
Ti = fr) Nn = 1,2, 
由 此 可 得 zx= 太 :万 :六 (cb 由 于 
fi fo fA) rf fo fl), 
又 每 一 个 有 严格 单 增 , 所 以 
A < Tl,n = 1,2,.…: 
于 是 对 任何 nw 宇 1 有 0 < x < 过 1, 即 并 | 
8 .98 当 ?) 为 什么 正 整 数 时 , 存在 一 2,…,7 的 排列 ri， 
2 使 得 | 一 上 TAR = 1 .2 者 不 相 由 |， 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1991 年 ) 
[ 解 ] 设 zz 满足 题 设 条 件 , 则 | x 一 11, |x，--21， 
;| 一 | 糙 是 0,1,2,…,n 一 1 的 排列 ,所 以 


好 


1 
DS lm-kl= 3 机 2tn— DD 


三 Dn 一 on = 0(mod 2). 


上 = 二 1 


1) 


si 次 方 


而 ， 所 请 是 的 上 要 条 人 是 2 二 为 偶数 , 即 


2 三 0(mod4) 或 Ta (DD 
以 下 证 条 件 的 充分 性 .以 下 就 = 4& 和 4& + 1 两 种 情况 讨论 ， 
每 种 情况 给 出 两 个 满足 题 设 条 件 的 例子 . 
1 = 4k: 














EE Ese 
Dk+1, 4k, ME—1,%,3k+3,3E+2,k+1,lBk+1, 3k, 
2k, | 4k, 4k — 1, ,Bk +3,3kR +2,B3k+1,3k -1,3k -2, 
ee ee 
k-l1, k+3,|k+2, & 一 |， 
R 一 3， k+l1,| 3k, kl1, 


960 | 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 


2 














2k + 2 ， ,| 4k， 3k + 3,k+1, 3k+2,3kR+1, 
3,3k+2, 3k，|3k-1， 









+ 4,13k 
+ 4, 人 天 








8 .99 给 定 ?个 不 同 的 自然 数 , 试 对 


(1) 7 = 5, (2) 7 = 1989 
两 种 情况 证 明 存 在 无 穷 的 正 数 等 差 数 列 , 使 得 其 首 项 不 大 于 公差 旦 其 
项 中 有 上 且 仅 有 3 个 或 者 4 个 所 给 定 的 数 

(第 52 届 莫 斯 科 数 学 奥 林 匹 元 ,1989 年 ) 
[证 ] (1) 记 给 定 的 5 个 数 分 别 为 x ,x ,3;T4 ,Ts. 若 它们 的 奇 

偶 性 不 全 相同 , 设 有 ! 个 奇数 ,5 - /个 偶数 ,其 中 1 过/ 过 4, 这 样 仅 有 
两 种 情况 .一 是 3 记 /这 4, 此 时 奇 自然 数列 即 为 所 求 , 另 一 是 3 志 5 一 1/ 
委 4, 此 时 偶 目 然 数 列 即 为 所 求 . 奋 给 定 的 $ 个 数 奇 偶 性 相同 , 则 它们 被 
4 除 的 余数 仅 有 两 种 情况 . 以 此 类 推 ,一 般 必 存 在 非 负 整数 & ,使 得 

Ti 二 vv 2+r i=1,2,3,4,5, 
其 中 为 整数 日 0 7 过 24 一 1,yi,y2,y3,y4;y5 为 非 负 整 数 且 奇偶 性 
不 全 相同 .同时 由 于 所 给 的 数 是 自然 数 ,从 而 只 要 有 一 个 y; = 0, 那 么 + 
就 不 可 能 为 0. 同样 仅 有 两 种 情况 .一 是 有 3 个 或 者 4 个 y; 为 奇数 ,其 余 
的 2 个 或 者 1 个 y; 是 偶数 , 则 

广 十 2 十 3 2t,r+ 5. 2, 
即 为 所 求 .为 一 是 有 3 个 或 4 个 y; 为 偶数 ,其 余 的 2 个 或 1 个 是 奇数 , 则 
当 r 关 0 时 数列 

让 六 十 2 .2 六 十 4 .24 十 6 2*,.. 
为 所 求 , 当 -> = 0 时 ,数列 

2 . 224，226.24，…， 
为 所 求 . 综 上 所 述 当 nn = $ 时 ,结论 成 立 . 
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rant 


(2) 实际 上 可 以 证 明 当 实 5 时 ,结论 都 成 立 . 以 下 用 归纳 法 证 明 
更 强 的 命题 : 任 给 个 不 同 的 自然 数 xz1 ,x ,Xx3，… ,zx(n 之 5) ,存在 满 
足 结 论 要 求 的 无 穷 正 数 等 差 数 列 且 其 公差 为 2 的 正 整 数 方 究 . 当 nn = 5 
时 ,由 (1) 可 知 命题 成 立 . 设 对 于 5 志 nn 世 m 命题 成 立 . 任 取 m +1 个 
不 同 的 自然 数 zi zz，…zonrl: 首 先 从 (1) 中 之 证 明 可 知 存在 非 负 整数 
ri 和 上 ,使 得 

Xi = y+ ri = 1,2,.…,m+1, 
其 中 y1;y2，,"“ ,Ym+1 是 非 负 整数 且 奇 侦 性 不 全 相同 . 不 妨 设 了 1，.y2， 
…Y 为 奇数 ,ylyyi ,y+1 为 偶数 ,其 中 1 过 1 过 mw. 车 3 帮 ! 志 4 
或 者 3 过 m+ 1 /二 4, 则 由 (1) 的 证 明 可 推 得 命题 成 立 .否则 ,或 者 5 
人 [1 福 贡 或 者 5 入 +1 1 过 9, 不 妨 设 5 过 /1 声 训 .对 于 yl,y，…， 
由 归纳 假设 可 以 得 到 正 数 无 穷 等 差 数列 ,wv,,v3,… 使 得 其 首 项 不 
大 于 公差 且 其 项 中 恰 含 y1 ,ys,… ,yi 中 的 3 个 或 者 4 个 ,同时 其 公差 为 
22 ,其 中 是 正 整 数 . 令 
Uj; = V;* 2h+ ri,i = 1,2,. 

显然 iu;| 是 正 数 的 无 穷 等 差 数列 ,其 公差 为 26 ,其 项 中 恰 含 rz， 
… ,XX 中 的 3 个 或 者 4 个 .由 于 yi,y,,… ,yi 都 是 奇数 ,又 数列 |v;| 的 公 
差 是 25 ,从 而 jw| 中 各 项 都 是 奇数 .由 此 可 得 二 ,i = 1,2,… 为 奇 
数 , 所 以 对 +1 志 i 之 m+ 1,x; 不 等 于 {u;1 中 的 每 一 项 .于 是 数列 
fu;! 的 项 中 有 且 仅 有 3 个 或 者 4 个 是 {ziyzz，…zvori+ 中 的 数 . 如果 
ul > 2417 包 ,只 要 在 fu;| 中 增加 12411 和 为 首 项 ,所 以 总 能 满足 首 项 
不 大 于 公差 的 条 件 . 综 上 所 述 可 得 n = m + 1 时 ,命题 也 成 立 . 

8 .100 (1) 问 是 否 存 在 自然 数列 al ,a,,a;,… 使 得 它 的 每 一 项 
都 不 等 于 其 余 若 干 项 之 和 且 满 足 





a, n,n = 1,2,3,: QW 
(2) 问题 同 (1) 只 是 @ 改 为 
a nn = 1,2,3,. (O) 


(第 42 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 ] (1) 存在 .我 们 分 段 构造 一 个 满足 所 要 条 件 的 数列 fa 上， 


首先 令 
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1 一 上 


bo = ] ， o, 三 23 ， 二 1,2,3,……: 
1a 的 第 一 段 仅 由 一 项 组 成 即 a1 = 1, 第 2 段 有 和 + 1 = 2 项 分别 


为 a， = or 二 2， a3 三 bi1” = 4. 一 般 地 对 任意 自然 数 ,第 n++1 


段 由 本 包 + 1 项 组 成 ,它们 依次 分 别 等 于 
1 1 1 


2 2 2 2 
3 本 D， 十 b, 9 b, + 2b, EE 机 b, * 
2 b, 2 2 


从 而 第 + 工段 各 项 之 和 为 
1 1 


1 
一 六 | 一 +2+3+…+ 一 ) 
bp, (3 bs + 1)+ b, (1 2 十 3 7 br 


显然 有 bi + 6 Sb b= br bn = 1,2,3,. 列 
于 是 第 n + 1 段 之 前 的 各 项 之 和 不 超过 5b, - 工 由 此 立即 可 得 数列 ia | 
中 每 一 项 都 不 可 能 等 于 其 余 阁 干 项 的 和 . 
以 下 证 fc, 满足 .显然 当 n = 1,2,3 时 ,@ 成 立 . 当 4 过 nn 声 8 

即 a, 在 第 3 段 时 , 则 

a Sb =64=2A <n 
当 9 之 n 世 9+23 即 a, 在 第 4 段 时 , 则 

a, b= 2 < nn. 
若 n > 9 + 2, 则 存在 自然 数 & 宇 4, 使 得 a, 恰 在 第 k + 工段 . 从 而 


ni > 地 1+1 且 


k-l1 
Uy < b,” 一 2 


所 以 a, < 64n°. 
由 于 ”> 64, 于 是 有 
a <64n <n < 
无 论 何 种 情况 ? 都 成 立 . 
(2) 不 存在 .事实 上 车 有 数列 ja,} 满足 (2) 中 的 条 件 , 则 a, = 1， 
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—2 1 6 
= (23 )° = be < 64 (be 十 1 ， 





a2 二 2.4a3 二 4 或 $. 若 ai = 4, 由 于 as 和 受 8, 佑 a4<8, 可 推出 a4 等 于 
alya2,a3 中 寿 干 项 之 和 ,与 假设 矛盾 .因此 a4 = 8. 又 因为 as 委 11, 可 
推出 as 等 于 a1,a2,a3,a4 中 若干 项 之 和 ,也 与 假设 矛盾 ! 从 而 a; = 5， 
则 他 4 一 4. 再 由 as 妇 1il1 又 可 推出 us 等 于 他 12 3d4 中 者 干 项 之 和 ， 
邓 盾 ! 

8. 101 ”对 于 目 然 数 ,数列 a ,a;,…,a:(k 宇 nn) 称 为 万 能 的 ， 
如 果 1,2,…,n 的 任 一 个 排列 都 能 从 ai,a,,…,as 去 掉 一 些 项 得 到 . 

(1) 构造 一 个 有 六 项 万 能 数列 的 例子 . 

(2) 构造 一 个 有 nx” 一 nx + 1 项 万 能 数列 的 例子 . 


(3) 证 明 ; 任 何 万 能 数列 的 项 数 不 少 于 于 z 
(4) 当 n = 4 时 ,证 明 最 短 万 能 数列 有 12 项 . 
(5) 对 于 给 定 的 ，, 试 求 尽 可 能 短 的 万 能 数列 (竞赛 评委 会 能 作出 
有 n*-2n+4 项 的 万 能 数列 ). 
(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 


并 访 


{ 解 ] (1) 显然 


1 ,2,.…,7, 1 ,2,° ,7 ,1 ,2,7. 
是 万 能 数列 . 


一 -一 一 人 一- 

(2) 1 ,2,7 ,1,2 ,7 ,12,71. 
也 是 万 能 数列 .事实 上 , 任 取 1,2,…,z 的 一 个 排列 ,k;,… ,此 ,. 如果 
存在 1 科 ) 过) 一 1 使 得 k; < it1, 藻 1 天) 第 交 段 1,2,…,m 中 留 
下 6,, 若 m = j, 第 j 段 1,2,…n 中 留 下 k; 和 ,1 ,这样 就 得 到 | ,k， 
… ,上 . 男 一 种 情况 是 (kj ,kp,…,k,) = (n,n 一 1,…,1). 只 需 在 第 汶 
段 1,2,…, 交 中 留 下 2 一 到 +1 二 1,2,… ,一 1, 同 时 保留 尾 项 1 就 
得 到 (n,n -1,…,2,1). 

(3) 用 归纳 法 证 明 . 当 ”= 1 时 命题 显然 成 立 .假设 当 n = -1 时 


命题 成 立 , 即 关于 一 1 的 万 能 数列 的 项 数 之 上 了 k(k 一 1). 以 下 讨论 
= 上 的 情况 . 设 Q41,42,"… ,Qam 是 关于 上 的 万 能 数列 , 令 /; 表示 数 i 首次 
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出 现在 数列 al ,a;,… ,as 中 的 项 数 ,i = 1,2,…, 上 .显然 存在 1 志 j 过 上 
使 得 /之 .由 于 数列 关于 -1 是 万 能 的 ,从 而 a, ,ar ,，…，an 关于 
(1,2,…,j 一 1,j + 1,…, 此 ) 是 万 能 的 .由 归纳 假设 可 得 

D1 宇 此 十 本 (4 —1)= pA + 1), 


即 当 nx = 上 时 命题 也 成 立 . 

(4) 用 i, 表示 关于 的 最 短 万 能 数列 的 项 数 .显然 /1 = 1,ls = 3. 
为 了 计算 /3 和 /4 ,首先 注意 到 以 下 命题 成 立 : 设 al ,a;,…,a4 是 关于 nn 
的 万 能 数列 ,如 果 存 在 1 过 mx 记 4 仅 在 此 数列 中 出 现 一 次 , 则 该 数列 在 
m 前 和 mm 后 都 应 有 关于 nn ~ 1 的 万 能 数列 . 设 ai,a;,…,a4 是 关于 3 的 
万 能 数列 . 如 果 1,2,3 中 存在 一 个 仅 在 上 述 数 列 中 出 现 一 次 , 则 实 
2 +1=7. 如 果 1,2,3 都 在 上 述 数 列 中 至 少 出 现 两 次 ,类 似 于 (3) 中 的 
证 明 可 知 上 汪 3+ 7/,+1= 7. 于 是 二 之 7. 又 1,2,1,3,1,2,1 关 于 3 是 第 
万 能 的 .所 以 [3 一 7. 设 aj,a;，… ,Qa4 是 关于 4 的 万 能 数列 .如 果 1,2,3， 入 
4 中 存在 一 个 仅 在 该 数列 中 出 现 一 次 , 则 名 宇 21;+1= 15. 如 果 1,2,3， 教 草 
4 都 至少 在 该 数列 中 出 现 两 次 , 则 名 宇 4+ 13+1 = 12. 所 以 4 之 12. 又 
1,2,3,4,1,2,3,1,4,2,3,1 关于 4 是 万 能 的 ,从 而 /4 = 12. 

(5) 以 下 项 数 为 n* - 2n + 4 的 数列 关于 n 是 万 能 的 : 


#1 一 2 个 


,1,2, ,7 — 1),n, 1,2,, (7 ~ 2), n,n om 1), ,1,2,n.3, (nn — 1),1,n,2. 
事实 上 ,由 (2) 的 结论 可 知 , 该 数列 首 项 之 后 和 倒数 第 2 项 之 前 都 有 关 
于 (1,2,…,n 一 1) 的 万 能 数列 ,从 而 1,2,… ,nn 的 任 一 排列 ,只 要 首 项 
是 nn 或 者 未 项 是 n 都 可 从 该 数列 中 画 去 一 些 项 得 到 . 任 取 1,2,…,? 的 
一 个 排列 a1,a2,…,ayiyayyarti yaw; 其 中 4a, = n,1< 之 rr 之 nn. 在 
所 讨论 的 数列 中 ,第 个 之 前 的 项 画 去 所 有 的 如 得 


r 一 2 个 


人 
EE EE pe 
1,2, no 1,1,2, ,7 — 1, ,1,2,. ,nC—1,1,2,.…,n~r+t+l1. 
由 (2) 中 的 证 明 易 知 从 此 数列 中 天 去 一 些 项 可 得 a1,a;,…,a,_ 1. 第 r 
个 守之 后 的 项 画 去 所 有 的 ?得 





1 一 一 1 个 
TF 太 | 
Hh 一 扩 十 2… 1 一 1,1,2,.* 7 二 2 1,1,2. 
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Sk 站 方 


同样 用 (2) 中 的 证 明 易 知 从 中 划 去 一 些 项 可 得 到 ai,arrl an 
8. 102 ”对 于 nn = 25, 构 造 一 个 由 数 0 和 1 组 成 的 数列 al ,az，…， 
a, ,使 得 对 于 任何 0 委 有 & 委 7 一 1 
Atadpg+l 十 Q2Ck+2 十 + anan 
都 是 奇数 ; 
(2) 对 于 某 个 ”> 1000 ,证 明 : 满 足 (1) 中 条 件 的 数列 a1,a2,… ,a 
存在 . 
(第 13 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 用 A, 表示 由 0 和 1 组 成 的 数列 aj,a2,…,a,. 对 于 A,, 今 
P(A,) = aiabl + qap+12 + + a jan, 
其 中 0 过 上 nn--1. 由 于 aj,as,,…,a, 都 取 什 0 或 者 1, 所 以 
P(Ai)=#iijl<i<n-kHa,=a,=1| 
=#iIilk+l<i<nHa;= a, = 1, 
其 中 #1…| 表示 集合 1…1| 中 的 元 素 的 个 数 . 
对 于 由 0 和 1 组 成 的 数列 A, :al,a2,…,a, 和 B,, :51,5>,…,b,, 按 
如 下 方法 构造 一 个 新 的 数列 CG: 在 A, 中 ,对 于 1 过 i 过 n~1, 若 
a; 三 1, 则 用 


B,,0, 1: 01,2, ,Db,,,0,..,0 
2 一 ! 个 

代替 ao ;者 a; = 0, 则 用 05,,_1:0,0,… ,0 代替 a; .对 于 a, 来 说 ,车 a, = 
1, 则 用 B,, 代替 a,; 若 a = 0 则 用 0,, 代替 a,. 记 C, = A, U B,,, 显 然 
[i = (2m 一 Dn 一 《(m 一 1). 例 如 A;:1,0,1,B, = 1,0, 则 

Cs = A; UB,:1,0,0,0,0,0,1,0. 
任 取 0 志 & 志 71 -1, 存 在 0 过 gn-1 和 一 (m-1) 之 rr 之 m~-1 
使 得 上 = (2m - 1)9 + rx. 可 以 证 明 四 

Pi(CG) = 了 (4 ) P,,(B,). OD 
事实 上 , 设 0 达 rr 太 m1, 今 

M= |ill<i<l-kHC = CC,,=1), 

Ai = jl1l<j<n-gHa = ay = 1 | ， 

Ma = hll<h<m-rHBb,= 6b,,=1|. 
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任 取 ) E Mi,h € My. 记 J = (2m 一 1)(j 一 1). 由 于 a; = ajtg = 三 1， 
所 以 Co = C+ (2m~1)qg+p= bp,p = 1,2,,m. 
令 i= + 有 ,显然 1 三 i 夺 1 -上 且 


Ci 一 Dh s Citk C+h+(2m-1)g+tr 一 bp+,. 
由 h 和 M, 可 得 pb, 一 Dp+r 一 1, 从 而 
Cj 二 Cji+k 一 1. 


于 是 i € M. 反 之 , 任 取 iiE M. 由 c;=1 和 1 i 志 /~ 上 可 知 存在 
1 过 j 志 一 g 使 得 a; = 1 有 2m 一 Cj--1)<ig(2m-1)(-1) 
+ m. 记 J = (2m 一 1)(j ~1), 由 a; = 1 可 得 
C1+P = bsp = ] 2，… 7 
再 由 Ci+ 一 Ci+(2m-Dog+r 一 1 ,0 < r 二 1 一 1, 易 知 Qj+g 一 1 月 
li1-J+r 夺 mm. 
所 以 JE Micpom Darp = bpsp = 1,2,,m. 
令 有 = i 一 ], 则 1 过 hh 三 mr 且 
pr = ci = 1,6,1, = Cit(2m—1)gq+r 一 1 
从 而 AGE MM. 从 以 上 结论 立即 可 得 
#M = ( 间 Mi)，( 间 MM,). 
由 于 #M= Pi(C),#Mi= P(A,),#M,= P,(B,) = Pl,(B,), 
所 以 由 式 成 立 . 知 -(m 一 1) 记 rr<<0, 用 
{hllirit1l<hmHAeo, = 6,,=1| 
代替 AM; 同 理 可 证 @ 式 成 立 . 
取 Ax:1,1,0,1. 易 知 对 任何 0 过 过 3,Pi(As) 是 奇数 .所 以 由 人 @ 
得 
Azs = As UU Asa:1,1,0,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1, 
0,1 满足 题目 的 要 求 . 同样 4 = 42 U Azs 也 满足 题目 的 要 求 , 其 中 
/=49x25-24= 1201 > 1000. 
8. 103 是否 存在 这 样 的 由 自然 数 所 构成 的 数列 ,其 中 每 个 自然 
数 都 恰好 出 现 一 次 ,并 且 对 任何 KK = 1,2,3,… 数列 中 前 K 项 之 和 都 
可 被 KK 整除 ? 
(第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 存在 . 
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事实 上 ,我 们 可 用 如 下 方法 构造 符合 条 件 的 数列 ja 上 


al = |， 
令 | = ml(n+2):—1|]- S,, 
Cn+2 一 MM 

其 中 2 = 1,3,5,…m 是 不 同 于 aj ,as,… ,ay 的 最 小 的 自然 数 ,S, 是 ai， 
人 2 "Un 的 和 ,+ 取 足 够 大 的 正 整 数 ,使 得 Unt+l 大 于 QI CC2 "9 Gy 中 的 
任何 一 个 . 

显然 ,每 个 自然 数 在 ia,} 中 怡 好 出 现 一 次 .只 需 证 明 : 对 任意 自然 
数 K ,都 有 KK 整除 数列 前 K 项 之 和 Sk. 

首先 ,1 可 以 整除 ai = 1. 设 对 于 某 个 奇数 n,n 可 以 整除 S,. 因 为 

Sutl = Sn + antt = m[(n +2)’ 1), 
并 且 不 管 上 取 什 么 正 整 数 ,都 有 n + 1 整除 (n +2): 一 1, 所 以 n+1 可 
以 整除 S,,). 

又 因为 

Dnt2 = Sn 十 Qnrl 十 Qn+2 
za[(2 +2) 一 1 十 7 
= m(n + 2)7, 

所 以 n + 2 可 以 整除 S, ,2. 

根据 数学 归纳 法 原理 可 知 ,对 于 任意 自然 数 KK ,都 有 整除 Sk. 

综 上 所 述 ,数列 ja, 上 符合 题 中 的 所 有 条 件 , 因 此 原 题 的 回答 是 肯 
定 的 . 

8，104 证明: 对 于 任何 自然 数 a > 1, 都 存在 严格 递增 的 自然 
数 序 列 al ,a2,a3,…… 使 得 对 任何 & 实 1, 和 数 af + a5 +…+a? 都 可 
以 被 和 数 al + as +… + a 整除 . 

(第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1995 年 ) 


MK 活 方 


[证 ] 由 于 
af + a$ = (a2 ~ al)(as + a1) + 2a?, 
因此 可 取 az ,使 ai+aaz = 2a?, 就 有 aj + ay 整除 oa? + a$ .此 时 
az = 2af -al>al. 
假设 已 取得 a1, a,… ,a, 满足 题 意 .我 们 记 


A, = af + az 十 二 
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B, = al + aa 十 … 十 an 
于 是 Ai = A + al 
= A,+ (a+1 — B,)(anr1+ B,) + Bs 
= (a B,). B+ A, + B?. 
我 们 可 以 取 ”Bi = A, + Bs, 此 时 B+ 整除 Al， 
且 dnt+l 二 Br 一 已 ， 
= A + B:—B, 
> A, > ay > ah. 
由 数学 归纳 法 原理 知 , 原 命题 成 立 . 
8 . 105 证明: 首 项 为 1、 公差 为 729 的 等 差 数 列 一 定 有 无 穷 多 项 
是 10 的 自然 数 次 顺 . 
(第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1996 年 ) 
[证 ] 设 这 个 等 差 数 列 为 dlrad2 dd39 
则 Qantl = 1 + 729n 
显然 ,这 个 数列 有 无 穷 多 项 是 10 的 自然 数 次 窒 的 充 要 条 件 是 存在 无 穷 
多 个 自然 数 n 和 上 ,使 得 
1 + 729n = 10*. 
为 证 原 题 , 只 需 证 明 存 在 无 穷 多 个 自然 数 &, 使 1% -1 是 729 的 倍 


数 . 
当 = 8lm 时 ， 
10 — 1 = (10%)™* -1 
= (105 -1).A 
= 99.…9. A, 
81 个 9 
其 中 A 是 整数 ,并 且 


99…9 = 9 ， 11…1，100…0 .100…01… 100…01. 
eM of ep em 
注意 到 右 端 三 个 因数 的 数字 和 都 是 9, 从 而 这 三 个 因数 都 是 9 的 倍数 ， 


所 以 ,此 时 10* -1 是 9x9x9=729 的 倍数 ,其 中 & = 8lm,mE N. 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 , 故 原 命题 得 证 . 
8 106 设 a,b 是 非 负 整数 , 且 满 足 ab 之 c“, 其 中 4 是 整数 .证 明 
存在 数 n 及 整数 x ,x，，… ,x ; y1,Y2，…,Y， 使 得 
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zz = a， DE Dry = - 


=1 


代 z (第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年) 
[证 ] 将 上 述 问题 记 为 (a,5,c). 显然 ,命题 对 于 (a,5b,c) 成 立 的 


充分 必要 条 件 是 对 于 (a ,5b, 一 c) 也 成 立 .因此 ,可 以 假定 c 宇 0. 又 由 问 
题 关 于 a ,6 对 称 ,还 可 以 假定 a 之 0. 
由 ab 宇 co 可 得 a 之 cc. 
由 算术 -几何 平均 不 等 式 , 得 
a+b-2c 守 2 Vab -2c 之 0. 
当 65 = 0 时 ,由 wb 之 c? 可 知 ,c = 0 
下 面 我 们 用 关于 a+5。 的 数学 归纳 法 来 证 明 原 命题 
当 &a + 65 = 0 时 ,结论 显然 成 立 . 
设 当 a + 4b 三 m 时 结论 成 立 . 
于 是 当 a+65= m+1 了 时 ; 
如 果 c 声 5, 则 取 n = a + 65 一 c, 并 且 取 
Xi 二 1, 当 1 过 i 过 a 时 ; 
zx; 二 0, 当 a+1 过 7 之 nn 时 . 
和 
y= 三 1, 当 a-ct+1 才 7 过 nn 时 . 
显然 符合 命题 的 条 件 ,从 而 此 时 原 命 题 成 立 . 
如 果 c > 0, 则 a > c. 我 们 考虑 问题 (a + 6- 2c,b,c -5). 由 于 
(at+b-2c).6-(c-6) =ab-e 守 0, 
且 (at+b-2c)+b6<a+b=m+t+l, 
由 引 风 候 设 ,问题 (a + 6 2c,6,c 6) 的 解 存 在 , 即 存 在 数 ”及 
整数 ri, zz， “Tn 和 yiyyz，… `, yn， 使 得 


Det atbo- 2c， DE "et 


于 是 ， 存在 数 n 及 整数 zi 十 yi, zx2 十 y2 ,Ti+ yi 和 yyy, y2，…， 
yn ;使 得 


Dntyy = Da tad rot+ Dy 
i=1 i=1 i=1 1 一 上 


=(at+b-2c)+2(c-b)+b 
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中 
AN 


2% = 
2 (x; + y;)y; = DJ xiy; + DE 
i=1 i=1 ;1 


= (c—-6b)+6b 
此 时 原 命题 也 成 立 . 
根据 数学 归纳 法 原理 , 原 命题 得 证 . 
8. 107 ”a1,a2,… ,a 都 是 不 等 于 0 的 数 .证 明 如 果 对 于 任意 整 
数 &,R = 101 ,2 所 记 一 1 都 满足 
al+t+ a .2+as + 二 aa。 7 二 0， 
那么 ,数列 al ,az，……aw 中 至 少 存 在 n + 1 对 相 邻 的 数 符号 相反 . 
(第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1996 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 a,, > 0. 否则 可 将 数列 a1,a2,… ,a 中 所 有 的 数 都 
乘 以 - 1 
取 数 列 51 ,6,,… ,5, 使 


b; 一 > ci i， 
j=0 
其 中 COsCl "sO 为 任意 实数 . 


由 已 知 条 件 ,得 
Yap, 一 Va de M 2 一 > diCi; * 
i=] i=1 j=0 j=0 i=] 
= DoDa:i= Dc.0=0 
j=0 .i=1 j=0 
即 Dj aw, 一 0. OO) 
=1 


设 数 列 G2 ty 中 有 大 对 相 邻 的 数 符 号 相反 ,用 ?1 7z2 下 
表示 这 些 数 对 中 前 一 个 元 素 的 下 标 (1 委 训 < < …<< 去 ). 
如 果皮 过 72+1. 此 时 ,我 们 取 
bi = f(2) = (i- x)(i~ x2) (i zx), 


1 
其 中 Xl 一 1 
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八 





并 


函数 /在 且 仅 在 点 zz … ,处 变 导 .因此 6; 和 5;41 当 且 仪 当 它 
们 之 间 有 = i+ 广 时 , 即 i= 十 时 (1 = 1,2,…,m) 它 们 异 号 .这 样 
数列 al ,a ,… ,a, 中 变 号 的 数 对 和 数列 六 ,22 ，,…,b,, 中 变 号 的 数 对 的 
下 标 是 相同 的 . 
注意 到 <, > 0,65, >>0, 所 以 a; 和 6,(i = 1,2,…,m) 同 号 ,从 而 有 
ab; > 0 ， 


Vay, > 0. 人) 


8 . 108 试问 :是 否 存 在 12 个 等 比 数列 , 使 得 自然 数 1,2,3,…， 
100 分 别 是 这 些 数列 的 项 ? 
(第 21 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] 不 存在 . 
事实 上 , 蔡 有 三 个 不 同 的 质数 p1,p;,p;, 其 中 pi < ps < ps, 在 同 
一 个 等 比 数列 中 , 则 可 设 
pi=ag ,p= ag ,py3= ag”,, 
其 中 名 ,r,m 为 互 不 相等 的 自然 数 . 于 是 
Pi _ ,eb 
pi 4 p2 


pa\™” /pp3\” 
(5) = (2) 
py “= pr "+ 
注意 到 -&, 一 +,r 一 上 都 是 整数 ,并 且 都 不 等 于 0, 因 此 上 式 是 不 
可 能 成 立 的 . 
这 说 明 , 任 意 三 个 不 同 质 数 不 可 能 同 在 一 个 等 比 数 列 中 . 也 就 是 
说 ,同一 个 等 比 数列 中 ,至 多 有 2 个 质数 . 
由 于 在 1,2,…,100 中 共有 25 个 不 同 的 质数 ,因此 它们 不 可 能 包含 
在 12 个 等 比 数 列 中 . 
8. 109 是 否 存 在 一 个 由 递增 的 自然 数 构成 的 具有 
(1)11 项，; 
(2)10000 项， 


3 


4 
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(3) 无 穷 多 项 
的 等 差 数 列 ,使 得 十 进 制 下 各 项 的 数字 和 也 构成 了 一 个 递增 的 等 差 数 
列 ? ， 
(世界 城市 际 数学 联赛 ,1995 年 ) 
[ 解 ] (1) 存在 . 例如 9,118,227,336,445,554,663,772,881， 
990 ,1099. z 
(2) 存在 .例如 , 先 构造 下 面 的 10” x 104 表格 : 


00000 00001 00002 | 09998 09999 
00002 00003 | 09999 | 10000 
09998 09999 10000 国光 二 19996 19997 
09999 10000 10001 | 19997 .| 19998 


将 表格 中 的 竖 线 去 掉 , 使 每 一 行 形 成 一 个 位 数 接近 5 x 104 的 数 ,从 第 
一 行 到 最 后 一 行 , 构 成 了 一 个 项 数 为 104 的 数列 . 
这 个 数列 是 公差 为 10000100001……0000100001 的 等 差 数 列 , 而 
这 个 数列 的 各 项 的 数字 和 是 公差 为 1 的 等 差 数列 
(3) 不 存在 . : 四 
事实 上 ,如 果 存 在 一 个 无 穷 多 项 满足 条 件 的 等 差 数 列 
QQT+CQT+T2d… 
记 首 项 a 的 位 数 为 n ,那么 该 数列 的 其 中 两 项 
at+d x 10"*,a+d x 10"+! 
的 数字 和 相等 ,与 已 知 条 件 了 矛盾. 
故 满足 条 件 的 无 穷 多 项 的 等 差 数 列 不 存在 . 
8 .110 已 知 一 个 数列 的 各 项 是 1 或 2, 首 项 为 1, 且 在 第 个 1 
和 第 &+1I 个 1 之 间 有 24 1 个 2, 即 
1,2,1,2,2,1,2,2,2,2,1,2,2,2,2,2,2,2,2,1,… 
(1) 求 该 数列 前 1998 项 的 和 Soog; 
(2) 是 否 存 在 正 整数 ,使 得 数列 的 前 x 项 和 S$S,= 2001? 若 x 存 
在 , 求 出 ”的 值 ; 若 ”不 存在 ,证 明 你 的 结论 . 
(中 国 湖南 省 高 中 数学 竞赛 ,1998 年 ) 
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[ 解 ] (1) 我 们 把 第 大 个 1 和 它 后 面 的 241 个 2, 这 2 + 工 项 称 
为 数列 的 第 上 段 . 
设 第 1998 项 在 第 上 段 . 则 上 是 满足 
k+(1+2+2+. + 2 1) > 1998, 
即 2*+k~1 污 1998 
的 最 小 正 整 数 . 
因为 ”20+10-1= 1033 < 1998， 
21 + 11—1= 2058 < 1998, 
所 以 k= 11. 故 
Sieos = 2 x 1998 - 11 = 3985. 
(2) 若 存在 n € N, 使 得 S, = 2001. 设 第 ”项 在 第 上 段 , 则 
2n ~ k = 2001, ， 
从 而 有 上 是 奇数 .由 (1) 知 & 委 11, 因 此 
1000 < ”< 1006. 
又 因为 22+9-1= 520< 1000< 
20 + 10—1= 1033 > 1006 > nn. 
所 以 第 x 项 应 在 第 10 段 , 即 & = 10, 这 与 上 为 奇数 矛盾 . 
故 这 样 的 ”不 存在 . 
8. 111 第 一 个 人 把 1 到 100 这 100 个 数 按 某 种 顺序 写成 一 个 数 
列 . 第 二 个 人 先 写 出 这 个 数列 中 的 50 个 不 同 的 数 , 再 让 第 一 个 人 把 这 
50 个 数 按 它们 在 原来 数列 中 出 现 的 顺序 写 出 来 ;第 二 个 人 再 先 写 出 原 
数列 中 的 S0 个 不 同 的 数 ,月 让 第 一 个 人 把 这 50 个 数 按 它们 在 原 数列 中 
出 现 的 顺序 写 出 来 .这 样 继续 下 去 ,那么 ,至 少 要 进行 多 少 次 ,第 二 个 人 
就 可 能 知道 第 一 个 人 原来 写 出 的 数列 ?证 明 你 的 结论 . 
(第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 决赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 至 少 要 进行 5 次 . z 
事实 上 ,要 确定 数列 al ,a,,… ,aio 的 排序 ,必须 使 每 一 个 相 邻 数 


. 对 (a;, a;+r1) ,i 一 1,2,… ,99, 在 每 次 写 出 的 50 个 数 中 至 少 出 现 1 次 , 否 


则 第 一 个 人 对 两 个 不 同 的 数列 
QI Ai its, 100 和 Zi ri 100 
的 所 有 回答 都 是 相同 的 . 
下 面 ,我 们 来 证 明 : 在 任意 进行 2 次 之 后 ,存在 某 些 情况 ,至 少 还 得 
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进行 3 次 . 

设 kl,k2,"** ,kso 是 第 一 次 确定 的 有 序数 组 ,& ,上 ,R's0 是 第 
二 次 确定 的 有 序数 组 

先 构造 数列 

kisk 1,k2,k 2,k3,k 3 天 50) 开 50. 由 
在 这 个 数列 中 ,如 果 出 现 zi 二 2,-1 或 & 2 1 二 24, 就 把 & 5,-1 的 
位 置 空 出 来 ;如 果 出 现 ez = 上 2, ,就 把 2; 的 位 置 空 出 来 .如 果 这 时 还 
有 某 两 个 数 相 等 ,就 把 这 两 个 数 的 前 一 个 位 置 空 出 来 . 直到 由 中 剩余 
的 数 两 两 不 同 为 止 .然后 把 在 1 到 100 中 ,但 又 不 在 吃 中 剩余 的 数 内 的 
那些 数 一 个 一 个 地 填 到 空 出 的 位 置 中 去 ,每 一 个 空位 填 一 个 数 ,这 样 得 
到 一 个 工 到 100 的 一 个 排列 : 
di 2, ;4100. © 

如 果 第 一 个 人 开始 写成 的 数列 恰 是 @ ,那么 对 @ 中 相 邻 的 数 对 
(a;,ai+1), 其 中 i 不 是 4 的 倍数 ， 仍然 尚未 在 前 两 次 操作 中 出 现 , 从 而 
必须 在 以 后 的 操作 中 出 现 . 

如 果 想 再 操作 两 次 就 使 这 些 尚 未 出 现 过 的 数 对 都 出 现 ,那么 在 后 
两 次 中 必须 出 现 1 到 100 中 的 每 一 个 数 . 

考察 形 如 (a4;.3,a4;-2;44;-1,44;)(i = 1,2,…,25) 的 四 元 数组 . 
我 们 发 现 ,如 果 这 种 四 数组 中 有 一 个 数 被 写 出 , 则 其 余 3 个 数 也 必须 在 
同一 次 操作 中 被 写 出 (否则 ,这 个 四 元 数组 中 的 相 邻 数 对 就 不 能 在 后 两 
次 操作 中 全 部 出 现 ). 这 样 ,同一 次 操作 中 写 出 的 数 的 个 数 必须 是 4 的 
倍数 .此 与 我 们 在 同一 次 操作 中 写 出 50 个 数 相 矛 盾 . 

因此 至 少 还 得 再 进行 3 次, 总共 进 行 5 次 ， 才 可 能 确定 第 一 个 人 原 
来 写 的 数列 的 排序 . 

8. 112 求证 :存在 上 自然数 mm， 使 得 有 整数 列 | | 满足: 

(1)ao = 1,al = 337; 


(2)(a la， | 一 a2) 十 Can + an -2a)= YIT1i 


(3) (a + 1)(2a, + 1) 都 是 整数 的 平方 ， 


(中 国 国家 队 选 拔 赛 ,1997 年 ) 
[证 ] 设 自然 数 m 及 整数 列 1a,} 满足 条 件 (1) ,(2) 和 (3) , 令 
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六 访 


b, = an 十 i = 0,1,2,.: 


3 3 
则 bo=1+7 ,0 = 337+7 


县 (2) 全 六 1 -bi= m,n = 1,2,. 
用 数学 归纳 法 易 知 数列 15,| 是 严格 递增 的 正 数列 ,因为 整个 数列 


7 1391 . 、 
{5, | 被 bo 一 本 0 一 4 和 递 推 关系 
m + 六 
bas = 一 -一 =1,2… 
bn-! 


惟一 决定 . 
设 数列 | c, | 满足 CQ 一 bosc1 一 b1, 匡 


Cntl = Pen — Cn-1 7 = 1,2,.: 


其 中 p= 


显然 c2c0 一 ci = (pc1 - co)co -ci = 1m. 
当 n 之 2 时 ， 
2 _ . 
Cn+lcnr-l Cn ( pre, cn-1)cn-l C4 


2 2 
Poncn-1 ~ Cn-l Cn 


Ma 二 ci+ci 


CDOCc1 


| 


1 
= pcn * 六 (or 十 cn-2) cel cz 


一 CnCn-2 一 ch-l 
依 此 类 推 ,可 得 / 
CtriCn i — Cc = c2c0— cf1 = m,n = 1,2,. 
由 15,| 的 惟一 性 可 知 
c = basn = 0,1,2, 
递 推 关系 ,cs+l = pen — cn 二 12 的 特征 方程 是 


A*—-PM+1=0. 
因为 p > 2, 所 以 它 有 两 个 不 同 的 实 根 
让 
A TN4 
3 
A2= 仿 一 人 一 1 
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于 是 ,bn = AM + BA3,n 三 02 
7 
A+B-= bo 二 4 
其 中 1351 
A1IA + A2B 一 bi 一 4 
1 1351 -7% 
4 A1 — A2 
1 — 1351+7Al 
4 A1—A2 
3 3 
故 or 


由 此 易 证 ,数列 {a,| 满足 递 推 关 系 : 


Hl 


3 


B 


;7 一 0, 12 


ai = pan — Qn-1 tp 2),n = 1.2,… 
由 于 

1 (0 + (20 +1) = LI(4ar +3) -1 

6 人 48- on 


| 


(16A22Y + 16B?A3” + 32AB — 1) 
1 1 2 1 


-一 A242n -一 R22n -一 
3AA"+ FB + 3 48 


1 1 “和 4 1 
一 一 1 一 一 到 ? 一 一 一 一 
(5 ' 3 | +30 748 
并 且 


] 13S$1-7A 1 一 1331+7A1 

4 A 4 -和 

— 13$1 ~ 7* + 7x 1351p 
16. (p* —4) 


3) 


因此 当 
4 -135P-7+7x1351p 1_o 
3 16. (p” - 4) 48 


时 ,二 (a， + 1)(24, + 1) 都 是 整数 的 平方 ， 
由 上 式 得 
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六 


p* -4x7x1351p+4x1351 +4xX7 -4=0, 
p=2x7x1351+ V4x7Tx1351 ~ 4x1351* -4X7T+4 


=2x7x135l1+ V4x48x1351*—4x48 
= 2x7x1351+ V4 x 48 x 1350 x 1352 
~2x7x1351+ V4xX48x3x450x8x169 
= 2x7x1351+24x60x13 

= 18914 + 18720， 


即 p = 194 或 = 37634. 
nm 十 Ch 十 c1 
又 由 p= “0 “1 
COcCl 
|， 7 ) (B33) 
1 TT TT 
4 4 
得 2 7 1351 
A 
4 4 
16 + 1825250 
9457 ’ 
9457p -~ 1825250 
3 RE 
16 
当 p ~ 194 时 ,m = 588. 
有 反 过 来 , 当 nm = 588 时 , 取 数 列 和 a1 如 下 : 


a0 = 1,ar = 337 
al = 194a, -ai + 144,n = 1,2,. 
显然 该 数列 是 整数 列 且 满 足 (1). 令 
ca 二 an 1 = 0,1,2,.…: 
代 人 得 
cr+l = 194c, 一 Cn = 1,2,.… 


于 是 类 似 于 上 面 的 推导 ,我 们 有 


(an+l ” Un-l — as) 十 可 (an+l 十 dn-l 一 2a,) 


_ 2 
一 Cn+l ”Cr 一 CD 


一 (194c, Cn-1) Cn-l1 Cc 
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= 194cucn-i ~ Ch-1— Cn 


ll 


1 
oa 十 cn_2) ce C4 


_ 2 
一 CCn-2™ Cn-l 


194c, : 


= cc0 一 c1 


= (194c1 - co) .co -ci 


_ 1351 7 (27) - (Se) 
14 4 “4 4 


即 (2) 成 立 . 
同样 地 ,类 似 于 前 面 的 推导 ,我 们 可 得 


3 
an = Ai+ BA2 — 本 0,1,2，… 


其 中 A1 = 97 + 56 V3,X42 = 97 - 56y3， 


1 1391 一 7A， 1 = 一 13S1 + 7A1 
AAA = 一， 一 一 有 = 一 一， 
4 A1 一 从 4 AI 一 A2 
并 且 
1 1 ls) 
ta + D(a + 1) = (5 1 :] 
令 
d = LA La,n = 1,2, 
”83 V3 


显然 do = /二 (oo+ LD)(2a0 + 1) 二 1， 
di = /二 (al + 1)(2a1 +1) = 195 


它们 是 整数 . 
设 已 证 dn_1» dy 是 整数 . 于 是 
1 1 
dd 一 一 AMz+l _ 一 - BX13+1 
] /3 1 /3 2 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 


979 
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1 | Lp 上 n-l _ 和 
二 一 了 一 AAA BA 
(£2 1 a). (Ai 十 A2) 一 从 (A l 万 2 
= 194d, — d,. 
即 gw 也 是 整数 . 


因此 ,对 任意 自然 数 nad， 都 是 整数 .从 而 一 (a， +1)(2as+1) 都 


是 整数 的 平方 , 即 (3) 成 立 . 
于 是 , 原 命题 得 证 . 
8…113” 求 正 整 数 &, 使 得 
(a) 对 任意 正 整数 ,不 存在 7 满足 0 委 j) 委 2 -A+1l, 且 避 ， 
CC 成 等 差 数 列 ; 
(5) 存在 正 整数 ,使 得 有 j 满 足 0 专 j 夺 n~k+2, 且 CC ， 
,Cith-2 成 等 差 数列 ， 
进一步 求 出 具有 性 质 (2) 的 所 有 7 
(中 国 国 家 队 选 拨 赛 ,1998 年 ) 
[证 ] 由 于 任 取 两 数 必 构 成 等 差 数 列 , 因 此 有 有关 1,k 关 2. 现 在 考 
虑 三 个 数 :O71,G,GH(l jj 志 n-1) 
若 它 成 等 差 数 列 , 则 
2C = Cit+ Ot! 
由 此 可 得 n+2= (nn 2))* Q) 
即 ”+ 2 是 完全 平方 数 . 
这 证 明了 & = 3 时 (a) 不成立 ,从 而 用 关 3. 也 证 明了 k = 4 时 (6) 
成 立 . 
反 过 来 ,车 有 正 整 数 n ,满足 条 件 “n + 2 是 完全 平方 数 ”, 则 有 n+ 
2 = mm“, 因 n 、m 奇偶 性 相同 , 故 存在 j 使 mw = 2 一 2j. 从 而 ,中 成立， 
性 质 (5) 成 立 , 故 有 = 4 时 ,具有 性 质 (5) 的 所 有 nn 为 
1 二 7 一 2 (me N,m 之 3). 
下 面 证 明 &= 4 时 ,性 质 (a) 也 成 立 . 
车 已 ,CC ,C3 成 等 差 数列 , 则 由 Q@ 可 知 
n= (n-2(j+1)) -2= (n~2(j)+2)): -2; 
[In-2;7-2|1=|ln-2;-41, 
1 -21-2=-(2 一 21 -4)， 
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1 一 2171+3 
原 数 列 为 Cojr3, Czy13, O5543, O23. 
但 Co 一 Cas 
故 Cj;13 一 C+3, 于 盾 . 
因此 ,& = 4 时 (a) 成立, 有 旦 有 = 5 时 (4) 不成立, 即 & < 5. 
综 上 所 述 ， 本, 所 求 正 整 数 & = 4, 具 有 性 质 (5) 的 所 有 2 为 
1 = 一 2( EN 之 3). 
8. 114 ”一 个 正 整数 无 穷 等 差 数 列 , 含 一 项 是 整数 的 平方 , 另 一 
项 是 整数 的 立方 .证 明 : 此 数列 含 一 项 是 整数 的 六 次 大 . 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 
[证 ] 设 数列 为 
ta+ih1i=0,1,2,.…|, 
其 中 含 x*,y 项 ,zx,y 是 整数 . 
下 面 我 们 对 h 用 数学 归纳 法 . 
当 矿 = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 
假设 公差 小 于 4 有 满足 题 设 条 件 的 等 差 数 列 ， 命 古 已 成 立 ， 现在 考 
察 公差 为 h 时 的 情形 . 
记 a 和 有 的 最 大 公约 数 为 4 = (a,h),h = de 


分 两 种 情况 : 
情形 1 当 (4d,e) = 1 时 ,显然 有 (a,e) = 1. 
因为 
rx’ 三 a 二 vy, (mod h ), 
所 以 | 
rx* 三 a 二 yy, (mod e). 
由 (a,e) = 1 可 得 


(x,e)= 1,(y,e)= 1. 
于 是 存在 整数 1 ,使 得 

fy = x, (mode), 

(1y)° = zx, (mod e). 

ta’ = a’, (mod e), 

1° = a, (mode). QO) 
又 由 (d,e) = 1, 可 知 存在 某 个 整数 ,使 
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六 


t+ ke 二 0, (mod d), 

(t+ ke)s =0= a,(mod d). 
男 一 方面 ,由 人 可 得 

(+t + ke)s = a, (mod e). 
又 由 (da,e) = 1 得 

(1 + ke)® = a, (mod de). 


即 (1 + &e) = a,(mod h). 
显然 ,存在 的 上 可 用 & + sq(s E N) 代替 ,从 而 可 使 
(1: + ka)* > a， 


这 时 (+ + 如 ) 就 含 在 等 差 数 列 |ja+ 讯 1 i = 0,1,2,…| 中 . 
情形 2 当 (d,e) > 1 时 . 
设 素数 p 满足 p | d ,bp le, 并 设 pr 是 整除 a 的 的 最 高 次 短 ， 六 是 
整除 的 p 的 最 高 次 星 .a = da .于 是 由 
h=de, (a,e)=1 
可 知 ,8 > a 之 1. 因而 等 差 数 列 {a + ih 1 i = 0,1,…| 中 的 每 一 项 含 p 
的 最 高 次 宪 是 如 .因为 xz*,y; 是 数列 的 两 项 ,所 以 a 一定 是 2 和 3 的 信 
数 , 从 而 是 6 的 倍数 , 令 新 的 等 差 数列 为 
1p (at+ih)|li=0,1,2,.…|. 
它 的 公关 Ph < 有 , 且 售 有 项 (px)?, (py)’. 由 归纳 假设 , 它 含有 
项 z* .于 是 ( pz) 是 原 数列 中 的 一 项 . 
由 数学 归纳 法 原理 知 , 原 命题 成 立 . 


第 4 ”周期 性 与 收敛 性 


8 . 115 设 整 数 有 界 数列 al,a2;4a3，,"… 满足 
dnp!1 Tan2+ a 3C- 
a, = ?一 上 天 一 之 2 
dn-idn—2 十 Cn—3 十 Cn 一 4 


求证 存在 /E 六 ,使 得 w ,aiyara，… 为 周期 数列 . 
(第 25 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[证 ] 由 假设 可 知 存 在 正 整数 M ,使 得 
| a, ls M,n = 1,2,3. 


3™ A= {as ant Qnt2s Qnt3)}n 一 1,2,3,.…| 
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由 于 a, E -M,CM-1),…,0,…,M 一 1,Mi, 从 而 A 中 不 同 
的 数组 个 数 至 多 为 (2M + 1) ,从 而 存在 1 委 1 < 上 使 得 
ai 二 ai = 0,1;2,3. 
由 递 推 公式 可 得 as = ax+4: 依 此 类 推 用 归纳 法 可 知 ,对 任意 非 负 整数 
ni 有 
Qitnm 一 Gp+tm: QD 
记 了 全 = 大 -7 由 四 可 知 ,aalya+2 是 以 芽 为 周期 的 周期 数列 . 
8. 116 ”对 于 任意 自然 数 n ,用 a, 表示 nm 十进制 表示 中 的 个 位 数 
字 , 求 证 :a1,a2,4a3,"… 是 一 个 周期 数列 . 
(第 28 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[证 ] 令 b, 是 自然 数 n 的 个 位 数字 ,多 知 


0,6, = 0; 
1l,b, = 1,3,7,9; 

b,2 = sb =5; 列 
6,b, = 2,4,6,8. 


对 任意 自然 数 n,m ,显然 6. = (56,) . (5,) 的 个 位 数字 . 由 此 可 得 
站 .20 = 6b, .用 归纳 法 易 知 对 任何 自然 数 & 有 
De = br. 
取 & = ,注意 到 65,”= a, 可 得 
bn ,20 = CQ 
显然 (n + 20)”"*” 与 At? 有 相同 的 个 位 数字 ,所 以 
ai+20 二 Qi = 1,2,3.: 
8. 117 设 a, 和 8B, 分别 是 [( V10)”] 和 [(V2)”] 的 个 位 数字 ,> 
= 1,2,3,… 其 中 [xz] 表示 不 大 于 x 的 最 大 整数 , 问 ia,| 和 {1B,| 是 否 是 
循环 数列 , 即 从 某 项 开始 为 周期 数列 ? 
(第 17 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] io 和 18,4 都 不 是 循环 数列 .事实 上 ,首先 考察 1a,| .在 十 
进 制 下 令 
V10 = 3.zjzo3… 


0,n = 2k, 
上 一 
所 以 Qn 二 
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k= 1,2,3,.…: 








cant 


由 于 3. zlxzaz3… 是 无 限 不 循环 小 数 , 从 而 易 知 ija,1 不 是 循环 数列 . 
其 次 考察 18,1. 在 二 进 制 下 令 
V2 = 1.yyzy3… 
由 BB, 的 定义 可 知 , 当 n = 2k 时 ,8, 是 偶数 ; 当 = 2k+1 时 ,k= 1， 
2 ,3,…: * 


bn = yr (mod2). 由 
如 果 {8,1 是 循环 数列 , 则 存在 自然 数 no 和 m 使 得 B,1,, = B, ,对 于 任意 
n> nn. © 


若 mw 是 奇数 ,由 此 可 知 对 于 任意 n > no 且 为 奇数 时 ,B, 为 偶数 ,由 
OD 可 知 当 自然 数 > 本 (20 - 1) 时 ,ye = 0, 与 5 是 无 理 数 巴 盾 . 若 m 


是 偶数 , 记 mm = 27 设 玉 > 3 (nm -1), 由 加 可 得 


B2(g+D)+1 = 028+1. 


再 由 名和 只 取 0 或 1 可 知 
tt = ;对 于 任意 > (0 _ 1 
于 是 1. yy3… 是 无 限 循 环 小 数 ,也 与 V2 是 无 理 数 矛盾 .所 以 18,| 不 


是 循环 数列 . 


8. 118 ” 设 数列 | x,} 满足 
Xl 一 2 11 二 pe 二 1 ,2,3.… 


记 = (1)"™ ,求证 ; {y,| 不 是 周期 数列 . 
(第 40 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


[证 ] 由 假设 可 知 当 z, 是 偶数 时 , 则 zi = 字 z, 当 zx 是 奇数 


时 , 则 n+l 一 
偶 , 则 


Ea - .于 是 对 任何 自然 数 n > m, 车 x, 与 zw 同 奇 


Xntl Xm+l 一 >, Tm ) : 山 
如 果 { yj 是 周期 数列 , 设 其 周期 为 荆 , 则 对 任何 自然 数 ,x, ,7 与 zx 同 
奇偶 .由 中， 可 得 
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3 
局 n+]+T 一 n+l 一 7 (TatT Xn) sn 一 1,2,.… 


依 此 类 推 可 知 对 任意 自然 数 x 有 
天 一 上 
Xnt+T ~ Xn 一 (二) (XT 一 Xx1). 


n—1 
显然 存在 n0, 当 n> mo 时 (三 ) (xr -zi) 不 是 整数 ,这 和 ix,| 是 自 


然 数 列 巴 盾 ! . 

8 . 119 已 知 数列 ai,a;,a3,… 满足 az = w ,对 于 任意 nn 宇 1， 
C4n+l 一 1,a4+3 = 0,VY72 之 0. 
求证 :这 个 数列 不 是 周期 数列 . 

(第 19 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 ] 用 反 证 法 , 设 a1,az,a3,… 是 周期 数列 , 其 周期 为 本 = 
2"'g ,其 中 7 是 非 负 整数 ,g 是 正 奇数 .车 存在 n 宇 0, 使 得 g = 4n + 1. 
取 m 之 0 使 得 m + n = 4k, 其 中 上 为 非 负 整 数 .由 假设 可 得 

0 = a4m+3 = Q27(4m+3) 二 42°(4m+3)+T 
= Q27(4m+4n+4) = QAmtnt+l 二 Qa4g+1 = 1. 
子 盾 ! 关 存在 n 之 0, 使 得 g = 4n +3. 取 m 之 0 使 得 m+n = 4k+2， 
其 中 为 非 负 整数 ,同样 可 引出 矛盾 . 
8. 120 ”已 知 十 进 制 表示 的 正 整数 序列 al ,a,,a3,…,a,,… 满 
足 
dn < an S10a,,n = 1,2,3.… 
求证 :一 个 接 一 个 地 写 下 这 一 数列 所 得 的 无 限 十 进 制 小 数 0.alaza3… 
不 是 循环 小 数 . z 
(第 43 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 

[证 ] 用 反 证 法 . 设 0. aliaza3… 是 循环 小 数 且 最 短 循环 节 的 位 
数 是 本 .由 于 自然 数列 严格 递增 ,从 而 当 nn 一 时 ,a, 一 + oo. 又 ai 
委 10a; ,所 以 cl 的 位 数 比 a 的 位 数 至 多 多 1. 由 此 易 知 存在 a 使 得 
它 的 位 数 恰 是 本 的 正 整 数 倍 ,于 是 wk 是 0.ala2a3… 的 一 个 循环 节 . 如 
果 dp+l 的 位 数 与 Up 的 位 数 相同 , 则 CR+i 一 Wp. 如 果 Uk+1 的 位 数 比 wk 的 
位 数 多 1, 则 ai41 = 10a4. 由 此 即 得 w 的 首位 数码 为 0. 无 论 何 种 情况 
都 引出 也 盾 ! 
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e 洒 六 


8. 121 已 知 数列 a1,a3,a3,"… 由 a1 = 1 及 递 推 关 系 
az 太一 0 = 0,1,2,… 了 = 12,…,2 ,给 出 .求证 :这 
个 数列 不 是 周期 数列 . 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 由 递 推 关系 可 得 
asttl =— ax,k = 0,1,2,.… 
又 ali=1 人 大 & 有 
= (— 1)*. 
如 果 这 个 数列 是 周期 数列 ， 则 存在 自然 数 工 ， 使 得 对 任意 非 负 事 
数 m 都 有 
dm+T 一 Um: 
于 是 当 自 然 数 满 足 丁 之 2* 时 ,可 得 
(~ 1)* = azt = aokT =~ ar, 
(~ 1)*+! ~ axttl = Catrl 十 个 二 一 CT， 
引出 矛盾 1 
8.122 设 p(n) 是 自然 数 ”十 进 制 表示 中 所 有 数字 之 积 ,又 数 
列 | ni1 满足 
nl E Nn = ne t+ Pln),k = 1,2,3.… 
间 inm1 是 否 是 无 界 的 ? z 
(第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 可 以 证 明 {wmi 是 有 界 的 .事实 上 , 设 ini 无 界 .由 递 推 公式 
易 知 每 一 个 nj 的 十 进 制 表示 中 不 出 现 数字 “0”. 因此 
NN 


由 于 存在 mo 使 得 当 mm > mo 时 { 记 ) < 去 ,所 以 对 任何 位 数 ， 
其 中 pi > mo, 都 有 
p(n) So < 10™1 中 
由 于 | zx 上 | 严格 单 增 无 界 , 从 而 存在 mx > mo 和 上 ,使 得 ni 是 mm 位 数 ， 
ni+l 是 m + 1 位 数 ,又 n+1 的 十 进 制 表示 中 不 出 现 数字 “0”, 所 以 
Pn) = nr ~ 2 101+ 110 十 … 十 10+2. 


与 中 忒 盾 ! 
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以 上 不 仅 证 明了 {ni1 是 有 界 的 ,而 且 还 证 明了 存在 m 使 得 
PW = nsksk 一 上 ,23 
8. 123 ”对 于 任意 非 负 整数 2 , 令 S(n) = n ~ mm’, 其 中 m 是 满 
足 mr? 志 的 最 大 整数 . 设 数列 |a,| 满足 an = A, 且 
ani! = a, + S(a,),n 守 0. 
问 对 于 哪些 非 负 整数 A ,这 个 数列 自 某 些 项 起 为 常数 列 ? 
(第 52 居 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 显然 当 A 是 完全 平方 数 时 ,此 数列 为 常数 列 , 设 a, 不 是 完 
全 平方 数 , 则 有 m 使 得 
Qn 二 m+r， 


其 中 mw,r 都 是 正 整 数量 1 过 + 志 2m, 即 S(a,) = .于 是 


> 第 
an+l = mm +2r. 和 
由 于 2r 委 4z2, 所 以 ca < (+2) 又 2r 关 2 二 教 章 


从 而 ai 天 (mm +1) .这 样 就 证 明了 当 a, 不 是 完全 平方 数 时 ,a,,| 也 
不 是 .由 此 可 知 , 如 果 A 不 是 完全 平方 数 ,那么 数列 ia,| 中 每 一 项 都 不 
是 完全 平方 数 . 此 时 该 数列 是 严格 递增 的 正 整数 列 . 

8. 124 设 正 数列 {a| 和 | 6 满足 

(1) a < bk = 1,2,3: 

(2) 对 任意 自然 数 上 和 实数 zx 有 


1 
COSQET 十 COSDeX 之 一 i 


求证 : lim 到 存在 并 求 出 它 的 值 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 取 > = 一 , 则 由 (2) 可 得 
[3 
Qk 加 , 
cos 之] pk = 1,2,3 
由 假设 (1) 有 ”0< x < x, 从 而 
大 


A (一 
"<< nceos\ 1 gp 
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让 


由 于 limarcoos (1 - 过) = 0, 所 以 


8 125 已 给 正 数 a 和 自然 数 m, 设 数列 |x,| 满足 :对 于 非 负 整 


数 n 有 


1 a 
-rr+l 一 l mm Tn 十 ml? 
DILn 


其 中 zo > 0 任意 给 定 .求证 : lim z = Ya. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 如 果 xz, > 0, 则 由 递 推 关系 和 均值 不 等 式 可 得 











Mo， 
从 而 用 归纳 法 易 知 , 当 n 衬 1 时 有 
zu 之 Ya， 
由 此 可 知 


一 一 一 <<0,n 一 1 ,2,3,，… 





n+l Xn 一 一 
n 


于 是 |zx,| 单调 碱 小 且 有 下 界 , 从 而 limz, 存在 .在 


1 
Tn+l 一 (1 中 , 令 n->0%, 则 


m—1l 
-7 





lim zx» = a. 
8. 126  ” 设 数 列 | x,| 和 | y,) 满足 
Yn = Tal + x, nn = 2,3,4,.… 
如 果 |y,| 收 钱 ,求证 :1x,| 也 收敛 . 
(第 30 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1969 年 ) 
[证 ] 令 w = lim y;, 则 当 n 之 2 时 ， 
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a 
ya~= rll+2rn— a =2(z. -2)+ (= 


所 以 对 于 n = 2,3,4,… 有 
1 1 


任 给 。 > 0, 由 a = lim y, 可 知 存 在 自然 数 m 之 2, 使 得 当 y 之 m 时 ， 


0 
-pl 一 3 


由 


< 
Tn 3 




































































1%-al<. 
由 可 得 
a 1 C 
-一 | 之 一 . 
Tm 3 > | Ym a 1+” Tm-1 3 
.& 1 a 
一 十 一 一 第 
< 4 1 7 ml 3 了 从 
2 | 一 圭 _ 多 数 章 
Tm+l 3 < 2 | Ymt! a | 十 2 Tm 3 别 
€ E i a 
< 4 
一 般 对 于 任意 非 负 整数 上 ,有 
S 1 ] a 
sh 一 一 [1 二 一 十 下 十 一 -| 一 一 
Tm+k < 2 | 24+1 Tm~l 3 
E a 
和 了 Zr 
固定 mx ,存在 非 负 整 数 /使 得 
a E 
7 ro 人 | < 二 ， 
从 而 当 n 宇 m+ 红 时 
zn < €, 








于 是 lim zv = a 得 证 . 
8. 127 求证 : 当 n 一 % 时 ,数列 zx = sinn? 不 趋向 于 0. 
(第 44 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 . 设 limsinn* = 0. 由 


| sin(22 +1)1=1snl(2 + 一 2 | ) sin(n + 1)* + sinn? | 
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mt 


可 知 limsin(2n + 1)=0. 
册 由 | sin2 | =| sin(2n + 3—-2n-1)| 
之 | sin(2n +3) 1+lsin(22 +1) | 可知 sin2 = 0, 矛盾 ! 
8. 128 ” 设 正 数列 ia,| 单调 减 小 , 且 任 意 有 限 多 项 的 和 都 不 大 于 
1, 求 证 : lim na = 0. 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 令 S=0,S,=alta+…+ai 二 1,2,3… 由 于 S11 
— S, = an+l > 0,5, < 1, 所 以 limS， 收 和 敛 .对 于 任意 目 然 数 nn, 今 
b, = S, — Ss[z|]; 
则 由 {a,| 的 单 减 性 可 知 
0 < 6b = a[s]nt ta (n 一 [和 |) 六 
由 fim S; 收 合 可 推出 
好 5 = limS, ~ lim$[#] =0. 
再 由 0 < na 委 2b, 可 知 
lim nan = 0. 
8， 129 ” 设 数 列 |x,| 满足 zi = 5, 且 
Xntl = Xx% 2,n = 1,2, 
求 : lim — 
"™ TIT2 "Tn 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 用 归纳 法 易 证 
Tn > 2,n 三 1)2,… 中 
由 于 zl-4= (xz —2) -4= (xz -4) 
= zxzz_i(zz-i — 4) 
= 22 Hz 4) = 21(z1r2 1s)?, 


2 
所 以 ( + ) 214+—— 4 
革 到 村 


1 (x1 )2 


由 中 可 得 
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从 而 lim Ce = 0. 由 此 可 知 
no 【人 
lim ml = V21. 





nm X11T2 "A 


8. 130 设 数列 ia 满足 :et =a，=1, 且 





,1 二 2,3，…， 


dn+l 一 Cn 十 
求证 :这 个 数列 收敛 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
- [证 ] 显然 对 所 有 的 n € Na > 0, 且 a,;i 之 a;. 从 而 只 和 需 证 数 
列 }a,} 是 有 界 的 .由 递 推 关系 可 得 
1 + Her 


大 二 2 


从 而 dn+i+l 一 G2 十 > me pe + 下 一 2 3，… 





显然 = 二 ,如 果 对 于 3 4 福 上 有 < 3 , 则 








! + dl + 2 + 他 3 上 Cn- 一 1 
.3 3.4 4:5 n(n+1) 
1 1 ~( 1 1 ) 
十 一 一 十 一 — Te—— [| Ge 
<! 6 12 ”3 .5 ”二 
4 S 1 


于 是 用 归纳 法 易 知 对 所 有 n € N, 有 0 < a, < 3 


8. 131 设 数列 {zi 满足 :zl = 1,zx2 = 一 1, 目 
Xn+2 = XE 一 部 ma 之 1. 
求证 : lim xz 收敛 并 求 此 极限 . 
| (第 18 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] ”可 以 证 明 ,如 果 存 在 0< 3 < 二 和 自然 数 使 得 | zx 1 过 
6, 1 zatt 1 全 6, 则 limxz, = 0. 事 实 上 ,由 递 推 公式 可 得 
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六 方 


1 l 
| XE+2 [ 委 | TE+l 1 十 pa | zh [< q6 ,其 中 4 一 人 十 了 ,显然 
0< dg<1. 于 是 
1 
| Xp+3 | 二 | XE+2 上 十 7 | Xk+1 [< (es+ 了 )5< 00. 
再 用 递 推 公式 可 得 
| Tk+4 | < dg 9， | XE+S5 | < 028. 
依 此 类 推 用 归纳 法 可 得 
| za [|< gq, rc ron = 1,2,3,… 
所 以 lim 7v = 0. 
由 zi = 1,x2 = 一 1 利用 递 推 公式 易 知 


1 _3 3 二 刀 
3 24 4005 16 256. 

1 1 二 

显然 1 z5 1< pk | Xs < ,由 上 面 已 证 的 结果 即 得 


lim x, = 0. 
8. 132 ”对 于 十 进 制 无限 小 数 xz € [0,1], 将 它 的 小 数 点 后 的 前 5 
个 数字 重 排 后 得 到 新 的 小 数 zi ,再 把 xi 的 小 数 点 后 第 2 至 第 6 个 数字 


重 排 后 得 Xx2. 依 此 类 推 , zx, ,1 由 Xk 的 小 数 点 后 第 + 1 至 第 k+5 个 数 


字 重 排 后 得 到 ,这 样 得 无穷 数列 zi zz ，…ze… 
(1) 求证 :在 每 一 步 无 论 怎样 重 排 , lim xx 存在 , 记 y = lim zx. 
(2) 问 能 否 利用 上 述 过程 从 一 个 有 理 数 x 得 到 无 理 数 y? 
(3) 求 一 个 数 zx E [0,1] ,使 得 利用 上 述 过 程 ,无 论 在 每 一 步 如 何 
重 排 ,所 得 之 极限 值 y 总 是 无 理 数 . 
(第 14 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 数列 1 x41 的 构造 方法 可 知 , 对 任何 自然 数 上 ,数列 
Xks Xat1， +2… 每 一 项 小 数 后 的 前 个 数字 保持 不 变 , 凤 车 记 
Te = 0. rize2ra3 ,k= 1,2,3,., 
则 对 于 i = 1,2,…,& 有 
Chi = Tetli 二 Xa+2i = "k= 1,2,3,.. 
令 由 = 0.zlzea…z& ;显然 z1,z2，,…, zi，… 是 单调 不 碱 且 有 上 界 的 
序列 ,所 以 存在 y € [0,1 使 得 
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一 lim zx . 
Roo 


又 | 一 之 k | 过 10“, 从 而 limxx 二 Y. 


“(2) 能 .例如 x = 0.10, 易 知 用 上 述 过 程 ,从 x 开始 可 得 到 > = 0. 
VIV2 Yk 其 中 yi10*+1 = 1, YI10"+2 = 1 ,yi0"+3 = 0,y10"+4 = 0,n= 1, 
2,3,… 其 余 的 x 与 x 的 小 数 点 后 第 & 个 数字 相同 .显然 y 是 无 理 数 . 

(3) 取 x = 0.xix2 8 其 中 
xi0" = 1,n = 0,1,2* 
其 余 的 x = 0. 显 然 从 x 出 发 ,用 上 述 过 程 只 能 得 无 理 数 y. 
8.133 设 z = (1+J+)” nm = 1,2,3,… 若 把 xz, 表示 为 
x, = +Pm+a 人 +tbyY6, 其 中 grso 和 加 都 是 整数 , 求 下 列 
极限 : 
im ,lim 至 ,lim 和 =. 
mo qn "*™ gn "qn 
z (第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[ 解 ] 令 xi = 1 + V2 + V3,u2 = 1 ~ V2 + 3,us = 1 + v2 -v3， 
u4 二 1 v2 - 3, 易 知 
ul = qn 十 ,NZ + ss V3 + ta V6, 
3 = gn — rn 2+ sn V3 — ta V6, 
u3 = gs + ra V2 — sn V3— 6， 
6 


所 以 49, = uf + Ww3+ Wu3+ ud, 


~ 
3 
ery 
车 
| 
Es 


由 于 14 1 <1 il = 2,3,4, 从 而 lim 一 = 0,k = 2,3,4. 由 此 可 得 


ut 
hn 1 ul 
m= ,lm =4 
no ul 4 n— 0 Gn 
于 是 
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代 Sn sn ul 1 

数 Im = lim. =~， 

郑 nr” dn nm ul Gn V3 
a 1 a fn ul 1 
im 一 = lm 一 :一 = 一 


og or 

8. 134 ” 设 无 穷 数 列 { a ,| 满足 lim (aun 一 wj- 0. 
求证 : lima, = 0. 

(第 11 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 


[ 解 ] 由 于 lim (aw - 二 oo ) = 0, 根 据 极限 的 定义 可 知 , 任 给 


> 0, 存 在 正 整数 N 使 得 当 n 之 N 时 有 
对 于 固定 的 N, 存 在 正 整数 & 使 得 


< 一 . © 








< 由 


上 
4 


n+l 一 2 























本 

















1 1 law | 
从 而 |a < (tt)+ 7 :由 nn 一 NN 之 &, 再 由 


G@ 可 得 当 n 之 N+k 时 , | a, |< ee, 即 lima, = 0. 


8 .135 设 ao >0 且 
2 


n 
一 一 一 ,nn 之 
”+1 之 0 


求证 存在 实数 a。 > 0, 使 得 
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Ca+l 一 





(站 车 ao 宇 a, 则 当 n 一 + co 时 ,ay, 一 + %. 
(让 若 a0 < 之 a;, 则 当 n>+ co 时 ,av 一 0. 
(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 如 果 a, 守 n +2, 则 
(n+2) -1 n+4n+3 
ntl n+ 
于 是 若 ao 宇 2 ,用 归纳 法 可 证 明 
”an 之 n +2, 对 于 任意 nn 之 0. 
由 此 可 得 当 n ->+ 时 ,a, 一 + %. 
以 下 讨论 0 < ao< 2 的 情形 , 知 存 在 非 负 整数 & ,使 得 ae+l 委 0, 则 
由 递 推 公式 可 得 
| ar | 委 工 . 
用 归纳 法 掏 证 当 实时 有 
l-an__1 
n+l1 < nt+l1 
由 于 者 0 过 ao 过 1, 则 ai 世 0. 从 而 只 需 讨论 1 < 之 ao < 2 有 一 切 
an 之 0 的 情况 . 令 a0o=2-& ,其 中 0 < e < 1. 用 归纳 法 可 以 证 明 
ay +2 ne, 对 于 任意 ， 之 0. 
事实 上 ,显然 当 n = 0 时 ,不 等 式 成 立 . 设 n = 上 时 ,不 等 式 成 立 , 则 
[(k+2)— ke]*—1 
到 十 了 
(kk+1)(k+3)—2k(k +2)e + ke’ 
k+l 
<(k+3)—(k+1)e. 
所 以 不 等 式 对 于 n = +1 也 成 立 . 由 此 不 等 式 可 知 ,存在 自然 数 m ,使 
得 0 过 a 过 m+ 1 从 而 
(m+1) 


一 1 
0 委 arl 委 m+1 < 77 十 工 . 


进一步 用 归纳 法 可 得 对 于 n 宇 mm 有 
2 _ 2 
| ai [< an—1 之 (m+1)°-1 
n+l n+l 
综 上 所 述 得 a = 2. 


8. 136 ” 设 自 然 数 数列 1a,| 满足 : 


Qntl 之 = n+3. 








| ay+i | = 一 > 0. 


ap+1 < 
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al 二 2,an41 二 a 一 a,+1,n = 1,2,3,… 求证 : 
(1) 任 取 产 ,EN 天 72, 则 av 与 c 的 最 大 公 因 子 为 1. 


DD 


六 


(第 16 届 美 国 兽 特 南 数学 竞赛 ,1956 年 ) 
[证 ] (1) 用 归纳 法 多 证 
Qntl = QlQ2 An + ln = 1,2,3,." QD 
任 取 mm ,az E Na 关 .不 妨 设 m 之 ,由 四 可 知 存在 自然 数 丰 ,使 得 
an = Ra 十 |， 


从 而 a, 与 a 的 最 大 公 因子 为 1. 




















(2) 用 归纳 法 可 以 证 明 
1 1 © 
fl ag et —1 
当 nn = 1 时 ， 由 于 六 = 了 ,aa = 3, 所 以 四 成 立 如 果 人 对于? = m 
成 立 , 则 
m+1 : 
工 -1-- + 
k=1 Qk Gm+l 一 1 dm+l 
由 也 可知. 
il 1 _ 1 __l 
m+i -1 m+1 CI1C2 Qam+l dm+2 一 1 
从 而 
mti 1 _ 1 
k=1 人 Unit+2 一 上 


即 @ 对 于 ”= m + 工 也 成 立 ,这 就 完成 了 @ 式 的 归纳 证 明 . 
显然 有 ina = + 中, 所 以 由 加 得 
| 


k=1 Gg 


8 137 ” 设 正 数列 {a,1 满足 
Qn+l < y QQ2 _ 好 一 2)3，… 


= 1. 
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求证 :该 数列 收敛 . 
(全 苏 数 学 夏令 营 ,1991 年 ) 


[证 ] 由 于 as 过 Vaa3 ,所 以 


Qnt+l < maxlan-1, a,| ， 中 
对 于 n 之 2, 令 b= maxian-1,4x|, 则 由 @ 可 得 
bti 一 maxi ar ;an+1 | < maxia, ,Qn 1 | 一 b, ， 


即 {16,1 是 单调 减 小 的 正 数列 ,从 而 i165,1 收敛 . 记 = lim 6b, ,显然 
OASb,,n = 2,3,4,": 
以 下 证 im av = 8. 由 于 
0 之 a, 忌 妨 ,对 于 任意 % 宇 2， 
所 以 当 86 = 0 时 ,显然 有 
lima, = 8 =0. 
设 B8>0. 任 给 0 < 。 < B, 由 于 limb, = 8, 且 15,1 单调 减 小 ,从 而 存在 
no 闻 2, 使 得 当 ” > no 时 


pSh<BtE. @ 
于 是 得 到 

0 < ww 所 久 < B+ 玉 , 对 于 任意 n> no ® 
可 以 证 明 , 当 n> zao+ 工 时 ， | 

B-e< a (4) 
用 反 证 法 证 由 . 设 存 在 2 > no + 1, 合 得 

Qan Sp- e. 


由 @ 可 知 Qn-1 SS max{ia,_1,an| 一 bo < B+ 
利用 递 推 关 系 得 


3 
a = Maa <N(B- eB+3T)Y<h, 


所 以 站 二 maxfal ao 之 B, 其 中 是 菜 个 大 于 no 的 自然 数 ,与 @ 
艺 盾 ! 所 以 加 成立, 由 @@ 和 人 @ 立即 得 到 , 当 n > no+1 时 
lian ~ BIl< e. 
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从 而 lima, = B. 
8， 138 ” 设 a(n) 表示 正 整数 的 二 进 制 表示 中 1 的 个 数 ,求证 : 


(Daln?) an) (aln) + 1). 


(2) 上 式 中 的 等 号 可 对 无 穷 多 个 正 整 数 成 立 . 
(3) 存在 数列 i | ,使 得 
a(n4) 

Lm a ln, ) = 0. 
(第 33 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
[证 ] 显然 a(1) = 1, 有 对 任意 非 负 整 数 k 有 和 正 整 数 n 都 有 


和 





a(24n) = a(n). 0 
进一步 易 知 , 当 ”是 偶数 时 

a(n+1)= a(n)+1, © 
当 ?是 奇数 时 

a(n+1)<< a(n). 


同 理 可 得 
a(n+2) a(n)+1 = a(n) + a(2*). 
由 此 易 证 ,对 任意 正 整 数 n 和 wm 有 


a(n+m)a(n)+a(m). G) 
(1) 用 归纳 法 证 明 
a(o2) < Fa(n)(a(n) +D @ 


当 n= 1 时 ,@ 显然 成 立 . 设 当 1 之 n < N,@ 均 成 立 . 若 NN 是 偶数 , 设 
N = 27, 则 由 中 和 归纳 假设 可 得 

a(N2) = a(4n?) = a(n?) < Fan)(a(n) + 1)， 
又 a(N) = a(2n) = a(n), 所 以 

a(N’) < Fa(N)(a(N) +1). 


者 N= 2n +1, 则 由 人 @、@ 和 归纳 假设 可 得 
a(N*) = a(4n* + 4n+1) 
Caln+n)+1l<an)+a(n)+l1 
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去 本 al )(egoay+D+ac)+1 


义 由 和 人 @ 得 到 
aln)+1= a(2n)+1= a(2n+1)= a(N), 
a(ln)+2= a(2n)+2= a(2n+1)+1=a(N)+l1. 


[a (nn)+1j[a(n)+2]. 


于 是 a(N?) < 7a(N)(a(N) + 1). 


以 上 证 明了 当 nn = N 时 ,@ 也 成 立 , 从 而 完成 了 归纳 证 明 . 
(2) 要 证 之 结论 显然 成 立 ,因为 取 n = 2*,k = 0,1,2,3,… 即 可 ， 


我 们 可 以 证 明 更 强 的 结论 : 任 给 正 整数 m ,存在 正 整数 ,使 得 ， 
a(n) = mma) = 方 贡 (加 + DO 人 

数 

当 m= 1 时 , 取 = 1 即 可 . 阁 x 实 2, 用 归纳 法 易 证 列 


1 =2+24+28+…+22 满足 加 
(3) 对 于 > 1, 令 


1 yy nt 。 
n=2 -1- >)22 -27+1. 
i=1 


由 于 a(22 -1) = 2”, 所 以 


a(n) = 272 — py. 


叉 
2 22™ a 27 27+149 2 pi J 
n? = + 1+ 2,2 ~ 22 Db 2 
/二 | 
多 122 -242 4 S) J2™ 2127 +3 
了 = 上 li 
pitt+1 2 s+l | 1 
~ 22 + 22 + 22 -2+2 22 +] _ 22m+l 
1=2 
i 1 mn 
2 37+ fy :不 mtil | 
之 /2 2 十 > ,23 2 42 十 人 >》， 22 一 之 -24+3 
71=2 I=! I 
加 2 2” 1 nj n+l nr mtl 
= 1+22+2 十 > 2 2 +2 二 -2-—2 +3 1 Sy -2-24+3 
j=2 
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哎 流 六 


ml I 72m 43 ti 27+3 
+ 之 /2 + >,2 
i 二 2 


1< < m 


< 一 ni i wl 22+1 234+1 wl I 3 
=1+22+ D2 212+ D2 211+ >)2 


2 2 2 +3 
十 2 ， 





利用 @ 可 得 aa 忆 方 涡 ( +1)+1. 从 而 
al(n’) 
mm a(n) 0. 


8… 139 K 是 一 个 正 整数 ,x, 是 C3, 除 以 K 的 余数 ,0 委 盖 委 开 
- 1. 求 所 有 天 ,使 得 数列 
扩 1 六 2 3 
对 所 有 n 户 ,有 一 个 周期 ,这 里 p 是 一 个 固定 正 整 数 ( 即 它 从 某 一 项 
开始 是 周期 变化 的 ). 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] 当 K = 1 时 ,对 所 有 的 nn 都 有 
C3, = 0(modK ) 
从 而 对 所 有 nn ,都 有 r= 1. 因 此 =:1 是 所 求 的 一 个 解 . 
当 名 = 2 时 ,对 所 有 的 n 都 有 
C03, = C3， 1+ C27l1 = 2.C3 三 0(mod2), 同 理 ,K = 2 也 是 所 
求 的 一 个 解 . 
下 面 讨 论 K = 4 的 情况 . 
为 此 先 证 明 ; 当 x 是 整数 ,wm 是 正 整数 时 ， 
(1+ 7x) =1+27x + x (mod4). OD 
用 数学 归纳 法 . 
m 二 1 时 ,@ 式 为 恒等式 . 
设 对 某 个 正 整 数 mm ,Q@ 式 成 立 . 
考虑 m + 1 的 情况 ,我们 有 


(1+x) = (+zx) )? 
= (1+27r + xr )2(mod4) 
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兰 二 十 2 十 27z2 (mod4). 
由 数学 归纳 法 原理 可 知 ,Q) 式 得 证 . 
当 = 27() 是 非 负 整数 ) 时 ， 
(1 + 7x) = (1+7r), z 
它 的 展开 式 中 x"( 即 zz ) 的 系数 是 C3, ,在 式 中 , 令 m = j+ 1 得 


(1 十 re = 王 1+2， zx? 十 x17 (mod4). 


因此 
G3, = 2(mod4). 
淄 关 2() 是 非 负 整数 ), 且 nn 宇 3 时 , 记 
n=2+r,0<r<2. 
由 四 
(I+ x) = (1+z)2”. (+7z)2r 数 


= (1+2z2 + x )(T+Zz)2r(mod4)， 
上 式 中 x” 的 系数 ,在 左 端 是 3, ,在 上 式 的 右 端 ,注意 到 
2r <n < 2, 
因此 ,在 mod4 意义 下 ,x” 的 系数 是 2. G5,. 从 而 有 
C2, = 20C2, = 0(mod4), 
这 里 用 到 了 前 面 已 经 证 明 的 结果 : C5, 二 2(mod 4). 
由 于 当 n = 2(j 是 非 负 整 数 ) 时 ,C3, 二 2(mod4); 而 当 %n =27+ 
r(7 是 非 负 整数 ,0 < > 之 2) 时 ,G3, 三 0(mod4), 因 此 ,数列 jC3, | 7 
E NI 在 mod4 意义 下 不 是 周期 数列 ,K = 4 不 满足 题目 的 要 求 . 
下 面 讨论 & = p(p 为 奇 质数 ) 的 情况 . 
因为 户 为 奇 质数 时 , C(i = 1,2,…,p 一 1) 是 p 的 倍数 ,所 以 对 任 
意 整数 x ,都 有 
(1 + x)? 1+ .xt(modp). 
设 对 某 个 正 整 数 ,有 
(1+ x)? 二 1+ zx? (modp). 
那么 ,我 们 就 有 


(1 + 7)7 = (C(I + Ti) 


R00 





= (1+ xz )?(modp) 
= + (zr )? (modp) 


站 


pr 十 二 
二 1+x . 


由 数学 归纳 法 原理 可 知 , 对 于 任意 正 整数 x 和 任意 整数 x ,都 有 
(1+ x)? =1+ x (modp). 
利用 这 个 结论 ,对 于 7 = 1,2,…,p” 一 1, 有 
(1+xr)P = (1L+Zz)2 .+xr) 
= (1 + x? )(l + 7x)’(modp), 
可 见 , 当 2n = 加 +j(7 = 1,3,.…,p”— 1) 时 ,由 于 jj 之 nn 过 加 ,所 以 
有 C03, 三 0(modp). 
当 2n = 2p” 时 ,由 于 
(1 + x) = ((1+ zr)P )> 
= (1 + x? )?(modp) 
=1+2x + re . 


所 以 有 C3, = Cl 二 2(modp). 
因为 
[二 0(modp), 当 2n = pr” +j(j 二 1,3,…,p” 一 1) 时， 
2 12(modp), 当 2n = 2p”* 时 ， 
所 以 1C3, 1n € Ni 在 modp 意义 下 不 是 周期 数列 ,& = p(p 为 奇 质数 ) 
不 符合 题目 的 要 求 . 

剩 下 的 K 全 为 合 数 ,它们 至 少 属 于 下 面 末 种 情况 之 一， 

(1)K = 44( 正 整数 ! 之 2)， 

(2)K = Pilp 是 奇 质 数 , 正 整数 /之 2). 

如 条 数列 | C3, | n E NI 除 以 上 述 外 的 余数 ,从 某 一 项 开始 是 周期 
变化 的 ,那么 这 个 数列 除 以 4 或 p 的 余数 从 这 一 项 开始 也 是 周期 变化 
的 .但 前 面 已 证 ,这 是 不 可 能 的 . 

综 上 所 述 ,所 求 的 全 部 正 整 数 & 只 有 两 个 :1 和 2. 

8 140 a 是 (0,1) 内 一 个 实数 ,考虑 数列 jz | 4 = 0,1,2,…|， 
其 中 
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4 A . 
T0 = QTn = (arccosTn-1 + 7) “arcsinx,_1,7 二 1,2,3,… 求 
A 


证 : 当 nn 趋 于 无 限时 ,数列 {x, | = 0,1,2…| 有 一 个 极限 ,并 求 这 个 极 
限 . 
(越南 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 记 


arccosz -1 = 0,arcsinz il = 9) 


其 中 6E [0,r],pE | -六 ,下 ,|. 因 此 ,有 


. A 
cosl = Xi-! = Sing = coos( 一 9) 


ni 


注意 到 7 -9E [0,x],0 € [0,zj, 所 以 
x 
0 = 7 0P， 
即 
不 。 
arccos ,1 三 一 arcsinz,-1. 
由 上 式 及 题 设 条 件 , 有 
4 
nn 二 2 (AtcoS Tn 十 (3 一 arccosz -1)， 
即 
4 这 
Xn 二 上 一 一 arccos zh-1. (全 
x 


已 知 0 € (0,1), 设 Wr fr | 和 (0,1), 则 


0 < | arccosz -1 | < 了 
从 而 由 中 可 得 
zn € (0,1). 
因此 ,对 于 任意 非 负 整数 n ,都 有 zx, € (0,1). 
下 面 证 明 对 任意 正 整 数 x ,有 
Tn > Xl1. . © 
也 就 是 要 证 
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a 


1 一 人 arccoszx > .22-1 
A 
即 
T 
zl — zi) > arccos’ zol € N). 
利用 ArCCOSX -1 一 9, 将 上 式 化 为 


72 
本 (1 一 cosg) > HF, 


即 
sn > 人， 
从 而 只 需 证 明 
.0 ~、2 到 】 
sin -7 > 00 E (0 7 G) 


我 们 用 图 像 来 证 明 @ 式 . 作 函 数 

y = sinx,X (0, 王 ) 的 图 像 ( 如 
图 ). 连 接 这 一 段 正弦 曲线 的 两 个 端点 的 直 
线段 方程 是 


220< < 工 
A 4 


由 正弦 肾 数 的 凸 性 可 知 ,这 一 段 正弦 曲线 


在 这 一 个 直线 段 的 上 方 ,因此 , 当 z = 5 





€ (0, 王 ) 时 ,有 
sin > 2 
因此 @ 式 成 立 ,从 而 @ 式 成 立 .也 就 是 说 ,给 定数 列 是 一 个 严格 单调 递 
增 数 列 . 
再 由 x, 之 1,n € NN 即 知 , 当 正 整数 n 趋向 无 限时 ,x, 的 极限 存 
在 . 设 
lim zx, = BB,0< BL1. 
在 外 式 两 端 同 时 取 极 限 , 有 
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必 


t = arccosB,0 委 了 上 所 


代 人 前 一 式 , 得 


即 


+ _ 
由 @ 知 , 上 式 的 解 只 有 
t = 0, 
从 而 有 
B= cost = 1. 
故 所 求 的 极限 为 1. 
8. 141 数列 ia, | n € N| 由 下 述 公式 定义 :al = 1994， 


2 


这 里 [a ] 是 不 超过 a, 的 最 大 整数 . 
(1) 求证 :ai < 1. 
(2) 求证 :这 个 数列 是 收敛 的 ,并 找 出 它 的 极限 . 
(3) 求 最 小 的 正 整数 KK ,使 得 ae < 1. 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[ 解 ] (1) 显然 ,a, > 0(n € N). 利 用 [a,j > a,_1, 得 


ntnN. 


0 a2 
Qnt1 7 3 J +21 ~ 20a -1) +21 
a? a 
20 +119 ~ 21 
因此 ,我 们 有 
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1 1 
Ql1l < Qai0 < “< p11°! 


22 
即 a12 << . 1994 < 1. 
(2) 因为 


1 
0< ay 区 二 5 


an 


1 


l 
Or1< 到 or 人 和 19 





lim 一 yn = 0， 


所 以 lim av = 一 0. 
即 数列 |a, 上 收敛, 且 极 限 为 0. 
(3) 为 使 Qnt+l < s, 只 需 





— Vs+l9s<a<s+Vs+19s, 
注意 到 ss 一 Vs*+ 19s < 之 0,a, > 0, 因 此 只 需 
0<a<s+vVs+19s. 


当 s 衬 3 时 ,我 们 有 
(s*+19s)— (s+5)>0, 


s+ Vsi+19s >2s+5. 
因此 , 当 3 时 , 若 a<2s+5S, 则 ac 过 s. 
我 们 令 2s + 5 = +,s = .这 样 ,上 述 结论 可 以 叙述 为 ， 
5 


当 之 11 ,ay < 上 时， 必 有 aw < 一 一 2 


运用 这 个 结论 不 难 依次 得 到 : 
ul 一 1994 ， a2 < 999 ， a3 < 499， 
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a4 < 245, as < 120， a¢ < 58, 
a7 < 27,， as < 11, ag < 3. 


于 是 ,我 们 有 
2 
on < ri 1 1 
下 面 我 们 证 明 ace > 1. 
由 a, 宇 La,] 得 


2 





Qn+tl > 7 EN. 
因此 ,要 使 dy+l1 > s ,只 需 
a 
3a +21 > 
即 a — 2sa, ~ 21s > 0. 


a, > s+ Vs +21s. 


注意 到 ”s+21s < 之 (s+11)*, 因 此 我 们 有 如 下 结论 :车 a, > 2s +11， 








则 antl > 8. 
人 + .这 样 ,上 述 结论 又 可 以 叙述 为 
若 w > : 则 ai > 


运用 这 个 结论 ,我 们 不 难 依 次 得 到 : 
21 = 1994,a，> 991,a; > 490， 
ud > 239,as > 114,as > 91 ， 











U7 > 20. 
考虑 (0,co) 上 的 函数 
fx) = 2x+21 
若 z>y>0, 则 
, x y 
fr) f(y) = 2r +21 2y+21 


1 


2 
= Gr Dy Tat 2 + 2 y (2x +21)] 
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A 


Ty 
= 7 Ov T+ 2+ 2 


> 0. 
可 见 , f(x) 在 (0,ee) 上 是 一 个 严格 单调 递增 函数 . 
由 f(z) 的 这 个 性 质 , 我 们 得 
a9 202 
a 12 2 20721 > 
2 2 


8 6 ~、] 
2as +21 ”2.6+21” 


综 上 所 述 ,可 知 :所 求 的 使 w < 1 的 最 小 的 正 整 数 & = 10. 


ao 之 


8. 142 (1) 求 证 :方程 x+xz2+z= a 对 于 每 个 实数 a ,只 有 一 


个 实数 解 . 
(2) 实数 列 |z, | n € Nj 满足 
Tht1 + Thr1 + Trl = Xn; 有 x1 > 0. 
求证 :这 个 数列 收敛 ,并 求 其 极限 . 
(保加利亚 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] (1) 令 
f(x) = Xi+x +xrx-a. 


对 于 x > y, 有 


f(z) f(y) = (r+tr+tr-a)- (yyB+y+y-a) 
= (xz —y)+(z ~-y)+(r-y) 
= (xz—-y)(rz+rxy+y +r+y+1) 
= (zy (rt+y)+(r+y)+1— xy). 
知 x 宇 0,y 世 0, 则 
(z+ y+(r+y)+l1l- ry 
2 
= | (z+y) + | + 了 ->0 
因此 ,此 时 有 f(xz)- f(y)>0. 
着 x>>y 之 0, 则 
rz +rxy+yt+rt+yt+1>0, 
因此 ,此 时 也 有 f(x) f(y) > 0. 
若 0 之 x > y, 则 令 x =-y,y= 一 x ,可 得 
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>y 之 0， 
且 (z+y) +(rt+y)+ti- ry 
一 (x +y) (x +y)+t+1l- ry 
~ ty |+ ty + 


2 
= i + y)*— zy |+ 于 | (z +y)— 了 | 十 5 
> 0. 
因此 ,此 时 仍 有 f(x)- f(y) > 0. 
综 上 所 述 ,可 知 f(xz) 是 一 个 严格 单调 递增 函数 , - co < z< ce， 
又 因为 


lim f(x) 二 一 cs lim f(z) = co 
所 以 , 对 于 给 定 的 实数 a, f(x) = 0 有 县 只 有 一 个 实数 解 , 即 方程 入 
XY+ Xx 十 X= 二 a 有 且 只 有 一 个 实数 解 . 芭 间 
(2) 先 证 明 :对 任意 正 整数 2,z，> 0. 
用 数学 归纳 法 . 


nn 二 1 时 ,由 题 设 zi > 0. 
设 zt > 0. 于 是 对 于 函数 


“十 工 一 2 


g(x) = 十 并 
我 们 有 
g(0) =- x < 0,g(r) = xi+ ri>0 
由 前 面 的 证 明 已 经 知道 ,g(z) 在 (- ce ,ce) 上 是 一 个 严格 单调 递增 范 
数 , 因 此 ,在 (0,zi) 上 方程 g(z) = 0 有 且 只 有 一 个 实数 解 .由 题 设 ,这 
个 实数 解 就 是 zk+1. 
因此 0<zx< ox. 
综 上 所 述 , 对 于 任意 正 整 数 ,都 有 zx, > 0. 并 且 数 列 | zx 上 是 一 个 
严格 单调 递 降 的 正 实数 列 , 从 而 该 数列 一 定 收敛 . 
设 limxz,= 4. 由 于 x > 0, 因 此 4 之 0, 在 等 式 


3 2 、_ 
六 n+] + 请 十 ] 十 Xnt+l] 一 Xn; 


两 端 取 极限 (n -> 0) ,得 
A3 二 A 十 入 二 和 A， 
A*(A+1)=0. 
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Sw 潭 六 


因为 4 宇 0, 所 以 A+ 1 > 0. 于 是 ,我 们 有 
A=0. 

即 数 列 |x, | 的 极限 为 零 . 

8 …143 ”无穷 数列 zx, 由 以 下 法 则 定义 : 

ra = |1-11-2m1| ,而 0 委 x 委 1 

(1) 证 明 : 仅 当 zi 是 有 理 数 时 ,数列 自 某 一 项 开始 成 为 周期 数列 . 

(2) 存在 多 少 个 不 同 的 zi 值 ,使 得 数列 自 某 项 之 后 以 工 为 周期 
(对 于 每 个 本 = 2,3,…)? 

(第 57 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1995 年 ) 
[ 解 ] (1) 由 已 知 可 得 


2z,; 略 0 考 ， < 1 
2 
Xntl 一 1 (D 
2 -27 者 7 信人 生 1 


车 zi 为 有 理 数 ,可 设 zx， = 全 (29g]) = 1,pcE NE N. 注 意 


到 ,对 所 有 的 ,显然 都 有 0x, 之 1 且 z = 名 , 放 E 101 9 
因此 ,一 定 存在 al ,zz 且 ni < 7 ,使 得 
pn, = pr,, 
从 而 有 Tn = Ti， 
于 是 ,由 可知, {x,| 自 第 ni 项 之 后 呈 周 期 变化 . 


反 过 来 , 若 数列 自 第 | 项 之 后 呈 周 期 变化 ,并 且 周 期 为 全. 我 们 将 
用 二 进 制 表示 , 记 


= >, . 2 尼 *, 其 中 a, € 10,1}. 


再 记 
a 一 1 一 cx: 玉生 N. 
于 是 ,由 人 D 式 可 得 


一 中 

Par 2 , 若 al = 0; 
天 二 | 

n+l 


Dyan ” 2 一 , 若 al 一 工 . 
k=1 
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Xn +2 


(2 “2 下, 若 al + a2 三 0(mod2); 
下 二 


Dj a * 2*, 若 Ql 十 &2 三 1(mod2). 
=1 
由 数学 归纳 法 易 得 

eM “2, 阁 alft az+*…+ ar 三 0Q(mod2); 
Xn +T 一 _ 


Zant “2%, 若 al+ a2 + + ar 三 1(mod2). 
t=1 


由 于 Xn +T 一 Tn 
因此 , 当 a1+ as+… + ar 三 0(mod2) 时 ,立即 可 得 a = Qp+T, 
kEN, 
从 而 表明 x 是 二 进 制 循环 小 数 , 故 为 有 理 数 . 
当 ai+az+…+aTs 王 10mod2) 时 ,由 


Xn +T 二 Tn 


得 Qk = Qa+T = 1 ~ atyT， EN， 
QT = At2T = 1— apr, KEN. 

于 是 ,我 们 有 

a = 1 antT=1~ (1l~- aT) = oar sk EN 
因此 ,x 也 是 有 理 数 . 

出 中 知 ,zz 是 由 Z1 经 ni 1 步 有 理 运 算得 出 的 ,所 以 | 也 必 为 
有 理 数 . 

(2) 如 果 分 别 取 

zi = (0.1100) zx = (0.11.…10).», @ 

MT 

那么 ,相应 的 和 x,| 分 别 以 荆 = 2 和 荆 = m,m 实 3 为 周期 . 

如 果 zi 的 取 值 等 于 @ 中 x 取 值 的 2 ,kh € N, 那 么 对 应 的 数列 


{ zu 上 | 自 某 项 之 后 的 周期 工 不 变 .因此 ,对 每 个 下 = 2,3,… 都 有 无 穷 多 
个 zl, 使 得 数列 jz, | 自 革 项 之 后 以 了 为 周期 . 
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第 S$ 节 数列 不 等 式 


代 
8 .144 已 知 a1,as,a;3,… 是 两 两 互 不 相同 的 自然 数列 .求证 : 
对 任何 正 整 数 n 有 
型 a 于 1 
> 


(第 20 届 国际 数学 奥 林 匹 元 ,1978 年 ) 
[证 1] 由 于 al,a;,…,an 是 两 两 互 不 相同 的 自然 数列 ,所 以 


al 之 1,ail+a 之 1+2a1+az 二 十 Qi 之 1 十 2 十 … 十 和 天. 


从 而 





n —k -1 -2 一 上 
S12 -和 -2 1》 二 一 
fi kk 1 22 3 kk 


ta +t) sak 
22 pe k2 
(teta) +t2+3) sa-k 
3 fk? 








之 





> 
>…> 二 (>w- Dk)>0, 
k” “ol k=1 


"ak | 
即 二 之 = 
[证 2] 设 51,62,… ,bs 是 a1,a>,…a 的 一 个 排列 使 得 bi< D> 
< … < 之 6. 由 于 61,6>,…,b, 都 是 自然 数 , 则 
bk,k = 1,2,.…,n. 


由 排序 不 等 式 得 
SE 
Ek Ek 名” 各 


8 * 145 设 数列 dO dl "yn 满足 cn 一 本 


1 
Qag+1 = Qk 十 ak,k = 0,1,…,n—1. 
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求证 :1- 一 < w < 1 
(芬兰 英国、 匈牙利 、 瑞 典 四 国 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 上 由 归纳 法 易 知 
0<a<a 人 < a < < an. 
对 于 0 委 R 科 1- 1, 由 于 



































1 1 1 
所 以 一 < + 一 ， 
他 ds+1l 好 
由 此 可 得 
工 、 1 _1 1 1-1 
7 | 77 dy —2 n dn 
即 an 1. 
为 一 方面 ,由 递 推 关 系 可 得 
Mt 入 -Te a _ a 1l) 0 
nil nn n(n+1) n n(n+1) ， 
从 而 
a = lt )>al1+ 和 
于 是 有 
1 1 
-一 一 R=0,1,2,.…,n-1 
k+l uk nt1 
由 此 可 得 
1 .1 1 1 ma n n+2 
a ~ a n+1™ ag n+l1 n+1 n+tl 
1 1 
1- -一 
1 an > 42 “+ >1 
综 上 可 得 


1 
li— <a<l1. 
72 


3 
8.146 设 z, = V2+ V3+…++ n,n 二 2,3,… 求证: 


9 


入 


列 
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1 
X41 ~ Ty < 1 = 2,3,." 
(第 26 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1985 年 ) 
[证 ]】 对 于 2 过 有 之 nn, 令 


、 E+i = = 

a = VE+t+ VkR+t1+t+ Vnt+" Vntl, 
* kri = 

b= Vk+ Vk+1l+%…+h, 


ck = a + a bt +t od + 


显然 Tntl 一 4d2s Xn 一 0 , 且 


a 


dU3 一 b; 
Tntl Tn Tm 
7b 
C2C3 C2C3 Cr 
_ "/n+l 
C2C3 CH ” 


1 1 
由 于 as > kx ,Bb > 有 ,所 以 
去 一 ] 
cf > 圳 下 ,有 = 2,3,..,n. 





由 此 可 得 
+1 对 十 
WwW 让 十 于 ] 
rr < < 一 一 
ni! n"-l nl! n" 
当 nn > 2 时 ,由 
1 十 1] 2n 
并 一 上 < 2 < 上， 
立即 可 得 


当 n = 2 时 ,经 直接 计算 易 得 


3 
nn- Vi 
V2+¥3+V 7 


8. 147 ” 设 下 实数 列 1a,1 满足 
al 之 l, arti agk 之 1,k 一 1 2;3，… 
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求证 :对 于 所 有 自然 数 x 有 


再 


| 
Dj aimat! < 1987. 


| (第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[证 ] 由 于 a kk = 1,2,3,.… 
所 以 只 需 证 对 所 有 自然 数 zz 有 


中 1 
> -mk + 1)! < 1987. ® 
多 二 1 


任 取 自然 数 , 记 a = (人 + 1)B57,8 = T9657 则 
1 = (k+1)-k = el — p17 
一 (a B) Cal 十 al S38+ “十 B18% ) 


第 
< 1987(a - B)al’% = 1987[ (k + 1)1987 — RTS57 ](k + 1)! 1087. A 
由 此 可 得 教 章 


i 1 1 
k 9857(k+1) i < 1987[k i987 — (k++ 1) 18]. 


nn 1 [i 1 1 
于 是 有 Dk-i8(k+1)! < > 1987[k-1987 - (k + 1)- 857] 
k=1 k= 1 


! 
= 1987(1— (n+ 1) 1987 )< 1987. 


-1+2 
8.148 设 xo = 10,x, = 2 ,nn = 1,2,3,… 求证 : 
n—i 





0< ry -v2 < 10°. 


(第 16 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 易 证 
x > V2,n = 0,12,… QD 
由 递 推 公式 可 得 


2 | +2 
0o<mm -= -二 (VET-A/-2 | 


] 
一 3 (Tn 和 V2)2. 
nl 





再 由 中 得 


1 
0 < rz -vv2 < -一 (z -jn = 1,2,3,… © 
z 2V3 
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注意 到 0 < 一 一 -2 < 1, 可 得 男 一 种 估计 


六 一 


代 
数 0 < zx, 4 < (re — 2),n = 1,2,3,… 3) 
人 @ 可 递 推 得 

0< zm- 而 < 训 < 中 


由 于 10? < 23 ,所 以 
0< zi0-v2<1| 
利用 @ 递 推 得 


+2 
0< z36 一 V2 < 了 (za - /2)? < (二) (x34 — V2)4 


1 人 


< 人 < (= (x30 ~ V2)， 


63 
即 本 - 


63 
; 了 < 10-9, 从 而 要 证 之 不 等 式 成 立 . 


。]149 已 给 严格 递增 的 无 界 正 数列 ai ,az,… 求证 : 
1 存在 自然 数 ko 使 得 对 于 一 切 & 宇 ko 有 


2 








二 + 了 + 二 <k-—1. 
C2 U3 Up+l 

(2) 当下 充分 大 时 有 
tt < -1985. 
42 U3 CR+1 


(第 19 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
2 


[证 ] 记 5 = 一 tt + ,可 以 证 明 任 给 M > 0, 存 在 自 
2 E+1] 


3 
然 数 ko ,使 得 当 之 ko 时 有 : 
S <k—-M. OD 
由 此 立即 可 得 (1),(2) 都 成 立 . 
事实 上 ,由 于 QI Hd2 递增 ,所 以 
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Ci+l Qi Ci 
k-s= > 一 一 一 一 “> 二 ou- =1- 


=1 Ci+l QT 
又 a1,a2，,… 无 界 , 从 而 一 上 + ook %). 由 此 可 知 存在 使 得 当 
之 ki 时 ,一 < 二 .于 是 有 
CH+1 2 

mw < 上 一 了 ,对 于 任意 之 如 2 
记 zi = Qk +1» 02 一 ak +2 则 jb41 也 是 递增 无 界 的 正 数 列 ,由 G@) 可 知 
存在 &, 使 得 

Db 

十 D + + < 一 ,对 于 任意 之，， 

即 ss 人 上 一 1, 对 于 任意 上 之 kl+ ko . 第 
以 此 类 推 易 知 中 成 立 . 入 


8 . 150 ”已 知 一 个 无 穷 实数 列 a1,az,a3… 以 100 为 周期 ,而 且 当 。 | 闫 宇 
n 为 奇数 时 al + az + … + an 之 0, 当 ?为 偶数 时 al + az + … + a, 魏 
0. 求 证 : | a | 实 | alon |1. 

(第 32 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1969 年 ) 

[证 ] 首先 可 以 证 明 a) +az+…+aio=0. 事 实 上 , 若 al+a， 
+ 一 十 ai00 = 二 一 之 0, 则 对 任何 目 然 数 和 NN 有 CI 十 &2 二 二 CI00NV+1 
= 4 一 人 6. 
当 入 足够 大 时 与 al + a2+ :+ Qio0N+l 宇 0 予 盾 ! 其 次 由 alt a+ 
+ ag 委 0 和 aj+az+…+ag 守 0 可 知 ag 衬 0, 久 al+a2+ 十， 
ai00 = 0, 从 而 ciog 科 0,ao +aioo 之 0, 即 


| ao9 | 三 agg 之 一 di00 二 | ai%w | . 
8 . 151 充 正 数列 a1 ,03,43,… ` 满足 Ql 之 QQ2 之 之 a 之 al 
= = 是 正 整数 ) 且 
ai+a+…+a++… 和 一 1 


求证 :从 此 数列 中 必 可 选 出 个 数 , 使 得 它们 中 最 小 的 大 于 最 大 者 的 一 
半 . 
(第 22 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[证 ] 反 设 要 证 之 结论 不 成 立 , 则 
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1 1 Q1 
ak 过 2 44190421 二 2 < 了 4421 9 "dk+n(k+t+l) < Fntl? 
由 此 得 ”Sj = ai+t+art axlit + aptnk-D) + "2al. 


再 由 数列 的 非 增 性 可 知 


52 = a2+ aprt t+ Q2 t+ Aprn(k- D+ t “S22al, 


9 站 六 


$k-1 = pt + QR-2 十 十 CEA-D+E-2 十 六 241 
k—l1 


于 是 yi +s+…+sS 1 委 2( -1)al 一 < ] ， 


与 Si 十 52 十 和 … + SS 二 Cl+az 十 十 ay 十 … 一 1 逆 盾 ! 

8 . 152 “学校 数学 小 组 的 同学 做 成 一 种 计算 器 , 按 下 计算 器 按钮 
后 可 将 四 数组 (a,b,c,d) 变 成 (ae -8,p8-cc-dd-a). 求 证 :如 果 
开始 的 四 数组 的 数 不 全 相等 ,那么 按 有 限 次 按钮 后 得 到 的 四 数组 的 数 
总 至 少 有 一 个 大 于 1985. 

(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 

[证 ] 设 开 始 的 四 数组 是 (a ,5,c,q), 按 n 次 按钮 后 得 到 的 四 数 

组 是 (a, ,5b; ,c,d,). 显 然 


an + b+ c+ d, = 0, 对 于 任意 nn 宇 1. ©- 
记 s = ads+b+c+d, 由 a,b,c,d 不 全 相等 可 知 s| > 0, 当 n> 
1 时， 
sn = (ar ~ ba) + (Bi — Cai) + (01 ~ di-1) + (di — 
Q 1) 


= 2(a5-1+ 的 -1f c++ Cr -2(0 -16,1 + Oicn-i + 
cd 1 + d,_1a,_1). 

又 0=(c thotottd,) = CC 十 于 c2 十 ci 十 
2(a-1p -1 十 an-icni + aid i + Co-1cn-l + bs-idn-1 十 
Cn-1dn-1), 

所 以 ww = att b+ cht de) + 2ar ic 1t25 dl 
2(as1 + b+ esi+ ds) = 28,1. 

于 是 5 之 2” 1s1, 对 于 任意 nn 之 1. 

由 此 可 得 存在 自然 数 zo ,使 得 当 )， no 时 ， 
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s, > 36 x 1985*, 
所 以 当 ? 之 no 时 
(a, +1 Bb, 1I+ic [+l d, I vs, > 6 x 1985. 
由 @ 可知,a, ,5,; ,c,d; 中 的 正 数 和 > 3 x 1985, 又 a, ,b,cn,dn 中 至 
多 有 三 个 正 数 ,从 而 至 少 有 一 个 大 于 1985. 
8. 153 ” 设 xi,zrz,z3，… 是 递减 的 正 数 列 且 对 任意 自然 数 ”都 





有 
4 29 Ti 
Tt 1. 
求证 :对 任意 自然 数 ”都 有 
十 “2 二 3 十 ***， 十 Tn < 3 
“1 2 - 3 nn l 第 
(第 13 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 上 
[证 ] 由 于 x,,x2,x3,… 是 递减 的 正 数列 ,所 以 对 任意 自然 数 上 | 列 
有 
2 2 2 2 - 
Te Xt TR+H)*-1 Xp Zp” 
pi rl tle 


任 取 自然 数 ，, 则 存在 自然 数 & 使 得 
kk+1)-1. 
从 而 


XT? Tn Ta Tp 
+ 一 十 …… 二 一 一 二 …+ 一 | 过 3. 
Tt1+ > < 3( 本 + + 全 |<3 


8. 154 ”给 定 正 整数 a0,al,a2,… ,ao9,aio 满足 

a > aoan = da ~ 2a 2 = 2,3,.… ,100. 
求证 :aio > 22. 

(第 2 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 由 假设 可 知 z 
dn — an-l = 2(an1 ~ 2) ,7 = 2,3,.%,100, 

所 以 aio = aw + 22 (a ~ ao0) 
由 于 cai, ao 为 正 整数 且 al > ao, 从 而 ai - a0o 宇 1, 又 ao 也 是 正 整 数 ， 
所 以 


O00 > 22. 
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8. 155 ” 设 实 数 a0,al,… ,a, 满足 
an 三 =0a -2a +a 之 0,R = 1,2,.…,n-l1. 
求证 :ao 委 0,& = 0,1,2，……,7 
(第 2 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 当 & = 0 时 ,要 证 之 不 等 式 显然 成 立 . 设 对 于 茶 
个 0 委 & 委 -2 有 你 委 0. 由 题 设 条 件 可 知 
Qk+2 一 Qkp+l 之 CE 一 A 2 dk+1) 
所 以 Qkp+2 之 ap+1- : 
硅 有 =72-2, 则 as = a = 0. 由 此 可 推出 a 声 0. 否 则 kk 之 一 
2, 上 由利 用 题 设 的 递 推 不 等 式 可 得 
Qkt3 一 Qk+2 之 CA+2 一 Qk+l 之 Qk+l) 
六 ak 之 2atrlb 所 以 ”ai3 之 3ap41. 以 此 类 推 ,最 后 用 a, = 0 的 条 
件 同 样 可 得 ws 委 0. 以 上 证 明 加 上 a,, = 0 说 明 要 证 的 不 等 式 成 立 . 
8. 156 设 数列 a ,a;,a3,… 满足 


党 


dl 一 1 , a， = Qn-1 十 3 一 2 3， 
2 一 | 


求证 :aioo > 14. 
(第 2 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 显然 cl ,a;,a;3,… 都 是 正 数目 


az = Q2 1 十 2 十 





7 这 a2 1 二 2,7 = 2,3,.… 


dnl 
由 此 递 推 可 得 aiw > ad + 2 x99 = 199, 
所 以 109 > v199 > 14. 


8 。 157 已 知 实数 CQ2， ”CD 满足 
al = 0， [lasl=|la1+t+li,k = 2,3,..…,n. 
求证 :一 (al + ca2 十 …… 十 Gy) 之 一 . 
(第 2 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 由 假设 可 知 


ak 一 at_l 十 2Qk-1 十 1,k 一 2,3,."*,n. 


. 对 n nH 
3 
于 是 Da? = Dat +2> a + 一 1 
上 二 2 叫 二 这 中 二 了 
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由 于 Ul 一 0, 所 以 


1 
2> at = as+1-—n. 
k=]1 
1 1 2 1 1 
一 .. 一 一 全 -二 
由 此 即 得 al a2, + + a,) 5 Can 十 |) 7 之 一 了 
8 . 158 ” 设 无 穷 数 列 | zx, 上 | 满足 


XD 一 1,0 < n+l Xn 二 0,1,2,: 。 
(1) 求证 :存在 n 之 1 使 得 











Z0 xf 
十 一 之 3.999. 
Xl 人 *2 
(2) 向 造 一 个 满足 假设 架 件 的 数列 使 得 对 任何 n 之 1 有 
2 2 2 
4 入 
之 1 不 2 A 教 章 
(第 23 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 列 
: 、 zf zf Xl 
[ 解 ] (1) 记 5s, = 一 + 一 十 … 十 ,由 于 1xi 是 不 增 正 数列 ， 
丸 ] 之 了 之 1 
所 以 
7x6 zi1 | 
9 = 一 十 一 之 2x0 -一 之 2x0 = 2， 
T1 2 X2 
2 2 2 2 
S33=+ 汪 + 汪 之 之 +27 > 一 +2 
t] 7T2 AX3 人 +l] 3 1 
1 1 
之 2 .22x70 = 2 二 2 ， 
zf zt zé 1 1,14 
9 之 一 + 一 +2zr 之 一 十 212 x > 21+214 xo. 
tl 二 了 本 | 
依 此 类 推 易 知 
1+ 二 44+ 一 l 1+3+- +— 
人 之 2 2 27-2X0 二 一 2 27-2 。 
1 1 1 
由 于 lim 1+ 卫 + 本 +…+ 宫 二 j=2, 所 以 存在 自然 数 加 使 得 当 


>no 时 S > 3.999. 


1 i 
《2) 取 ro = 1,x, = (了 ,7 二 2;3,… 则 si =2, 当 )> 工 时 ， 
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1 ] 
w+ < 4. 





代 8 . 159 ” 设 数列 |a,| 满足 
1 = a ao OD 
N\ Qk-1 1 
志 pb, 一 (1 -2 天 一 1 ,2,3,.…: 人 


求证 :(1)0 委 六 < 2,m2 = 1,2,3,… 
(2) 对 于 任意 实数 c E [0,2) ,存在 满足 Q 的 数列 fa, | ,使 得 由 @ 
定义 的 数列 i651 中 有 无 穷 多 个 下 标 nn 使 6b > cc. 
(第 12 届 国际 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] (1) 由 人 可 知 对 任何 &E N 有 

















0< (1- 生 ， lO (Vat Vo)(Var— var) 
ok V ak ak Vak 
< Vs + 2 | ___l ) 
V QAR-1 V Up-l V ag 
2 i 1 1 
所 0<a<22( 一 -天 )=2 人 (1- 
2 V Uk-l Vak “ Va， <“ 


(2) 任 取 0< <1, 则 a, = gm = 0,1,2， 下- 自 罗 得 
b, = g(t+ gqg)(1— gq"). 
显然 limb, = g(1 + 9g). 对 任何 cc € 10,2), 取 9 满足 


< g<1, 则 0<g<1 且 gq(1+4) >c. 于 是 相 


应 之 16,1 满足 im > c, 所 以 存在 no € N 使 得 当 n > no 时 b> ec. 
8. 160 设 数列 x,} 和 | y,| 满足 
Z0 三 1,xz = 1 = TX, + rn = 1,2,3,.° 
0 = ,y= 7 Yt = yr +t By n = 1,2,3,°: 
求证 :对 任何 正 整 数 m,n 都 有 x,, 关 多. 
(第 2 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 易 知 对 mw = 0,1,2,3,… 有 


1 
ry = 2 + (~ 1)"), 
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y; = 2°:3”7— (~ 1)”. 
如 果 存 在 正 整 数 m,n ,使 得 zx,, = y,, 则 
本 Go 十 《一 1)™) = 2.3 (— 1)”, 


即 2.3"1 2mtl = 3.(-1)"+(- 1)™. 中 
当 产 , 寺 同 奇偶 时 ,显然 413.:(-12"+(-1”, 但 是 4 下 2 3 和 1 一 2 ， 
与 外 矛盾 .因此 m,n 的 奇偶 性 必 不 相同 . 
若 n 为 偶数 ,m 为 奇数 ,由 @ 可 得 
3"+1 2m = |， 
于 是 — 1 — 2” 二 1(mod 4). 
由 此 可 得 mw = 1, 由 '3""! = 3 可 得 2 = 0, 与 2 为 正 束 数 矛 盾 ! 
车 n 为 奇数 ,nm 为 偶数 , 则 由 @ 可 得 第 
3 一 2 =—1, 
从 而 1 二- 1(mod 4)， 列 三 
也 引出 矛盾 ! 
综 上 所 述 可 知 要 证 之 结论 成 立 . 
8。161 设 jacl,k = 1,2… 是 一 非 负 实数 列 ,满足 


Qk ~ Zaptl + apt2 之 0， 
[3 
及 Da Lk = 1,2,. 
二] 
求证 :对 任何 自然 数 上 有 


2 
0 委 do 一 ak+l 挟 2 


(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 首先 证 0 才 aj - at . 设 存 在 自然 数 上 ,使 得 ww - at < 之 0， 
则 由 假设 可 得 


atj1 — ak+2 SE ak 一 al< 0. 


依 此 类 推 可 知 数列 自 第 上 项 开始 严格 递增 ,从 而 当 n 一 + cg 时 ,> ai 


一 ”十 oo ,与 假设 矛盾 . 
今 b, 一 Qk 一 ak, 则 对 任何 &, 六 之 0 且 
b, 之 btl. 
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由 此 可 得 
久 > i > ib, = > ia;— 2 iait 








代 i=1 i=1 i=1 = 
数 k k+l 
类 = > ia; 一 (i — 1)a; = > 一 Rak+i 
i:=1 5 一 了 
大 
< >,o 扫 1， 
i=| 
: k(k+l 
又 >)i = (k+l) 
ey 2 
z 2 2 
， < 一 . 
所 以 hii) < 
8 162 ”已 知 数列 ia,| 满足 


1  - (入 一 - ... 
al 一 7 An 一 D 7 好 -13 提 一 2,3,4， 





求证 :对 任何 自然 数 > 有 Da < 1 


(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ， 1988 年 ) 
[证 ] 由 假设 可 得 
3ar-1 = 2(kar-1 — kar),k = 2,3,4,.". 


n+l 天 十 上 六 十 ] 


于 是 3 yoi- 1 一 = 2 2 ha- 1 -2 kays 
= 2 9k + 1)ax 一 2 > has - 2(n + 1) a 


= 241 十 2 Da — 2(n + 1)anrl. 
由 此 可 得 
Da, = 2al ~ 2(n+1)antl 1. 
8.163 设 a= [V(rn-1)+n],n = 1,2,3,… 其 中 [x] 
表示 不 超过 x 的 最 大 整数 .求证 : 
(i) 有 无 穷 多 个 正 整数 mm ,使 得 cr - aw > 1. 


(ii) 有 无 穷 多 个 正 整 数 m ,使 得 ci -a = 1. 
(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 
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[证 ] 显然 对 任意 自然 数 n 有 
V2n -3< [Vn -1)] < a,ly2n] < Yn. Q 
由 此 可 得 
n+ (nt+1) ~ (no-1) -n= 4n>2a,+1. 
于 是 有 al = [Vn +(n+1)] 守 [Va +4n] 
>[Vas+2a,+1]= a+1， 
邯 al 之 ay 十 7 三 1 2,3,… © 
车 (i) 不 成 立 , 由 @ 可 知 存 在 自然 数 NN ,使 得 
a4+1 一 Qk 二 1, 对 于 任意 上 宇和 NN. 
由 此 可 得 av = av + k,k = 0,1,2,3,"… 


再 由 GD 得 到 对 任何 非 负 整数 上 有 
V2(N+k)-3<avt+k, 入 
即 (WY2-DE<av+3~-Y2N. Q) 数 训 


由 于 六 是 固定 数 ,显然 当 有 足够 大 时 ,@@ 不 成 立 ,引出 矛盾 .于 是 (i) 成 
让 . 
若 (ii) 不 成 立 , 由 @ 可 知 存 在 N ,使 得 
人 TEL Qk 之 2 ,对 于 任意 k 之 N, 
由 此 得 av 宕 av +2k,k = 0,1,2,3,…: 
再 由 个 得 an +2k < VN + 有),， 
即 对 任何 非 负 整数 上 有 
(2 — Yk < YN ~ ayv. @ 
从 @ 引出 矛盾 ,从 而 (ii) 也 成 立 . 
8 .164 ” 设 正 数列 |a,| 满足 对 任何 自然 数 有 ,n,m,1 ,只 要 + 
= 7 十 ,就 有 


ak 十 Hn Un + Ql 





1+am, 1+ CC 
求证 :存在 正 数 5 和 c ,使 得 对 任何 n 都 有 5 过 a, 所 <. 
(前 苏联 教育 部 推荐 试题 ,1990 年 ) 
[证 ] 对 于 nn 实 2, 令 
Q1 十 Qn-l 


天 


[十 Qian 
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a -| 则 由 ft 信 Qiy tal 太 - < 妇 1 可 得 


QI 十 Qnr-li 之 1+ aita,_1, Eh 





i 记 t = min 


ul + Un—l 
A, 二 一 一 一 一 之. 
1 十 ardn-i 
由 假设 可 知 对 于 任何 nn 宇 1 有 
al + dd2n-l Un + Un 
= 一 一 一" = 
A 1l + ara2n-l 1 + a 
即 ia 一 2a, +zL 委 0. 
再 由 0< zx 和 过 1 可 得 对 任何 2 有 
ba, Se, 


其 6- Le + 


8. 165 已 知 自然 数 序列 和, 满足 
X11 = ayT2 = Ob,Tnt2 一 十 Tri 一 1123 
如 果 序 列 中 某 项 为 1000 ,试问 a + 2 的 最 小 可 能 值 是 多 少 ? 
(前 苏联 教育 部 推荐 试题 ,1990 年 ) 


让 





[ 解 ] 取 数 列 | ,上 满足 : 

ti = 1,1t2 = 0,112 = t+ tsn = 1,2,3,. 
容易 证 明 对 任意 自然 数 n 有 

Xn = ta + t+1b-. 
数列 fz, 小 于 1000 的 项 为 1,0,1,1,2,3,5,8,13,2],34,55,89,144， 
233,377,610,987. 易 证 方程 

610a + 9876 = 1000,377a + 6102 = 1000， 

233a + 3778 = 1000, 144a + 2336 = 1000, 
都 无 正 整数 解 . 而 方程 89a + 1440 = 1000 具 有 惟一 的 正 整数 解 w = 8， 
b = 2. 由 于 89 = 113, 所 以 当 且 仅 当 nn 二 13 时 ,方程 ta + zw1b5 = 1000 
才 可 能 有 正 整 数 解 a,65. 若 有 自然 数 之 13 和 自然 数 a ,6b' 满足 

ra + tirib’ = 1000. 
当 1 委 & 委 3 时 ,显然 有 a + 5b 守 1000, 当 3< 之 上 < 13 时 ,由 自 第 三 
项 开始 数列 jz 的 严格 单 增 性 可 知 

tarila +6) > ta + hb = 1000 = 8113 + 2114 
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> 10113 之 1 如 +b， 
所 以 a + 6 > 10. 于 是 所 求 xc + 的 最 小 值 是 10. 
8 . 166 “ 设 实 数列 al yaz,a3，… 满足 :对 任何 自然 数 上 有 
ka.+ 1 
ka . 
求证 :数列 | a, 中 有 无 穷 多 项 为 正 , 亦 有 无 穷 多 项 为 负 ， 
(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 


[证 ] 如 果 w = 0, 则 ou = 二 .于 是 只 需 证 :对 于 任意 自然 数 


N,avsyav+isaN+2，"… 既 不 可 能 全 为 非 正 ,也 不 可 能 全 为 非 负 . 
设 存在 自然 数 N 使 得 
a; 过 0, 对 于 任意 上 之 NN. 





CR+L 一 























kar+ 1 ax +1 
由 于 dp+l 一 = w+ 一 一 ， (DD 
ka k— a 
2 
as 十 | i 、 
> 
1 
drt+l > up 十 -对 于 任意 k 之 入 . 
由 此 可 得 ,对 任意 自然 数 m 有 
> PE +- 
aNt+m FAN N+1 N+2 N+m 
1 1 2 1 
由 于 NT3+NT4>N+47>N+2， 
1 1 1 1 4 [1 














NSNIiCtNIi7* Ni8g > N18” N+2 


[| 


所 以 车 mr 宇 21, 则 








dN+m CN N+ 2 


于 是 只 要 mm 足够 大 就 有 av+w > 0, 与 假设 矛盾 ! 
设 存在 自然 数 N 使 得 
ak 尝 0, 对 于 任意 上 之 NN， 
从 而 0 过 at < 上 .再 由 可 得 ,对 任意 上 之 N 有 
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Qk+1 之 Qk Tp 





大 | 于 是 数列 | as 上 严格 单 增 且 无 上 界 , 引 出 下 证 ! 
8.167 设 a=1 且 
Aa, 二 二 -1 十 ! ,其 中 nn = 2,3,…10. 
2 Qn—l 


求证 :0 < dl0 一 2 < 10-370. 
(第 49 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 显然 有 a, > 0,n = 1,2,…,10, 从 而 











a, > V2,n = 2,3,.…,10. 个 
用 归纳 法 易 证 ca < 2,n = 1,2,…,10. ©) 
a, — V2 
记  ) = 一 , 则 
a, +V2 
1 ankl-y2 a%-2anN2+2 » 
" a tf al+t2a +2 六 
— /2 9 J 1 1 1024 
由 此 可 知 和 -| = ( 方 一 ) 
an0+ War+rl V2+1 
1024 
再 由 @ 便 知 oo 万 < C+ 人 .|( 记 一 | 四 
V2 +1 


注意 到 (Y2 + 1)s = (3+2Vv2)4= (17+ 12vy27) 
> (24 v2)* = 1152 > 103， 
所 以 (V2 + 1)1024 > (103)!28 = 10384. 


于 是 由 @ 得 到 
210 一 V2 < 10-383 。 出 
QD 和 外 给 出 所 要 之 不 等 式 . 
8. 168 ”数列 aiaza3,… 满足 : 
a a a Tn de 


求证 :存在 正 数 a, 使 得 请 < 之 2,n = 1,2,3,.… 
(瑞典 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
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[证 ] 用 归纳 法 可 以 证 明 
Fn a 2nd,n = 1,2,… 中 
即 a = 二 为 所 求 .事实 上 , 当 n= 1 时 ,由 ai = 1 可 知 四 显然 成 立 . 设 
当 = 时 ,成 立 .于 是 
Qp+l = Vt V4 23 
由 此 可 得 


6 < -3 2 -1 
as (4k3 +2k 3) = 64k° + 96k + 48 + 8k 
64k* + 96k + 56 < 64(k + 1), 


即 a < 2Ck + 1)3. @ 
另 一 方面 由 归纳 假设 教 章 


| 1 1 2 1 1 
Qk+1 二 ak 十 + 全 可 下 3 十 2* 3 ， 
1 1 1 \3 1 3 3 1 
' 6 > (二 好 本 _ 3) = _ 2 十 _ _ _ 上 
所 以 al ik3+ 7k3 Bak + DR+ict gk 


1 2 

> sak + 1)“， 
即 a > (+ 了 加 
由 人 名 生得 , 当 nn = 有 +1T 时 ,中 也 成 立 , 从 而 完成 了 对 @ 的 归纳 证 


明 . 
8 169 ”已 给 数列 [a,|, 设 ao = 0. 令 


b» = 0 — An-1lsCh = in = 1,2,3,……: 
如 果 数 列 { ,| 单调 减 小 ,求证 :数列 | c, 上 也 单调 减 小 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[证 ] 由 于 ao = 0,b = ap 一 api(k 之 1), 则 
ar = ao+(al 一 ao)+(az 一 ah)+…+(a 一 1) = 61+ b+ 
“Db,. 
由 16,| 单调 减 小 可 得 
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Qn -之 之 npn 一 n(a, an-1)， 





| 即 (n -1)ay 委 ma 1. 
人 。 由 此 可 得 当 ”之 2 时 有 
类 Un 之 dn—l 
n 2 一 工 
即 Cn < 妇 C，1. 


从 而 数列 1c,| 单调 减 小 . 
8. 170 ”求证 :存在 正 数 &, 使 得 对 于 任何 正 数列 al,a2,a3,… 只 


nn < 
pr n=1 Un 
(第 2 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[证 ] 对 任意 偶数 mx = 27, 可 以 证 明 
4 © 


a C1 十 C2 十 十 Go n=1 Cn . 
事实 上 , 设 b1,b2,°" ,Db 是 a; ,a，: "*y dm 的 一 个 排列 , 且 bl 
之 6b: 任 取 pEN,1 三 pp 三 1, 则 
al1t+ a2t+ "+ap> a1t at + a2p-! 
之 b+ bt + bp1 之 pop- 





由 此 可 得 
2p-—1 <22-1< 2 
Qi + a2+ + a2p-l pep by 
2p < 候 - 2 
Ql + a2+'"* + a2p pb» bp 
从 而 
! 2p—1 2 4 
>»| £ 二 < > 一， 
2 \al 十 Q2 十 十 d2p~1 CQ1 十 Q2 十 十 C25 p=1 by 
即 


mt nt 1 ni 1 
pr 二 < <42 志 -4 4 二 


于 是 中 成 立 ,在 中 中 令 mm 一 + %， 则 
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十 Q2 十 + a, 戎 三 
8 . 171 设 a = Domi=1+ /之 1 求证 :对 于 任何 me N 
有 Vn 志 a, Yn+l1l. 


(第 19 局 美国 普 特 南 数学 竞赛 1958 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 显然 对 nx = 1 要 证 的 不 等 式 成 立 . 设 对 于 自然 数 


& 有 
Vk Sa 人 RVk+t+l. 
由 递 推 公式 可 得 
a =1+ alt tl< Vk+1l+l. 
CR 民 
另 一 方面 





k k 
> 上 一 一 一 一 一 vk+l. 
+1 VE+l+!l 


于 是 当 nn = + 1 时 ,要 证 之 不 等 式 也 成 立 . 以 上 就 完成 了 归纳 证 明 . 
8. 172 设 al,a;,a;3,"… 是 正 数 数列 ,求证 :存在 无 穷 多 个 1 EE 
NN ,使 得 





(第 9 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1949 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 . 设 要 证 之 结论 不 成 立 , 则 存在 & € N, 使 得 当 > 
之 上 时 有 























CHI 十 Qnr+l 1 
1+—， 
an 11 
a 41 dn+l 
即 一 + 一 一 一 . 
n” n+l n+l 
于 是 可 得 : 
CA al CA+I Ql Ci CA+2 
一 之 十 之 二 一 一 一 十 
k k+l k+l k+l kt+2 k+2 
ti i a jp 
之 … 之 ai -十 k+ p> 
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由 于 fim 3) - . 二 + 00, 从 而 引出 矛盾 {所 以 必 有 无 穷 多 个 nE N， 
mo 全 i 
使 得 


各 染 访 


Qal 十 Qntl >1+ 工 
Qn . nn 
8. 173 ” 求 所 有 的 co € R, 使 得 由 
an+tl = 2” — 3a,,n = 0,1,2,… 
所 确定 的 数列 a0,al,as,… 是 递增 的 . 
(英国 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[ 解 ] 由 于 对 于 n 宇 0 有 
Qnt+l = 2” ~ 3an, = 2" — 3.2"1+ 3a,.1 
=2" -3.2 +3.2" 一 一 33a 


二 .二 S71(- 1)*2"-* 。 3* 十 (— 1)2+132+1a0 
k=0 
一 (2 _ (— 1)"+137+1) 十 (一 1)2+132+1a0， 
所 以 当 nn 之 1 时 ， 
da 4 -二 )， 


显然 ”do = a1l a0 = 1 -4a6 也 满足 中 .从 可 知 , 当 ao 关 二 时 ， 


4 
则 有 充分 大 的 n 使 4, > 0, 同 时 也 有 充分 大 的 4 使 4, < 0. 当 w = 二 
时 ,d= 气 > 0, 从 而 数列 ja. | 是 单 增 的 . 


综 上 可 知 an = 二 即 为 所 求 . 
8. 174 任 给 实数 a), 设 数列 al ,a,,… 满足 


z( -过 当 a, 天 0， 
dn+l 一 2 Cn 
当 a, = 0. 


0， 
求证 :此 数列 中 有 无 穷 多 个 非 正 项 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
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[证 ] 用 反 证 法 . 设 该 数列 的 非 正 项 仅 有 有 限 个 , 则 存在 no € N， 
使 得 当 有 之 no 时 ,a > 0. 由 mil = z( - 二 外 > 0 可 得 
a»n > 1, 对 于 任意 2 20. 
男 一 方面 ,由 于 
grt = 六 (e - < 了 ,对 于 任意 之 0, 从 而 对 任意 
非 负 整数 上 有 


天 
全 jj 十 点 < (3) ms 


于 是 lim awk = 0, 与 矛盾 ! 因 此 ,数列 a,| 中 的 非 正 项 有 无 穷 多 


个 . 


jk 


8. 175 设 数 列 1a,1 满足 \ 
| at 一 ak 一 am | 志 1, 对 于 任意 有,m EN. 上- 章 
求证 :对 任意 p,qgE N 有 
% mall 
p 9 p 9 








(奥地利 -波兰 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 ] 设 k,m EN,k 之 2, 由 于 





| Ukp 一 ka,, | = | $a, dim 一 am ) 
a 
< | Ci+im ~ Wim ~ Gn, 上， 
| 
下 由 假设 可 得 
| ab — ka,, | 扫 有 一 工 


显然 当 & = 1 时 ,Q@ 也 成 立 , 于 是 对 任何 上 ,mw E N,Q@ 都 成 立 . 
任 取 p,qg E N, 由 人 @ 可 得 
1 am 一 pos lp-1, 
| 








从 而 Cp Gg <2- <- 工 
9 pt 34 

ml li 
Pp pa pg Pp 
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鲍 尊 六 


由 此 立即 可 得 

ap oa| | am), | 加- 
p 4 p pl lp gq 
8. 176 设 正 数列 al ,a,,… ,a,;,"… 满足 


2 — 本 由 出 
Qn dy 一 Cr， 天 一 1 ,2,3， 


1 1 


二 
p qq 




















求证 :对 任意 E N 有 a, < 一 . 
(中 国 北 京 市 数学 竞赛 ,1964 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 当 ? = 1 时 ,由 


af 寺 a1 ~ az < dl， 


可 知 cy < 1. 设 对 自然 数 上 有 w < 天 


、 1 
大 进一步 aj 委 i , 则 由 af 声 a 一 apr1 可 得 


2 
QT a ak < CA 挟 、 





k+l 


即 要 证 之 结果 成 立 . 否则 二 < ww < 到 ,从 而 


a aa (1 )= i 

无 论 何 种 情况 , 当 n = kk + 1 时 ,要 证 之 结果 成 立 ,这 完成 了 归纳 证 明 . 

8. 177 已 给 A >1,B>1 及 由 区 间 [1,AB] 中 的 数组 成 的 数列 

fa,1 .求证 :存在 由 区 间 [1,Aj] 中 的 数组 成 的 数列 i6,i ,使 得 对 任意 
m,n CEN, 都 有 








(波兰 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 


Qs 当 aw 过 A 时， 
A， . 当 a,> A 时 . 





n= 


令 CGC, = ,显然 CG, 之 1, 又 1 入 a 二 AB, 所 以 C, 二 B. 于 是 对 任 
意 m,n EN 有 
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dm bn 
即 a 守 B b . : 
8 . 178 数列 | FF,| 定义 如 下 :Fi = 1,F2 = 2, 且 
Fy = Fnt Fasn = 1,2,3,°° 


求证 :对 于 任何 自然 数 nn , 均 有 





VF 之 1+ 二 
(圣彼得堡 市 数学 选拔 考试 ,1992 年 ) 
[证 ] 令 Fo = 1, 则 
Ri 二 天 十 了 1， 
有 Fi 


= 一 一 二 二 一 ,= 1 2 3，… 
Rs Fin 


即 1 
于 是 








"Fi ny Pt 
n 二 十 ， 
了 FA+1 2 Firi 





注意 到 Fo 一 FI 一 1 可 知 
| 1 1 








即 V 下 之 工 十 1 
8. 179 ” 设 实 数列 |x,| 满足 :0 委 zl 过 1, 且 对 于 n 宇 1 有 


0, 当 x, = 0 时 ， 
Tn+l -i | 一 |, 当 闷 天 0 时 


nn 

求证 :对 任意 自然 数 n 有 
十 X2 十 … 十 < 2 + 2 
1? "~ F, F; Fr 
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列 





a 


其 中 FI = F = 1, 且 对 nn 之 1, 有 
Fr2 = Fatt + Fo,. 
(第 33 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1992 年 ) 
[证 ] 令 f(x) = 一 显然 对 于 0 三 +<y 有 


十 之 、 


省 。 


__ -7 . _ 
OAD AD III Yi 
由 此 易 证 ,对 任意 自然 数 ,总 有 当 x 宇 0 时 
g(x) = r+ fOr) + FFT)) + + fr) 严格 单 增 ， 中 
其 中 Am(z) = f(fFC…f(x)…)) 是 以 x 为 自 变量 卫 数 的 重复 合 . 
用 归纳 法 证 明 所 要 结论 成 立 . 当 ?7 =1 时 ， 
F 
显然 有 村 ] < 六 一 1. 
2 
设 当 1 过 nn 二 上 -1 时 ,所 要 结论 成 立 .不 妨 设 x ,x;，,… ,Xx 全 不 为 
0, 否 则 由 1x,i 的 递 推 关系 可 知 x = 0, 再 由 归纳 假设 即 得 所 要 之 结 
论 .于 是 0 过 x 过 1,i = 1,2,…, 上 ,有 晶 对 于 i = 2,3,…,k 有 
1 1 





. 二 ， 
二 ;一 1] 1 人 1 + f(x;) (© 
十 XX; ， 
vi 一 1 
令 y1L Xa? 一 XR YE = zl, 则 由 GO 可 得 
0O<y<1l,y 人 RR fy 1),i= 2,3,..,k. 3) 


由 于 当 z 之 0 时 ,FAz) 单 减 ,所 以 由 加 得 


XI Xx2t + x yt yt+y 
yt yt + WR + fHW-1). 


,再 由 中 和 轨 得 


TI I2t TEYI FT yt fm2) + ff ye2)). 
重复 利用 @ 和 @@ 可 得 
Tit rat tr yt f(y) + + FDC) 
由 0 < y < 1, 再 由 人 @ 得 
Tit rt t rx 1+ fA) + + £1). 


F 
由 于 二 = 1, 且 当 i 之 1 时 有 
2 
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| Fi Fr Fi 

Fu) Ft+tF Fr 

从 而 

. _ F FF Fe 
1 4 f(1) + … 十 f* D(1) 一 EE + 去 十 ，，。 +E . 
于 是 
F! 工 下 
Tt RFE hE, ; 


即 当 nn = 上 时 ,所 要 之 结论 也 成 立 , 这 就 完成 了 归纳 证 明 . 

8. 180 在 有 限 项 的 实数 数列 al,a;,…,a, 中 , 如果 其 中 一 段 
CE CR CR+L 的 算术 平均 值 大 于 1988 ,那么 我 们 这 上段 数列 称 为 一 条 
龙 ,并 把 mr 称 为 这 条 龙 的 “龙头 "(如 果菜 一 项 a,, > 1988 ,那么 单独 这 
一 项 也 是 一 条 龙 ,a,, 也 称 为 龙头 ). 假设 ai ,az,…,a, 中 至 少 有 一 条 
龙 ,求证 :所 有 龙头 的 算术 平均 值 必 大 于 1988. 

(第 3 届 中 国 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 

[证 ] 在 数列 al ,a2,…,a, 中 从 前 往 后 , 先 取 出 以 第 一 个 龙头 为 
龙头 的 一 条 龙 .然后 再 从 余下 的 项 中 取出 以 第 一 个 可 作为 龙头 的 项 为 
龙头 的 一 条 龙 . 依 此 取 下 去 ,直到 取 完 为 止 . 这样 共 取 出 有 限 条 互 不 相 
交 的 龙 ,显然 这 些 龙 包含 所 有 的 龙头 . 

因为 每 条 龙 的 算术 平均 值 大 于 1988, 故 取出 的 这 些 龙 中 所 有 项 的 
算术 平均 值 也 大 于 1988. 

数列 中 任 一 项 a,, ,如 果 它 不 能 作为 龙头 , 则 a,, 和 1988 ,否则 它 自 
己 就 是 一 条 龙 . 故 从 所 取出 的 龙 中 取 掉 不 能 做 为 龙头 的 项 ,余下 所 有 项 
的 算术 平均 值 仍 大 于 1988. 又 因为 余下 的 项 恰 是 所 有 可 作为 龙头 的 
项 ,从 而 所 有 龙头 的 算术 平均 值 大 于 1988. 

8.181 设 b5=1 有 日 6b = Da = 2,3,4,… 其 中 
t(n) = 21-". 求证 :5b, 过 3,n = 1,2,3,… 

(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 显然 b| = 1 < 3. 对 于 nn 守 2, 可 用 归纳 法 证 明 更 强 的 结论 


b, < 3(n — 1)73. OD 
由 于 p = Y2 < 3, 
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ean 


by = 及 < 二 ， 


3 
5 站 =J 妇 < 二， 


V3 
即 当 = 2,3,4 时 ,中 成 立 . 设 n= 上 宇 4 时 ,成 立 , 则 
皮 
VE+] 
beri = BVk+tl eS 


当 之 4 时 易 证 
k*(k+1) < (k— 1), 


大 





k+l :六 
所 以 -一 一 一 一 一 . 
(k— 1)4 k’ 
即 /k+l 1 
VE-I TYE 
3 
于 是 birl < A 


即 人 对 于 ”= &+1l 也 成 立 . 
8. 182 设 数 列 1a,| 和 j|0 满足 


= a = v1— VI-as,n = 0,1,2,. 


了 ， 
AL1+p2 一 1- 
bo = 1,0,+1 = | ,1 二 0,1,2,…: 


求证 :对 任意 非 负 整数 2 有 ?272a < x < 2"+24,. 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 





、 V2 ,NT -由 , A 
[证 ] Un 二 7 一 sm ;有 dy 二 SIn n+2 , 则 
_ 2 x 
dntl1 二 7 ] 一 cos 7 = sin nt3 
于 是 用 归纳 法 可 证 
qn = sin Tr ,N= 0,1,2,.…: 
同 理 可 证 
p, 一 (8 7 ;11 二 0,1,2,… 
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a A 上 
由 于 当 ze (0, 也 ) 时 ,有 
snr < ri< ter, 
所 以 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
8.183 设 0<b<1l, 令 


1 
al=1+6, antl= +b, n= 1,2,3,. 


nm 


求证 :a, > 1,n = 1,2,3,… 
(第 9 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 当 n = 1 时 ,显然 有 
al=1+6b>1. 
设 当 2 委 & 时 ,满足 上 > 1. 若 有 > 1, 由 归纳 假定 可 知 


1 
l<a=— +b<1l+b. 
k-l 


又 al=1+b, 0<b 过 1, 则 


1 
1< ws 和 1+6< 和 7， 


于 是 有 a = tbo>1-b+b=1, 
中 
所 以 对 任何 自然 数 n 都 有 a, > 1. 
8.184 设 1<xi<2, 令 


Xn+l = i+ 一 末世 一 1,2,3,…' 
求证 : | rr -vv21I<2-"7 = 3,4,5,.…: 
(第 17 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 由 假设 可 得 
十 n+i 一 一 7 1)“ -> ;7 一 1,2,3,. 
由 于 “1 < zi < 2, 则 从 四 可 推出 二 < za < > .再 由 @ 得 到 
-< 瑟 < 站 生字 < 人 + 


8 8 
即 lr3— 21< 2-3. 
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设 当 n= (k 实 3) 时 有 | x 一 Y2 1< 2“, 即 
上 -24< <V2+2 
由 @ 可 得 
1 3 
rn <- F722 一 + 
=vV2+ 人 .2 22 
< V2+2*1, 


a 


1 3 
p+] > 一 本 (2 十 2 一 下 7 十 7 


-JI.2+2- 2 
再 由 & 3 推出 
-142-1< 了， 
所 以 zol-2 1 
于 是 | zr1 = V2 1 < 2°41 
由 归纳 法 及 以 上 证 明 可 知 ”| x 一 21< 2 7, 对 nn 之 3 成 立 . 
8. 185 ” 设 非 负数 列 a1,a2,… 满足 条 件 
as ant an m,n N. 
求证 :对 任意 2 宇 m1, 均 有 
an 扫 Mal 十 (于 - 1 )a,. 
(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1997 年 ) 
[证 ] 设 n= mg+r, gE€EN, 0r<m. 
于 是 ,我 们 有 
an SAmg 十 Gr 
gam + ar 
nr 


一 " Um + Cr 
nm 








nt mr 
一 1 一 一 二 Je， 十 CQ t+ a 
mm 、 





n Fi 
< (2 -1)a,+ yy ‘malt+ rai 
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ni 
= {OO— -1)a,+ mai. 
ni 


8. 186 ja 1 n € Ni 是 正 整数 的 一 个 序列 ,使 得 对 每 个 2，， 
(a — 1)(a, — 2):%(a, — n’) 


是 一 个 正 整数 , 且 为 x”! 的 倍数 .求证 :对 其 元 素 全 为 质数 的 任 一 有 限 
集 已 ,下 述 不 等 式 成 立 
-3 1 


2 <l. 
peP logp ap 


(第 43 届 捷 克 ( 和 斯 洛 伐 死 ) 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 如 果 n = p,p 是 任意 一 个 质数 ,那么 ,由 已 知 ， 
(ap — 1)(a, — 2)°%(a, — p’) 


是 一 个 正 整数 , 且 是 je 的 倍数 .注意 到 a, > 0,a, 一 1,a, 一 2,…,ap 
- 这 个 连续 歼 数 都 不 等 于 零 ,因此 这 pp 个 连续 整数 都 是 正 整数 . 
由 于 每 户 个 连续 正 整数 中 只 有 一 个 是 户 的 倍数 ,因此 这 p* 个 连续 正 整 
数 中 只 有 p 个 正 整数 是 p 的 倍数 ,并 且 这 p? 个 连续 正 整 数 中 有 且 只 有 
一 个 是 pr 的 倍数 . 设 a, -上 有 是 pj 的 倍数 ,这 里 是 1,2,…,p? 中 的 某 
个 正 整 数 , 于 是 ,有 

ap k= pm, 
这 里 正 整数 x 实 2, m 是 一 个 正 整 数 , 且 mx 与 p 互 质 . 那 么 

(ap — 1)(a, -2):…(a, — p”) 

是 基因 的 倍数 ,但 不 是 gr*? 的 倍数 .因此 ,有 

ztp-l 宕 p*-1, 





即 

Z 之 加 一 妃 . 
于 是 ,有 

ap > ap 一 有 2 太 全 扩 -， 
取 对 数 ,有 

logia，> p*—p, 

对 于 元 素 全 为 质数 的 任 一 有 限 集 书 , 设 工 是 集合 已 中 最 大 的 质数 ， 

那么 由 上 式 可 得 


世界 数学 灿 林 匹克 解 题 大 辞典 1041 











pe 





大 辞典 


世界 数学 奥林匹克 解 


1042 








第 九 章 ”不 等 式 


第 1 解 不 等 式 与 不 等 式 解 集 的 性 质 


9.1 对 于 > 的 哪些 值 ,不 等 式 


472 
-一 <2z+9 


(1 V1l+27r) 





成 立 . 
(第 2 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1960 年 ) 
[ 解 ] 由 假设 可 知 1+2x 守 0,1 - V1+2x 关 0， 


所 以 x 之- 方 且 x 关 0， 
又 当 x 关 0 时 


一 27 


1l- vi+2x 
从 而 原 不 等 式 化 为 
2+27r7+2Vi+27xr<2r+9, 
1 45 


解 之 得 -本科 < 


由 四 和 加 得 -本 二 rz<0 或 0<z< 人 号. 
9.2 求 满足 不 等 式 
wV 3 一 之 一 VzTI > 


=]+vVl1l+27x, 
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he ea 


久 注 深 





的 所 有 实数 x. 
(第 4 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1962 年 ) 








代 [ 解 ] 由 3-v 三 0，r+l>>0，v3-r>vzr+l， 可 
| 知 
-1 三 x<1 QD 
将 原 不 等 式 两 站 平方 得 
EE 
解 之 得 z<1- 人 或 1>1+ 全 ©) 
从 和 人 @ 可 得 原 不 等 式 的 解 为 
1<r<1- 


9. 3 求 满足 如 下 条 件 的 所 有 实数 x: 
0< 过 过 2r 且 2cosr 扫 | VI+ sinr - VI- sin2r | Y2. 
(第 7 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1965 年 ) 
[ 解 ] 显然 对 任意 实数 x 有 
| V1 + sinxr — Vl- sin2r |< 2. 
问题 化 为 在 [0,2x] 内 解 不 等 式 
2cosrz EI V1+sin2r - V1- sin2r |. OQ 


3 
当 一 <zr<7 时 ,由 于 cosx 志 0, 则 人 @ 成 立 . 


当 0<<z < 下 或 站 < 之 2x 时 , 册 于 cosx > 0 上 且 
| V1i+sin2x — vl- sinr 1 =2-2|cos2xr |], 


所 以 9 等 价 于 
4cos2 2 21 cos2r |, 
有 .| cos2x | 太一 C082X， 


从 而 cos2x 过 0. 于 是 本 < 7 所 7 或 :到 < z<E. 
总 之 原 问题 的 解 为 工 之 x 之 区 


9 .4 求 满足 
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{sinx — siny |+ sinx siny 委 0 
的 所 有 数 对 (x,y). z 
(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 若 (x,y) 满足 所 给 的 不 等 式 , 则 z 


sinr * siny 亿 0,， 


由 此 可 得 ” | sinx ~ siny {= | sinx [+| siny |. 
于 是 (x,y) 满 足 1sinz 1+| siny 1+ sinx :siny 入 0， 
从 而 sinx = siny = 0. 


所 求 之 一 切 数 对 (zx,y) 组 成 的 集合 为 
{1(x,y) r= nry = mr,n,m 所 了 
9.5 已 知 f(x) = x*~6x +5, 问 满足 
AX)+ f(y) 志 0 和 f(x) 一 f(y) 之 0 的 点 (x,y) 在 平面 上 
的 什么 范围 ?并 作 图 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 由 于 f(x)+f(y)= x +y-6r-6y+10 
= (rx—-3)+(y—-3)—8, 
所 以 满足 所 rz) + Ay) 委 0 的 点 (zy) 在 ， 
圆周 (x - 3) +(y 一 3)* = 8 上 及 其 内 部 . 
由 f(x)- f(y)= x -yy -6rt+6y 
= 《Xx 一 y)(zx+y-6) 可知 
f(x) 一 f(y) 之 0 等 价 于 











TT-y 之 0， 或 

T+y-6 宇 0; 
7-y0, 
T+y~6 世 0. 





综 上 所 述 可 知 同时 满足 f(x)+ f(y) 记 0 和 f(x)-- f(y) 宇 0 的 
局 (z,y) 在 如 图 所 示 阴 影 部 分 的 两 个 扇形 内 及 其 边界 上 . 
9.6 计算 如 下 乘积 ,精确 到 0.00001 之 内 : 


(1 


(第 10 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1947 年 ) 
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二 六 








10% 
代 1 1 1 | 1 
一 - | 一 一 十 一 一 1 — CO— 1 一 一 二 | < 
数 由 于 1 9 10 < (i mm)<( 0 ) 10% 
卷 1 ， 
L 1 1 I I 
H _ -一 1 C—O— on 1 - 一 一 1-- 
所 以 o< (1 6) Gi ( 0 | 9 10 
经 计算 易 知 


| x -0.890011< 二 
10 


9 .7 试 选取 100 个 数 ,使 得 它们 满足 
1 一 1,0 x 2r1,k 一 2,3,… ,100, 





且 使 * = X11 一 X22 十 议 3 一 4 十 "十 X99 一 X00 为 最 大 . 


(第 31 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[ 解 ] 由 假设 可 知 


SsSTIT( -X22+ xX) + (— x4t xs) + e+ (~ xog 十 并 99) 
入 ZIT+ r+ rat + rog 
1+2+2 + + 2. 
由 此 可 知 zl = 1,zr = 2,x; = 2 ，……， 798 = 2 ,X99 = 2%,xi009 二 0 即 
为 所 求 . 
9.8 求 出 满足 不 等 式 
logxy 全 logz (xy) 的 (z,y) 所 组 成 的 区 域 . 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 显然 有 >>0,y>0,7r 关 1,r+ 关 yy. 令 


UC 一 logy, 
则 ww 关 1, 且 


logi(zxy) 1+u 
logz ( Xxy) 一 一 i 、» 
y log 并 1l—w 


可 


了 
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显然 4 关上 ,又 
1 一 区 


十 + “十 
a> liti 0go,>1, 
1—u 1 一 到 ul 








所 以 满足 logy 之 logz (zy) 的 (x,y) 所 组 成 的 区 域 是 


立 : 


(zyy)10<x<1 且 0<y<x, 或 者 zr >1 且 y>x|. 
9.9 求证 :对 任何 实数 xz,y,x, 下 述 三 个 不 等 式 不 可 能 同时 成 


[ri<ly—-2zi,lyl<iz-r|l,lz|l<|r~—-y|. 


[ 


从 而 可 得 


(第 49 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
证 ] 用 反 证 法 ,假设 三 个 不 等 式 同 时 成 立 , 则 


XT <(y- xz), 
y< (2-r), 


z* <(r-y). 


多 
十 汉 和 游 


(y~z+Zzx)(y+z~-7x)<0, 


(ono Den 
(z—~-Xx+y)(z+r-y)<0. 


三 个 不 等 式 相 乘 给 出 


矛盾 ! 
9 ， 


[证 ] 


(x+y—- xz) (y+z—- rt) (z+xr—-y)}< 0, 


10 ”求证 :下 述 不 等 式 组 无 实数 解 : 
| xT|> yz+t|, 
[|y|>1x-z+t+rtl, 
Izl>lrx-y+tl|, 
[t+ 一 了 十 之 |. 


(第 49 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 


用 反 证 法 . 设 实数 x,y,z,t 满足 上 述 不 等 式 组 , 则 不 等 式 
两 边 平方 可 得 z 
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(r+y—-z+t)(r—-y+z—-1)>0, 
(y+xX—-zt+t)(y—-x+z-t)>0, 
(z+zx—- yt+t)(z—-x+y—-1)>0, 
(1+xr—-yt+z)(t-r+y—-z)>0. 
从 而 有 : 
— (x+y—- z+t) (rr—-yt+z-i1)(y—-rt+z—t) (z+r-y 
+#)*>0, 
帮 慎 ! 
9，11 任 给 实数 a,5,c, 求 证 :能 找到 实数 x 使 得 


acosx + bcos3 + coos9z 之 地 (1a 1+| 5 1+iec 1). 
(第 53 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


[证 ] 按 a,5,c 的 正 负 情况 ,分 8 种 情形 讨论 如 下 : 
当 4a 守 0,6 宇 0,c 宇 0 时 ,可 有 取 x = 0， 





当 a 妥 0,8 委 0,c 乏 0 时 ,可 取 z = x， 

当 a 之 0,b 亿 0,c <0 时 ,可 取 z = 了 本， 

当 a 志 0,5 之 0,c 之 0 时 ,可 取 z = 笃 ， 

当 a 之 0,6 <0,c 之 0 时 ,可 取 z = 笠 ， 

当 a 过 0,6 之 0,c 0 时 ,可 取 z = 香 ， 

当 a 之 0,5 之 0,c 之 0 时 ,可 取 之 = 蕊 r， 

当 a 之 0,6 世 0,c 之 0 时 ,可 取 xz = -号 x， 

9.12 (a) 求证 :从 任何 3 个 正 数 中 总 能 选 出 两 个 数 rz,y 使 得 
0< i <t : 中 


(5) 是 否 能 从 任意 4 个 实数 中 选 出 两 个 数 满足 @. 

(第 50 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] (a) 任 取 三 个 正 数 zx,y,z, 记 
Qa = arctgxr ,PB = arctgy,y = arctgz. 
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由 于 na,B,y E 【0, 亚 ) ,从 而 e,P,y 中 存在 两 个 ,不 妨 设 为 a,8 使 得 





0<a-8< 本 . 
从 而 0< teg(a—- PB)<1, 
TY 
即 0< 证 六 <1 


(b) 证 法 同 (a). 设 zx,y,z,u 是 4 个 实数 ,不 妨 设 z<y<z 芭 
人 


Hx 
& = arctgr, P= arctgy, Y= arctgz, 0 = arctgu, 





则 -7 <a<B<y<O<7 <atn. 
a,B,Y,0,a + 中 必 人 在 两 个 ,不 妨 设 为 ,8 第 
九 
— 式 
从 而 0< 一 -一 扫 上 1 
十 zy 
9. 13 解 不 等 式 
Tarctg ttgzl(sinzr+eosz) 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 设 xz,y 满足 不 等 式 ,由 sinxr + cosr 委 V2 可 得 


| 十 | 
itl TT avg EY + get 
A 


CY2 1 tgr | (sinz + cosx) 
< 2 1 tgr |. 
由 于 tgx+1 实 21 tgx |, 所 以 


| 之 | 十 | 
Wr +i- -acg ely |y + tgzrt+l 
A 


= VY2 | tgxr | (sinx + cosx) 





= 2|tgrxl|. 
由 此 可 推出 
十 
世 arctg < ty  - 0, 
4 A 
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|tgz | = 1,sinz + cosx = vV2. 


于 是 z = 才 +2zr,mE 2， | 工 | 二 137 上 = x, 从 而 wn 一 0, 即 z= 地， 


nt 


3 
y -+ 
反之 , 当 z = 王 ,y = 二 二 x 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 综 上 可 知 
(zy) € | (三 , 亚 ) (至 ，- 至) | 为 所 求 的 解 


9 .14 在 满足 不 等 式 
log2 2(z+y) 之 1 
的 所 有 zx,y 中 , 求 y 的 最 大 值 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 令 M= (zr,y);z+y 守 x*+y >1)， 
_N= (xz,y) 0 < I+yRr+y < 1}. 
显然 不 等 式 log242(z+y) 之 1 的 解 集 为 M U N. 
如 有 果 (z,y) EN, 则 y < 1. 如果 (z,y) E M, 则 由 


[< 


y+ 
+ je M. 于 是 y - 十 + 痉 即 为 所 求 y 之 


ul- Das 


另 一 方面 ,显然 


最 大 值 . 
9. 15 确定 所 有 能 使 下 列 不 等 式 


(xz 一 X35) (3 一 工 3 工 5 二 0， 


cb | 一 


( x9 一 Z4Z1)( 4 一 X4X1) < 0, 
(x$ — XsT2) (7x4 一 rz) SCO0, 
(x4 — X17T3) (Xf — riz3) RO0, 
(zz — rks) (rx? — 7x27x4) EO 
成 立 的 正 实 数组 (zl ,zy ,Xx3, Xx4, 工 5). 
(第 14 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 设 (x1,x2, 73,T4, 75) 是 所 要 的 一 组 解 且 二 1 一 min{ zi， 
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Tos TI3s X43 Ts 1 za = min{ zy, xy T4751 .由 于 xf 和 wrs, XI X37 
和 (zi 一 X37T5) (73 一 X375) < 和 0, 可 得 
Xi ET 三 73 二 Ts ST. 
所 以 4 > x1x3,73 之 riz3, 由 (xz4 一 TT3) (7 -X17T3) 0 可 知 
XI 三 Ta 二 23 = rs RT4. 
再 由 (x 了 一 zzzr4)(zt- zzr) 委 0, 则 
XI 一 TY 一 X3 一 x4 一 7s. OQ 
其 他 情况 类 似 可 证 中 成 立 . 
另 一 方面 任 取 正 实数 x ,显然 (x+,x,zx,x,7X) 是 所 要 的 一 组 解 . 因 
此 所 有 满足 Q 的 正 实数 组 (zi ,zx2,x3,x4,xs) 即 为 所 求 . 

9. 16 ” 任 给 7 个 实数 , 求证 :其 中 必 有 两 个 数 , 记 为 x ,y, 满 足 
-yo : 
l+xy ~ v3 | 

(第 16 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1984 年 

[证 ] 设 已 给 的 7 个 数 为 

adi<<a<a 人 a as 人 < a < a. 





令 ,二 arctga;,i 二 2,7， 
则 -7 << < 
于 是 必 存 在 1 这 i 记 6, 使 得 

0< bt -bo 


记 = Ci+i1y yy 一 ai ,由 Qi+l 一 tgOi41, ai = tg0 及 
tg0;+1 ~ tg0.; 1 
U<t G41 一作 二 一 一 一 一 一 一 一 之 一， 
人 人 ) ] 十 tg0 +1tg0. v3 
可 知 
立 一 了 = 
1+zy V3 
9.17 设 非 负 实 数 a ,b,c 满足 
as+ b+ cab + bc? + ca?). 
(求证 :a ,b,c 中 的 每 一 个 不 大 于 另外 两 个 之 和 . 
《ii) 求证 :ao2 + bc 和 2(ab + be + ca). 
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(ii) 问 是 否 可 由 (ii) 中 不 等 式 推出 原 不 等 式 ? 
(第 9 届 世 界 城市 际 数学 流 请 赛 ,1987 年 ~ 1988 年 ) 
[证 ] (i) 由 于 | 
O02(ab + be +c2a2) 一 一 8 一 cc 
= 52(2024+2c2) -84 (cz2 a2) 
= bct+a)+b(c-a) -bt—-(c—-a)(ct+a) 
= [6*-(c-a) ji(c+a) -6b’] 
= (b+c-a)a+6b—-c)(ct+a-b)(a+b+c), 
再 由 a ,b,c 非 负 可 得 
(at+b—-c)(b+c-a)(ct+a-b) 守 0. OD 
不 妨 设 4a 实 5 之 c, 则 a+6b--c 之 0, 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 a = 5。 
=c=0c+a-p 羡 0, 且 等 导 成 立 的 充 要 条 件 是 a = b,c = 0, 再 由 
OQ 可 得 5 + c 一 a 之 0, 于 是 (i) 得 证 . 
(i) 由 a,p,c 非 负 , 只 需 证 
(a + 6 + ce) 4ab + bc + ca)’. @) 
事实 上 ,由 于 
4(ab + b+teca) —- (a +b +c) 
= 4(ab* + bc +c2a2) + 8(abc 4 bca + cab) 
at— bc —2(ab + bc + ca’) 
= 8(a’bc+ bcat+ cab) +2(ar6 + bcs + ca)— at— bt— 
£4 
> 8(abc + bca + cab) 之 0， 
所 以 多 成立， 
(iii) 否 . 例 如 a =5= 1,c=3, 则 a?+b*+c =11,2(ab + bc+ 
ca) = 14,(ii) 中 的 不 等 式 成 立 .但 a + 6b%+ c= 83,2(a*6*+ 6b?c? + 
c*a*) = 38, 原 不 等 式 不 成 立 . 
9.18 已 给 f(x) = axr*+ bx+c, 其 中 a,65,c 为 实数 且 a > 100， 
问 至 多 有 多 少 个 整数 x 使 得 | f(z) 1 委 50. 
(第 19 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[ 解 ] 至 多 有 两 个 .否则 设 有 三 个 不 同 的 整数 ri ,x;,x; 满足 
| f(x;) | 50,7i = 1,2,3. 


nt 
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、 b 
设 xi > xz2 之 -了 ,由 于 站 1 将? 是 整数 ， 


所 以 过 + 
由 此 可 得 
| Fx) — f(x2) | = la(ri— zx2) (7 + Xx2 十 了 
之 Q > 100， 
与 1] f(x1)1, zz)i 委 SO 矛盾 . 同 理 可 证 ri ,x2,X3 中 有 两 个 小 于 或 
等 于 - 的 情况 也 引出 矛盾 | 
9 19 设 实数 x ,x;,… ,Xi00 之 和 为 1 且 


1 
| Xp41 — Xk | << 04 = 1,2,.… ,99. 


求证 :可 以 从 这 100 个 数 中 选 出 50 个 数 , 使 得 它们 的 和 与 之 差 的 绝 





1 
对 值 不 大 于 5 


(第 22 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[证 ] 如果 ra 二 二 , 则 XT1 ,TX3, 


2 100 
TX5s"" "so9 即 为 所 求 . 否则 ,不 妨 设 


I 1 
+ za3 十 Xs 二 + 十 一 一 一 一 
Xi1+ XxX3+ Xs X99 < 3 100， 


由 题 可 知 ra et > + 
首先 将 zi 与 zz 对 换 , 第 2 次 将 zj 与 rz4 对 换 , 第 3 次 将 xs 与 x6 对 换 . 
如 此 下 去 ， 经 50 次 对 换 ， 1ziyz3y 5 99| 变 为 | 7 XT4, 6， 


1 1 1 1 
X1001 .所 有 数 之 各 由 小 于 三 一 100 变 为 六 于 了 十 700: 由 于 经 一 次 对 换 


和 数 相 差 之 绝对 值 小 于 s0 ,从 而 和 数 首次 超过 二 - -时 的 50 个 数 必 


100 
满足 题目 结论 的 要 求 . 
9 20 已 知 12 个 实数 a1,a;,a3,…,a 满足 
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名 3 





ean 


ax(al1 — a2 + a3).< 0， 

ai(az — a3+ a4) < 0, 

au(ai0 ~ a + a12) < 0. 
求证 :从 这 些 数 中 至 少 可 找到 3 个 正 数 和 3 个 负数 . 

(第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 . 设 要 证 之 结论 不 成 立 .不 妨 设 ait,az,……al 中 

至 多 有 两 个 负数 , 则 存在 1 二 & 志 9 使 得 ai ,apti,artz,ar+3 都 是 非 负 实 
数 . 
由 题 设 


ai — Qk+l + ag+2) < 0， 





Qkp+2( Qk+l 一 Qkp+2 十 QA+3 ) < 0， 
又 Ag+1l 之 0,ak+2 宇 0, 则 Uk+l > 0, ar+2 > 0 且 
Uk drt+l + Akt+2 < 0， 





Qkt1 一 Qk+2 + Qk+3 < 0. 
两 式 相 加 得 ak + art3 < 0, 
与 a 之 0,akg43 之 0 亨 盾 .所 以 Als A2, Q12 中 至 少 有 3 个 正 数 和 3 个 
负数 . 
9，21 设 实数 a1,a,,…,aito 满足 
al 一 3a+2a3 之 0， 
ao — 3a3 + 2a4 之 0， 
2% — 3a100 + 2a1 之 0， 
alog0 一 3al +2a， 之 0. 


求证 cl = az = … = alo0. 


(第 17 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1954 年 
[证 ] 记 Ss1 一 dl — 3a2 + 2a3, 52 二 a — 3a3 + 2a4,", S99 一 dd99 


一 3a100 十 2a1, S100 一 100 一 3al 十 2a2> .显然 有 
51 + 5s2+°"*+ so9+ si00 = 0, 
又 5s; 之 0,7 = 1,2,…,100, 有 所 以 s; = 0,i = 1,2,…,100, 由 此 可 得 


al .a2 = 2(a2— a3), a2— a3 = 2(a3 — a4),"*, ag9 — ai%m = 
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2(aioo 一 Q&1) ,Q100 一 Ql 二 2(a1 一 a2). 从 而 di” 42 一 2 (a 一 a2) ,于 
是 ai = az. 由 此 立即 可 得 
al = Q2 三 … 一 Q9%9 三 Q100. 
9 .22 已 知 100 个 正 数 ri ,zx2,… ,zjoo 满足 
XxX? + xz +… + rio0 > 10000， 
Xi1+ XT2 + "+ ri00 < 300. 
求证 :可 在 它们 之 中 找 出 3 个 数 ,使 得 这 3 个 数 之 和 大 于 100. 
(第 17 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1954 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 XI 宇 才 之 守 XT 富 守 TI00) 记 
XI+ X22+ Xr3= 3,7T3 = 人. 
22 -13 之 0, 由 zl 过 zz, 易 知 
(xit+6) +(z-0) 之 好 + 
所 以 2 十 TS 一 21)2+212. QOD 
由 入 之 Tz 守之 宇 X00 和 x4+ xs 十 … 十 X100 之 300 一 s 可 得 
4 十 二 十， 二 zfoo 委 0)(z4+Ts 十 … “+ X100) 和 妇 4300 ~ 5s)4. 


© 


令 6 


多 为 
楼 诸 梁 


中 式 和 人名 式 相 加 得 到 


Xft zf + x$ t+ zit+ + rioo E64 + (300 — 5s)A + 87. 


记 CA) = 612 + (300 一 55)4+s. 由 于 0 之 4 志 坟 ,又 


3 
f(0) = /|()= 了 + (300 — 5;) 因 + 3 = 100;, 
所 以 tt “+ Xi SR max(s ,100s). 


再 由 。 xf + x 和 十 … + > 10000 可 得 
Ss 二 X11+ x + xy > 100. 
9 .23 求 所 有 的 实数 a 使 得 
CoSa ,COS a ,Cos4a ，… , COS2 "0 ,*** 
都 是 负数 . 
(第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 设 a 满足 题 意 要 求 , 则 由 cos4a < 0 和 cos2a < 0 可 得 
V2. 


-7 < oa<d0. 
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2— v2 





再 由 cosa < 0 可知 cosa < 过 一 < 一 二 :由 此 立 妈 











2 
人 1 
数 可 得 COS2 "a < = 0,1,2,*…: 
郑 
1 3 
所 以 有 cos2"a 之 ,7 = 0,1,2, 
1 
由 于 covio+ 二 - 2| eezw -二 | 
- 2 so -十 co + 十 | 
> 了 | est 车 | 
， 1 2 \? 
所 以 mso+ 二 | 二 (过 ) 二 1 .2.3,，… 





We 


2hr,E Z, 显 然 cos2r = - 本 ， n= 0,1,2,: 


9 . 24 ”求证 :对 于 任意 实数 a,5, 存 在 [0,1] 中 的 x 和 y, 使 得 


1 
[之 本， 


并 问 上 述 命题 中 的 二 改 为 二 ,或 0.33334 是 否 仍然 成 立 ? 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 , 设 命题 不 成 立 , 则 存在 实数 a ,2 ,使 得 对 于 [0,1] 
中 的 任意 x,y 均 有 
-< 
分 别 取 (z,y) = (1,0),(0,1),(1,1) 可 得 


1 1 1 
ai 要，lO<S3 本 IT-27oIS3 了 了 
但 是 从 | a < 本 ， 5 1< 本 ,可 直接 推出 11 - a- 6 1> 二 ,得 到 也 
盾 ! 从 而 命题 成 立 . 


以 下 证 明 : 如 有 果 原 命 题 中 的 二 - 换 成 比 到 大 的 任意 实数 c, 则 命题 
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不 成 立 , 即 存在 实数 a .5 ,使 得 对 任意 zx,yE [0,1] 有 
| zy ~ ar— byl< ce. 


事实 上 , 取 a =b- 于 ,由 于 


ar- b= ry zy) yl- xz) 
所 以 若 zx,yE [0,1j, 则 
| xry— ar—by Lmaxd ry,x(l —- y)+ y(l — x)!}. 


3 
又 0<xy1, 
Or -y+ yl -x)r+(l x)=1, 
从 而 | XxXy 一 ar-byl 寺 < 


3 < c, 对 任意 z,y EE [0 ,1 


9 .25 求证 :任何 向 量 立 ,2 ,z 都 不 能 同时 满足 V312I<12- 
Zl ,N316I<Ie- dl, 1el<1a- dl. 
(第 49 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] ”用 反 证 法 . 若 向 量 z,5,< 满足 上 述 不 等 式 , 则 两 边 平方 可 
得 


3121 <i +lél -2¢. 
31eH :<lial+|1 6 22. 

三 式 两 边 分 别 相 加 可 知 

1 a + 6 +l el +2(a. b+ oC+te a) <0, 

即 1a2+ B+ei < 0, z 
矛盾 ! 
9 .26 给 定 实数 a , 求 最 大 的 实数 和 ,使 得 平面 上 任 一 两 边 分 别 

平行 于 x 轴 和 y 轴 的 矩形 ,只 要 它 包含 由 下 列 不 等 式 所 定义 的 图 形 G: 
y 所- zx， 
y 字 Xx -2r++a, 

其 面积 就 不 小 于 4. 


i 


SY NI mH 


(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[ 解 ] 显然 G 中 点 的 x 坐标 满足 
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塘 兴 种 





nt 


27*—-2x+4a 太 0. Q) 
从 而 当 a > 请 时 ,G 是 空 集 , 当 a = 这 时 ,z = 六 ,由 此 立即 可 得 G 


1 
一 个 点 (=， 
是 | PE 2 


若 a < 广 , 由 Q@ 可 知 G 中 点 的 x 坐标 满足 


1 ww 
广 ) .于 是 当 a 之 时 ,A =0. 


1 1 
-VISr<FT+7 Vl- 


2 
有 以 下 两 种 情况 : 
(D)0< < 了 .由 0< 了 -也 vT-2a < 一 +7 Via < 
1 可知 G 中 点 的 y 全 标 满 忆 
(+l Vi 五 ) <y<- (+ -+ va) 
2 2 Y= \2 2 ， 
由 此 可 得 4A=1-2a. 
(2)a <0. 由 于 方 一方 Vi 死 往 01 过 本 + 二 VI-34, 所 
以 G 中 点 的 y 坐标 满足 
a -1 和 过 yy 所 0. 
从 而 A= (1-a) V1-2a. 
总 之 
0， a 之 方 
A= 1 - Za, 0<a< 了 了 


(1-a) Vl-2a, a<0. 
9.27 (i) 设 正 数 a,65,c 满足 
(a + b+c) >2(at+ b+ ec’), 
求证 :a ,b,c 是 某 个 三 角形 的 三 边 长 . 
(ii) 设 正 数 al ,az,…，,a 满足 
(at+eas+…+az) > (ni)(al+t+alt+: + as), 


其 中 宇 3, 求 证 ;1al,a2,…,aw| 中 任意 三 个 数 一 定 是 某 个 三 角形 的 
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三 边 长 . z 
(第 3 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1988 年 ) 
[证 ] (i) 由 假设 可 得 
2a252+282c+2c2a2 ~at-b—-c >0. 
将 上 式 左 端 因 式 分 解 可 得 / 
(at+bt+c)(a+b-c)(at+c~-b)(b+t+c—-a)>0. 
由 对 称 性 不 妨 设 a 宇 b 宇 c, 于 是 有 
bp+c-a>0, 
这 说 明 a ,5,c 是 某 个 三 角形 的 三 边 长 . 
(ii) 不 妨 设 n > 3, 由 柯 西 不 等 式 可 得 


(af 十 Q 十 二 Q2)? 


af + as+as at+cs+as » ， 2 
Tadt ta 
2 2 在 
(af + as+ as)* (af + + af)? ， 
Co 
4 4 
(af + a3s + C9) . 
一 (1 一 |) tt a] 
再 由 假设 
(n— 1)(af+att+adt+ +at)< (af+as+. + a2)?, 
所 以 2(at + as + a$) < (af + os + a3)?. 


于 是 由 (i) 知 al,a;,a; 是 某 个 三 角形 的 三 边 长 .再 由 对 称 性 可 知 ja ，， 
a2,…,an| 中 任意 三 个 数 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 边 长 . 
9 .28 求证 :满足 不 等 式 
SN > EE. 
i 一 上 4 
的 实数 的 集合 是 两 两 不 相交 的 区 间 的 并 集 , 且 这 些 区 间 长 度 之 和 等 于 
1988. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 记 R(zr)= >) ,显然 当 工 < 1 时 , R(x) 之 0. 对 于 上 
E 11,2,…,69|, 当 之 x 之 上 +1 时 , 易 知 R(x) 严格 单调 下 降 日 x 一 
k 时 R(X)—>+ oo,r-> (k+l1)HHR(r)—>- %. 
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所 以 存在 惟一 的 六 E (A++ 由 ) 使 得 R(x) = 六 且 4 < 二 
4 


5 
时 R(x) 之 <r<xrNHR(r) < 下 


记 = (k,x],k = 1,2,…,69, 用 1 1 表示 区 间 到 的 长 度 . 若 
x >>70, 则 R(x) >0 且 严格 单调 下 降 . 
由 于 x >70 自 x 一 70 时 RG(r) 一 + %,xz 一 + % 时 R(x)—0, 


从 而 存在 惟一 的 x7 满足 rzo > 70, R(x70) = > 且 70 < xz 所 xm 时 


a 


4 
R(z) 之 祁 ,zn < z <+% 时 R(xz) < 六 


记 In = (70,zn]. 于 是 不 等 式 》) -之子 的 解 集 为 性 
然 卫 , 12,…, 170 两 两 互 不 相交 且 

y， [hi= (rt rt + rpn) (1+2+. +70). 

记 QC2) = (x -DG Diz 70),P(z) = Q(7) - 
全 Q(x)R(x), 显 然 P(x) 是 首 项 系数 为 1 的 70 阶 多 项 式 , 且 zi,z， 
…, zn 是 它 的 70 个 不 同 的 根 . 由 韦 达 定理 易 知 zi+ zz+…+xm = 
(1+ ja+2+……+70), 所 以 


70 4 
Sh1= (Lt2+.+70) = 1988， 
k=|1 


9.29 设 实数 ziyzz,…z 满足 zt+ x 十 … 十 x% 二 1. 对 于 整 
数 上 上 宇 2, 求 证 :存在 不 全 为 0 的 整数 alyaz,…a, 使 得 | a, | 之 上 -1， 
i = 1,2,…,n, 量 
(k— 1)yn 

k*—l1 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 

[证 ] 记 S= 1(A1,h2, A) 1A; EZ,0NSk-1,i=1, 

2,…,2 .对 任何 (X41,42,…,2,) € S, 由 柯 西 不 等 式 可 得 


nn 


， 1 1 
0 过 > | Xx; | 太 (> 和 2)2( > zx) (kk-1)vn. 
一 i=] ] 


1 二 


| ayTi1 + a272 + + QT [< 
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将 [0,(k -1) vt- 工 等 分 ,由 于 S$ 中 有 如 个 元 素 ,从 抽 懂 原理 可 知 
存在 S 的 两 个 不 同 的 元 素 (41 ,42,，… ,4,) 1 ,42，… ,pu ) 使 得 





村 
2 | BD | x; 1 去 
A, 之 0 
今 -| +* .显然 al ,a;,…,a, 是 不 全 为 0 的 个 
— (A — pi),7T; <0 


整数 ,由 于 0 太守-1,0 亿 pk 一 1, 所 以 1a; |l 夺 &-1H 
1 Vn 
>» ai = [Dp 1 1|< A 
9. 30 已 给 5 个 实数 MO0y MI M2 U3 U4- 求证 : 总 可 以 找到 5 个 
实数 vo ,v1 ,v2 ,v3, v4 满足 
(1)u; oO 是 整数 ,i = 一 0,1,2,3,4; 


(2) 2 (vi~ vw) <4. 
(第 28 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 


[证 ] 令 v= 一 [uj,; 则 0 夺 w; < 1. 不 妨 设 
0 委 vo v0 Rv 人 1. 


0&i<j<4 
(1) 显然 成 立 ,以 下 估计 S, 大 用 0 代替 vo, 用 1 代 兰 wv, 则 SS 严格 增 大 ， 
又 
(1 — vi) + (vo vw) + (v2 — v1) + vf 
= 2v(2v1 —1~ v3 v2)+ (1+ v3+ v3) 
人 1+ w+ vw%， 
所 以 S<21+ v3 + vt (Lo va) + (1 wv) + (v3 — v2). 
注意 到 
227 + (1 — vw) + (v3 ~ v2) 


= 4v9 — 2v(l + v3)+1+ vw 





1 + 2 1 
4( m2 - | +1+ v3 (+ v3), 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1061 


> 


汪汪 




















1 i+wv 1 + v3 
于 十- 3 4 | 
代 | ”从 而 S<21+ v3+ v4) + 21 — v3) = 2(3v3 ~ 2v3 + 2). 
数 
才 和 


-ul 
(ii) 同 理 可 证 当下 vl v2 私 信 时 ， s < 4. 


(i) 车 vw 之 到 或 v4 去 二, 则 易 知 


3 
10 6 16 4 人 
somo 'gto’gtyog 
28 
= 一 所 4. 
9 < 


从 以 上 三 种 情况 可 知 只 要 5 个 v 在 一 个 长 度 为 1 的 区 间 上 ,将 此 
区 间 三 等 分 , 位 于 中 间 小 区 间 上 的 wv 至 少 有 两 个 , 则 s < 4. 硅 在 
] 


| 让, 拖 | 上 的 w 至 多 有 一 个 , 则 | 0, 二 ) 和 ( 三,1) 至 少 有 一 个 包含 的 


w 不 少 于 两 个 , 不 妨 设 为 | 0， 了 代替 |0， 于 ) 中 的 。 ,用 w+ 1 


2 


| 二 ,中 的 不 变 , 用 这 种 方法 所 取 的 5 个 数 显然 满足 (1), 包含 在 


全 ) 上 且 位 于 | ,全 | 的 至 少 有 两 个 ,从 而 (2) 也 成 立 ， 
9.31 设 0 达 pp; 太 1,i = 1,2,…,nn, 求 证 :存在 x € [0,1|] 满 足 


2 : 二 Sa(1+ 本 + 二 + ! } 








i |x-p,| 5 27 一 1 
(第 40 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1979 年 ) 
[证 ] 考虑 2n 个 开 区 间 I = (让 ,和 一),4 = 0,1,…,2n—1, 
2n 2n 


显然 可 从 中 选 出 2 个 ,使 得 所 选 的 任 一 个 开 区 间 不 包含 任何 p;. 用 
Xj(j = 1,2,…,n) 表示 所 选 出 的 开 区 间 的 中 点 , 令 d; =1 zx 一 p;1. 对 
任何 固定 的 i, 设 j,j2,…,j, 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 ,使 得 

di < dj, < “0 di 。 


由 于 所 选 的 开 区 间 都 不 包含 户 , 从 而 当 ”= 2& 为 偶数 时 有 
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< 全 4n :0 全 4n 











di 之 本 dy, 之 1 
3 3 
ds, 之 414 1 之 47 
了 2k—3 2R 一 3 
W277 4 47 
2R 一 上 
ds, > 4n 
无 论 何 种 情况 均 有 
" 1 1 .1 . 
3 " ntl 
了 =1 uy 2 2 i 1 


< gz 人 (1+ 本 + 三 1+ + 7 
由 此 可 得 


交换 求 和 次 序 得 到 
1 1 1 
> (1 “元 = 


j=1 i= 


于 是 存在 7 € 42 …,n|, 使 得 ， 
2 1 "1 1 1 1 
2 |x — pl -an(1++1 
9. 32 ”求证 :在 开 区 间 (0,1) 内 一 定 能 找到 四 对 两 两 不 同 的 正 数 
(a,b)(a 关 5), 满 足 
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3 六 


sep 
(1—- a)(1 -6)> 57 + 7 ab gp 
(第 43 届 捷 克 ( 和 斯洛伐克 ) 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 因为 a € (0,1),b5 € (0,1), 所 以 可 以 设 


a = cosa,b = cosph, 
其 中 a,B € (0, 开 ). 显 然 ,用 上 式 可 得 

ab + VvV (1— a’)(l— 六) = cosacosp + sinasinB 

= cos(a — 8B). 

将 上 式 两 端 平方 ,有 

ab? +2ab Vl -al)(1— 6b) + (1- a)(l— 6b) 

= cos (a — B). 

移 项 ,得 | 

2ab V (1 - a)(1l —- 6) = cos(a—-B)-1+a’+b’ -2ab’. 
两 端 同 除 以 2ab ,有 


一 EN - 加 人 OO 
wv(1 )(1 一 人 (a— Bp) D) +2 + b 


注意 到 当 0 <1a- P1< -5 时 ， 


cos(a — B) > 
从 而 有 
cea- 有 -1> 本 -1=- 末 ， 


这 时 ,题目 中 的 不 等 式 成 立 ， 
因此 ,在 开 区 间 (0, 三 ) 内 ,选择 4 对 两 两 不 同 的 角 (a,8), 重 得 0 


<la-81< 万 ,然后 取 4 对 两 两 不 同 的 正 数 (a ,2) ,其 中 a = cosa ， 
0 = cos8, 就 能 使 题 中 所 给 的 不 等 式 成 立 . 


第 2 节 ” 求 参数 值 与 最 值 
9 . 33 ” 试 确定 整数 a ,b,c,d,e,f, 使 得 对 任意 非 负 有 理 数 RR 都 
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有 | Rie pIR- I. 
dR“+eR+f z 
(第 1 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 令 民 一 号, 则 
ay4+bH+e-2d4-eW4- f=0， 
所 以 (a-e)Y4+(bp- /V+ec-2d=0. 
由 于 a,b,c,d,e,f 是 整数 ,从 而 
a=e,b= f,c= 2d. 
将 @ 代 人 原 不 等 式 得 
aR_ + bR+2d 护 
dR2+aR+B 
了 | RCR 1) + oCR 8 ~ Eo) 
dR*+aR+b 
由 于 R 是 有 理 数 , 则 R 天 人 .于 是 


<|IR- 泡 |， 











<IR- 宙 |. 











aR + 6b - Yd(R + 2) <] 
dR*+aR+b l 
了 3 
即 -1< 人 2 (24d(R+Y2) 。 | 
aR“+aRti+pb 
由 此 可 得 
— dR? — YZ2dR ~ Yd4d 
<0, 
dR“+aR+b 
2 + 2aR + 26 ~ dR ~ 4d >0 
dR*“+aR+b | 


于 是 d 关 0. 若 d > 0, 则 对 任意 R 宇 0 有 
,0 


dR? + (2a -~ YZd)R +26 -YA4d >0. 
| 1 
解 之 得 4 > 0,b > 条 da > > Fd _ VaQo - Wa). 


者 4 < 0, 则 对 任意 R 之 0 有 
| 


dR? + (2a - Yd)R +268 -4d <0. 
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2 





an 


解 得 d < 0.0< 本 汽 da< 卫 7 V2d + Vd(2b -V4d). ey 


易 知 若 整 数 a,b,c,d,e 请 足 四 和 加 或 者 满足 和 回 , 均 使 原 不 等 
式 对 任何 非 负 有 理 数 R 成 立 .例如 可 取 < =5=e= f=d=1,c= 
2, 或 者 wa = =e==d=-lc=-2. 
9 .34 求实 数 a 的 取 值 范围 ,使 得 不 等 式 
sin?x + coss x + 2asinzcosz 之 0 
对 所 有 实数 zx 成 立 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[ 解 ] 记 f(x) = sinox + costxz + 2asinxcosx. 由 于 
1 = = sin x + eo x) 
= sinsx + 3sint xcos x + 3sin2xzcos4z + coss x 


= sinox + cos x + 3sin xco8 x 
.6 6 3 :2 
二 snr+tcosrt tsin2z, 


所 以 f(x)=1- 二 sin22x + asin2x. 如 果 | a 去 元 ,出 


3 


3 
f(r) 之 1- Hsin2r -la 1 sin2z | 之 1- 字 一 = 0 


工 
4 
对 所 有 实数 x 成 立 . 反之 , 若 | a 1> 广 , 取 实数 x0, 使 得 asin2x。 = 
一 ja 1, 于 是 | sin2x01= 1, 和 县 


fo 


总 之 | a 过 二 7 即 为 所 求 ， 


9 .35 求 最 大 的 正 整数 7 ,使 得 存在 惟一 的 整数 满足 . 
8_ 7 


15 ~n+k ~ 13. 
(第 5 届 美 国 数学 邀请 赛 ,1987 年 ) 


+ > 与 ,从 而 有 





[ 解 ] 由 假设 得 局 > 


48n < 5S6k 2 497. 
于 是 问题 化 为 求 最 大 的 开 区 间 (48n ,49n), 使 得 这 个 区 间 内 部 仅 包 含 
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一 个 56 的 倍数 . 由 于 这 种 区 间 的 长 度 为 ,所 以 其 内 含有 n -1 个 整 
数 . 若 nn 一 1 宇 2x56 = 112, 则 区 间 内 至 少 有 两 个 56 的 倍数 . 由 此 可 得 
7 < 112. 
另 一 方面 , 当 = 112 时 ,由 于 
48 x 112 = 96 x 56 < 97 x 56 < 98 x 56 = 49 x 112, 
所 以 存在 惟一 的 & = 97 满足 已 给 的 不 等 式 . 
因此 ”= 112. 
9. 36 求 最 小 实数 c 使 得 对 任意 正 数 列 | x,| ,只 要 
XI 二 X22 十 于 十 丸 入 Xt1,7n = 1,2,3,… 就 有 
V Xl + Ar + 十 Vr, Se Vi + x t+ ws = 1,2,3,.: 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] 令 xz = 2", 则 
zj+z+…+t 21-2 壹 291 一 Turon 二 2,… 
对 任意 自然 数 nx 有 
vv 
VXI+ X22 + + 7 V2nr 2 
lim Vg = V2+1, 
-HDV21-2 - 
所 以 c 达 V2+1. 
以 下 用 归纳 法 证 明知 正 数 列 {zx,| 满足 
Ti+ X22+t + Tn = 1,2,3,. 
则 Vrt Vrat et Vr (Mt) Vr rt ta 
人 
对 任意 自然 数 nn 成立 .事实 上 当 n = 1 时 ,中 显然 成 立 . 设 当 n = 有 时 ， 
(D 成 立 .由 假设 可 得 
VIIt rt et Tt T+ VXIt + 
(VW +1) Va 
从 而 Van WitD)( Vit tt 
VX1+ e+ i). 





四 -过 为 
二 


由 于 


由 归纳 假设 可 知 
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Ean 


VRH Vet t Vr S(t) Vit ta 
于 是 MXit Mrit et Vr t Vetl 
CWI+t1) Vrtte +t ht er) 
即 当 % = 有 +1 时 ,Q@ 也 成 立 .由 名 推 得 c 守 V2+1. 
总 之 所 求 之 c = V2 + 1. 
9 . 37 求 最 大 的 实数 a, 使 得 对 于 任何 满足 < V7 的 正 整数 m 
和 都 有 


二 7- 一 . 
,2 


(瑞典 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 由 于 


GT- m? > 0， 
nn 、 


所 <7 -等 Se Im 
从 而 所 求 之 最 大 实数 

a = mini722 - mi;n,m €E N,H7n*—- m’ > 01. 
由 于 7n? 能 被 7 整除 , m? 被 7 除 的 余数 只 可 能 取 0,1,2,4, 所 以 在 有 
7n*: 一 m* > 0, 则 


712 一 Mi 之 3， 
于 是 a 宇 3. 又 当 n = 1,m =2 时 ,7 -mi = 3, 从 而 
Qo 二 3. 


9. 38 求实 数 A,B,C 满足 对 任何 实数 x,y,z 都 有 
A(r—y)(r—-z)+B(y—z)(y~- x)+C(z— rx)(z—y) 之 0 
由 
的 充分 必要 条 件 . z 
(中 国 国家 集训 队 选 拨 试 题 ,1988 年 ) 
[ 解 ] 在 名 中 令 x = y 关 xz, 得 C(z 一 x)* 之 0, 从 而 C 宇 0. 由 
对 称 性 可 得 
A 之 0,B 之 0,C 之 0. 四 
今 S=z-yi=y-z 则 z->z=s+zt, 且 @ 等 价 于 
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As(s +1)— Bt+Ct+(s+t) 完 0, 
即 As*+(A-B+C)st+ C0. © 
由 @ 可 知 ,@ 式 对 任意 实数 ;,t 都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
(A-B+C)-4AC<O0, 
即 A2*+B:+C 2(AB+ BC + CA). 4) 
于 是 ,@ 和 人 @ 就 是 所 求 的 充分 必要 条 件 . 
9.39 设 a 志 5<<c 是 直角 三 角形 的 三 边 长 , 求 最 大 和 常数 M ,使 








得 
1,1,1, M 
a p C 人 十 玉 十 CC 
(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1991 年 ) 
1 1 
[ 解 j 令 1= (aerotrc)( 一 + 二 + 一 外 风 
a pb C 
C bo C 
二 3+ 一 十 一 十 一 十 一 十 一 + 一. 
a a C pb 
由 于 了 芝 + 上 之 2， 
a b 
4.£ 2426 4254, 
C a C a C C 
bebe bp bo 
C b C p C C 
十 
所 以 15+4 姜 -4270 
Cc 
又 atb -V2a +b)_ 万 


~ 
Cc Cc 


从 而 I 之 5+3V2. 
当 a =6=1,c= V2 时 ,I = (+13) {2+ )= 5+3, 


于 是 M=5+3V2. 
9.40 ” 求 最 小 的 实数 a ,使 得 对 于 任意 其 和 为 1 的 非 负 实数 x， 
y,z 都 有 
2 2 2 CC 
az 十 六 十 zh) 二 之 3 + 7， 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1991 年 ) 
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和 
二 法 3 





[ 解 ] 令 工 = a(z2+ 兴 + 妇 )+Tz: 不 芒 设 z 委 ?< 魏 z, 令 工 一 


1 
代 +- 本 +bz= 本 +0 则 
教 
者 _L 工 二 二 00 坪 和 去 和 ,5 +D+0 =0 
3 和 9 全 (全 0 入 30 2 3 “ 
用 新 变量 01 02 ,03 表示 了 , 则 
1= 全 + 力 +a( 生 + 全 + 的 )+ 本 (02+0209+ 6361) + 


010203. 


由 加 可 知 8162 + 6263 + 6361 = 一 pi + 到 + 03), 从 而 


1 1 
1 一 扎 + 方 + (a 一 证 )(6f+ 红 + 863) + 616263. 
2 1 1 1 
车 a 过 9' 取 z=0,y= z= 2 好 61 一 一 3’02 = 03 = 6 
由 于 
(a -tH )(89 + 68+ 03) + 616283 
(二 过 -二 = 
< lot3/ 3.3% 
a 工 
所 以 此 时 了 < 3 + 37- 
2 2 
于 是 所 求 之 a 之 之 9: 4 之 9 时 ， 若 2 委 0, 则 由 四 可 知 016263 之 0， 
1 
> _ 
由 此 立即 可 得 1 之 二 3 + 37: 


设 5, 之 0, 由 61 = 一 (62+ 63), 则 


1 
I= 全 + 二 + (4 — ©)(283 + 263+26263) - (62 + 


= 所 + 志 +2(a -6265+ 


[ola 一 二 )- (6> 十 83) |5255 
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1 
由 a 之 了 可 得 a 一 二 之 记 , 又 从 四 得 0 过 +63=- 9 和 之 本 ,所 
a 1 
和 之 一 一 . 
六 7 人 32 


综 上 可 知 所 求 最 小 的 实数 a = 了 
9.41 设 al,az,…,an 是 给 定 的 不 全 为 0 的 实数 ,如 果实 数 ri 
，，,"… ,rs 使 得 不 等 式 
六 < (Pa - (Ta) 
对 任何 实数 zi ,zz，…，zn 都 成 立 ， 求 ri,r;,… ,rs 的 值 . 
(第 3 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1988 年 ) 


to | 一 


[ 解 ] 到 z = x2 = …= x = 0, 由 假设 得 
Dna> (Da)? D | 和 
取 zr = 2ar(k = 1,2,…,n), 又 得 
Pro < (a) @ 
四 和 @ 给 出 
a = (Bad)? ® 
由 柯 西 不 等 式 有 


Sra < (PA) (Daa), 
又 。 ,oa 不 全 为 0, 从 而 再 由 @@ 可 得 
S32>1 @ 
另 一 方面 , 取 x = ni(k = 1,2,…,n), 利 用 @ 和 假设 可 得 
Di<( S112)2. 
再 由 @ 可 推出 
<1 四 © 
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于 是 多 和 给 出 


代 Da=1. ©) 
由 二 和 人 @ 可 知 


2 工 1 
Do ne = = (2 
民生 丰 和 中 等 成立 的 条 人 则 有 实数 ,使 得 
一 = AQ ， k = 一 上 ， 2,: 
poms (Dd) 


天 一 | 


9。42 ”从 已 给 的 数 123456789101112…9899100 中 画 去 100 个 数 
码 ,使 得 剩 下 的 数 最 大 . 





,1 二 1,2,…,n. 


rr; 一 


(第 17 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1954 年 ) 

[ 解 ] 由 于 两 个 位 数 相同 的 自然 数 ,首位 数码 较 大 的 数 较 大 ,所 
以 先 画 去 50 以 前 不 是 9 的 84 个 数码 得 到 
99999505152535455565758…99100. 然后 从 所 得 数 的 第 6 位 开始 再 连 
续 画 去 15 个 数码 5,0,5,1,5,2,5,3,5,4,5,5,5,6,5, 留 下 接 在 后 面 的 
7, 最 后 将 58 中 的 5 画 去 .这 样 所 得 的 数 是 

999997859606162…9899100， 
显然 这 个 数 即 为 所 求 . 

9. 43 求 1,2,3,…,1962 的 一 个 排列 ai ,az ,a3，…,al92 使 得 如 
下 形式 的 和 达到 最 大 : 
| al~a2l+t+|la2~— a3|+ 十 | ai96l 一 Cl962 | 十 | al962 — a1 1 

(第 25 忆 于 新科 数 守 要 灯 匹 克 ,1962 年 ) 

[ 解 】 令 S=lali-as1l+laaz-as1l+…+laloo -a11. 若 把 绝 
对 值 符号 打开 ,S 可 写 为 2 x 1962 个 数 之 和 其 中 一 半 正 数 一 半 负 数 . 
这 些 数 的 绝对 值 取 遍 1,2,3,…,1962 且 每 个 数 被 取 两 次 .由 此 可 知 

S2982 + 983+ :+ 1962)— 2(1+2+:… + 981). 
于 是 1,2,3,… ,1962 如 下 形式 的 排列 就 使 得 S 达到 最 大 : 
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1962 ,1 ,1961,2,1960,3,…,982 ,981. 
， 、 19* + 66* 
9 .44 设 关 是 自然 数 .试问 , 当 上 为 何 值 时 ,A = 一 之 值 
最 大 . 
(第 29 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[ 解 ] 当 1 过 有 < 19 时 ,由 于 
k+l1 天 由 
19 -| 19 )- > 














(Rt+I)! \gt1l/ kl Ek!’ 
66°* = | 66 ) .的 66“ 
(k+ 1)! E+1/ RL k! 
所 以 Al > A 以 下 讨论 之 19 的 情况 .由 于 
(RE+1)IA — A = 19 和 1+66 生 1 — (k + 1)(19* + 66*) 和 
= 66*(66 — -1) -19(k+1-19), , 
> 0,19 委 有 扫 64; 等 
加 入 有 有 AA 0 es A 


由 此 可 知 当 有 = 65 时 ,A 取 值 最 大 . 
9.45 已 给 0 < al < az <<… < ;对 于 a1,a2,…,a; 的 任 一 
排列 pi,b2 ,Db,, 令 
M = JTls 十 二 
i= : 
求 使 得 M 取 值 最 大 的 排列 5 ,65,,…,b,. 
(有 罗马尼亚 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 邻 A 一 ala2…a，, 则 
1 nn 
一 alle " b;+1). 
由 于 (a; * 6; + 1)*= az， b? + 2a; ‘bitl 人 Rabtt+art+b+l, 
所 以 
(ab; + 1)& VvV(a? + 1)(5? + 1), 
且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 a; = 6;. 由 此 可 得 
M<AI[ C+?), 
且 等 号 成 立 和 >ai = 6;,i = 1,2,…,n, 即 当 且 仅 当 6 = a1,62 = Q2， 
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…,b, 二 ar 时 ,M 取 值 最 大 . 

9.46 设 实 数 a,b,c,d 满足 a*+62+c +d* 世 1, 求 
S=(atb)+(atc)+(atd)+(b+c)+(bp+da)+(c+ad) 
的 最 大 值 . 


3 


(第 28 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[ 解 ] S 志 (a+6b)4+(at+c)+(atd)+(b+c) +(b+a) 
+(c+d)+(a-6) +(a-c)+(a~-d)+(b— 
c) +(b—-d)+(c—-d)’ 
= 6(at+b+ct+dt+2ab +T2a2c2 二 2a2c2 十 202c2 
+2p2d + 2c*a”) 
= 6(ar*+b +c + dd) 6. 
车 a=b=c= d= 少 , 则 S = 6. 于 是 S 的 最 大 值 为 6. 
9。47 ” 试 求 如 下 表达 式 的 最 大 值 : 
rvVI-y+yvVi-x. 
(第 53 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,19950 年 ) 
[ 解 ] ”由 柯 西 不 等 式 可 得 
rvl-y+tyvV-r P(r +y)2- ry). 


再 用 均值 不 等 式 得 到 
[Irvl-y +y CE 
3 
若 z = 二 ,= 归 风 
xxV1I- 交 +yV1I -xz =1. 
于 是 所 求 之 最 大 值 为 1. 


9. 48 ”一 堆 石 头 的 总 重量 是 100 千克 ,其 中 每 块 的 重量 都 不 超 
过 2 和 干 克 . 以 各 种 方式 取出 其 中 的 一 些 石头 并 求 出 这 些 石 头 重 量 之 和 和 
与 10 千克 的 差 .在 所 有 这 些 差 中 其 绝对 值 的 最 小 值 记 为 4. 在 一 切 满 
足 上 述 条 件 的 石头 堆 中 , 求 a 的 最 大 值 . 
(第 42 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 任 取 一 堆 满足 题 设 条 件 的 石头 , 记 其 重量 分 别 是 zl, x,， 
2 不妨 设 x 之 xy 宇 … 宇 xz, .根据 4 的 定义 可 知 存 在 自然 数 k 使 
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得 

XZt+zot+ 十 之 10+ 过 且 Zl1+2zo+ + Xl 人 10-d. 
由 此 可 得 x! 守 zz 宇 … 宇 式 宇 2d. 义 0<z 夺 2,7 = 1,2,…,n, 所 
以 有 > 5. 于 是 有 


i0d xzi+ r+ x3t+ Xa4t+ rxsR10-d, 


10 
即 4 委 rE 
另外 , 取 55 块 重量 都 是 千克 的 石头 . 易 知 在 此 情形 下 4d = 


综 上 所 述 可 得 4 的 最 大 信 为 站， 


9.49 (1) 任 给 实数 aiyazyplyp, 和正 数 pzp,oly,gq2. 求 证 : 
在 2x2 和 矩阵 
altb! al 十 D2 
Pitq pr+d2 
22 二 DO a2+b; 
Pt+9ql p2+ gq;2 
中 可 找到 一 个 数 , 它 既是 同行 数 中 的 最 大 值 又 是 同 列 数 中 的 最 小 值 . 
(2) 任 给 实数 QR29 A O11 P22: , Db, 和 正 数 Pi; p23", Pm 
q1, 92， ,qn: 作 一 个 m x nn 矩阵 使 得 它 的 第 ; 行 , 第 ; 列 交 点 处 的 数 是 
4 
Pit q; 
求证 :在 此 和 矩阵 中 存在 一 个 数 , 它 既 是 同行 数 中 的 最 大 值 又 是 同 列 数 中 
的 最 小 值 . 


负 - 负 这 
二 站 溃 


(第 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 只 和 需 证 (2), 邻 

f(x) = Dax (Pi — ai),g(x) = Max (一 gi + b) 
由 于 pi,p2,…, pm ,91,92，…, qn 都 是 正 数 ,所 以 f(z) 严格 单调 增加 
且 lim f(x) =+ co ， lim f(x) = 一 ,g(x) 严格 单调 下 降 且 
lim g(x) =~ 0%, lim g(x) =+ co. 从 而 存在 惟一 的 实数 ro 使 得 

f(xo) 一 g(x0). 
由 此 可 知 存在 1 上 过 mw 和 1 牵 1 声 使 得 
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f(xro) = pero 一 CR — g(xo) =— gro + bi, 
即 zo = 全 “2 由 f(x) 和 g(x) 的 定义 可 知 
十 


PETOQO 一 4 一 f(xo) 一 8(X0) 之 QAO 十 0b;,] 一 上 ,2 
一 grro 十 bi = S700 7 一 f(xo) 之 pro 十 a;,? 二 1 ,2,.… ,Mm,， 





当 访 











a 十 已 
即 0 一 ! 所 ,对 于 任意 了 = 一 上 ,2，…，, 刀 ， 
Pret qi 可 pe + gi 
十 已 i 十 py 
XxX0 二 4 - ,对 于 任意 1 = ,2，……，777 . 


pst di < +g 
显然 全 一 To 既是 第 行 中 数 的 最 大 人 又 是 第 列 中 数 的 最 小 值 . 
9. 50 对 于 (1,2,… ,nn) 的 每 一 个 排列 S(n 宇 2), 令 f(S) 是 S 
中 每 两 个 相 邻 元 素 之 差 的 绝对 值 的 最 小 值 . 求 f(s) 的 最 大 值 . 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 设 n = 2 为 偶数 ,对 任意 *, 由 于 其 元 素 上 与 其 相 邻 元 素 之 
差 的 绝对 值 过 有 ,所 以 有 
f(s)k. 
另 一 方面 , 取 = (kk+1,1,k+2,2,…,2k,k), 则 f(s) = 上 ,于 是 得 
maxf(s) = k= 到 | 
设 n = 2&+1, 对 任意 ,由 于 &+1 与 其 相 邻 元 素 之 差 的 绝对 值 
之 上 ,从 而 f(s) 过 上 , 若 取 
S=(k+1,1l,k+2,2,..,2k,k,2k + 1), 
则 f(s) = .于 是 maxf(s) = = [三 | 
无 论 何 种 情况 都 有 max f(s) = | 三 
9.51 设 m,n EN, 求 112” -5"| 的 最 小 值 . 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1989 年 ) 
[ 解 ] 显然 112” - 5” | 是 奇数 , 且 它 不 被 3 整除 ,也 不 被 5 整除 . 
由 12” 一 5* 二 ~ 1(mod4) 可 知 12” 一 57 不 可 能 为 1. 
车 5" - 12”= 1, 则 由 
S — 12”*=5"=(- 1)"(mod3) 
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可 得 ”是 偶数 , 记 ?”= 2&. 又 由 于 
5” ~ 12” 生 - 2 二 2 (mod5)， 
从 而 从 和 2 一 12”= 1 可 推出 41 m+2, 即 x = 47 一 2. 于 是 
Sn 一 12” 一 S2* {24 一 (S* 十 12°*-1)(S* 122/71) 
> 5 +12:!1>1, 
矛盾 ! 所 以 5” 一 12” 也 不 可 能 为 1. 
综 上 所 述 得 | 12” -5”| 宇 7, 又 12 一 5=7, 从 而 所 求 之 最 小 值 为 


7. 
9.52 右 图 中 给 出 10 个 不 同 的 自 Dec dd 
然 数 a,6,c,…,k. 已 知 图 中 两 个 箭头 所 指 fh 4 +4 
的 每 一 个 数 等 于 位 于 这 两 个 箭头 始 端的 数 e/g , 
之 和 . 求 按 这 样 排列 的 4 的 最 小 值 . +t + | . 
(第 19 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1985 年 ) ai | 
[ 解 ] 由 假设 易 知 4 a+3(e+h)+ 上 上. + 


荐 e+h 宇 6, 显 然 d 衬 21. k 


大 e+ 有 六 = 5, 同样 显然 得 4d 完 20. 

者 e 二 及 = 4, 不 妨 设 e = 1,h = 3, 所 以 了 = 4. 

当 & = 2 时 , 则 i = 5, 由 此 可 推 得 a 写 6, 于 是 4 全 20. 

当 避 关 2 时 , 则 宇 5, 同 样 4 守 5, 所 以 4 之 22. 

耕 e +h = 3, 不 妨 设 e = 1,h = 2. 

当 a = 4 时 , 则 5 = 5,f = 3,c = 8, 从 而 有 守 7, 由 此 得 4 之 20. 

同样 可 证 当 & = 4 时 ,a 实 7. 当 a 之 5,k5 时 ,由 于 a 关上 ,所 以 
a+ 上 之 11. 由 此 证 明 可 知 无 论 何 种 情况 均 有 q 袍 20. 

男 一 方面 令 a = 4,e=1,h=2,k=7, 则 5b = 5,f = 3,i=9, 
c 二 8,g = 12, 最 后 得 4 = 20. 所 以 4 的 最 小 值 是 20. 

9.53 设 x,y,z 虱 是 正 数 且 x*+ y+ z*= 1, 求 











的 最 小 值 . 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1989 年 ) 
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[ 解 ] 记 X 一 Yi yy 二 2， 之 一 xz3, 由 柯 西 不 等 式 








2 
3 . 
A (Da) (Dv 
孝 1=1 ICVYL 一 
3 3 
才 < (> 3)(2 J xi(1 - x?) ) )， 中 

















3 2 
民 3(1 x?) 过 一 一 . 
1 2 7 X71) 3 5 
再 由 人 中 可 推出 
2 Xi 3V3 
i> 2 
另 一 方面 , 当 z = y= < = 总 时 
+ _ 343 
1-xzz 1- 1-z 2 
3 


于 是 所 求 之 最 小 值 为 一 一 
9.54 给 定 7 < N 与 a E [0,2] ,在 条 件 


ni 
> sin2z; = a 
i=1 


的 条 件 下 , 求 > sin2z | 的 最 大 值 . 
(前 捷克 斯 洛 伐 克 数学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[ 解 ] 由 于 > si = 4 ,所 以 


oz = 2 1- 2smm) = 1 — 2a. 
考虑 平面 上 n 个 单位 向 量 (cos2x; ,sin2x;),i = 1,2,…,n. 它 们 的 和 的 
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长 度 不 超过 ”, 即 

(Doos2n) + (Dsinmz) < 
于 是 

| Dsin2z |< Vi Cn -Za = 2 Vatn -a). 
另 一 方面, 车 取 


. /ja 
XI = X22 二 … 二 二 arcsin 7 
则 > ,sin2i 一 > 二 一 Qa， | > sin2zi| 一 ete 
i=1 i=1 i=1 i=1 
=2 Va(n—-a). 
因此 ,所 求 的 最 大 值 是 2 Va(n - ah). 
9.55 设 n 之 2, 求 乘积 x1x2… x 在 条 件 z 之 二 ,i = 1,2,.…,， 


2 ,与 xft+z+…+x2 二 1 下 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
(第 21 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1979 年 ) 
[ 解 ] 首先 求 最 大 值 .由 均值 不 等 式 可 得 


好 + 


< 
地 泪 如 


TXT 2 一 9 
天 7 
且 当 zi = mm = …= x = 下 > 下 (n 之 2) 时 等 号 成 立 .从 而 所 求 
Vn n 


的 最 大 值 是 2. 
以 下 求 最 小 值 . 任 取 满足 题 中 条 件 的 x1 ,xy，,… ,x . 令 


_ _. 2 2 l 1 
VE X12 一 X29) Yn-l = Xn-t + xh 本 一 
7? 


1 : 
则 六 之 证 = 1,2, nytt 1 


7 满足 题 中 的 条 件 ,进一步 ,由 于 


2 2 2 2 一 1 2 2 1 2 
Yn-IVn Xn-1Xn 一 二 (2 十 Zn 一 5)- Xn 


, 1\/, 1 
一 一 nl Tn < ? 
(< 
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所 以 TY2 ”2 一 11. < TT X21 


重复 这 个 过 程 n -1 次 可 得 





n—l -1 
数 112 之 (一 | [一 -一 2 
类 1 天 
_Y 1 一刀 十 1 
7 | 
Vn—ntl, 
显然 当 z = z= = 1 = 一 ,z= 一时, 上述 不 等 
式 中 的 等 号 成 立 , 所 以 在 题 中 条 件 下 , 乘积 x1x2…x, 的 最 小 值 是 
1 一刀 十 1 
7 
9 .56 求 


A= V(1264— zi 2) +ri +y t+ 
Vet ro ty t+ V+ rtt ytt 
zt + (948 — zi ~ rx) + (1185— yy) 
的 最 小 值 ,其 中 xz; ,y;, zi,i = 1,2,… ,nn, 均 为 非 负 实数 . 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 在 带 有 直角 坐标 系 的 三 维 空间 中 考虑 以 下 的 点 : 
B = (0,0,1264); 
AM = (x Wy TI + + 2 ), 





M1 一 (zl 十 Xs Yn-l 十 ys Tl 十 "十 1) ， 

M; 一 (x2 十 十 VY2 十 十 | 十 2 ) ， 

Mi= (xz1+ 十 yyL 二 1) 

C = (948,1185,0), 
显然 A = BMT+MM +…+AMMI+MIC. 由 三 角 不 等 式 可 知 
A 之 BC- V948: + 118$? + 12642 = 1975. 另 一 方面 若 取 Mi = M 
二 … 二 MM= B, 则 A = BC = 1975. 于 是 A 的 最 小 值 是 1975. 

9.57 设 明 数 f(x) = | cosr + acos2x + Becos3x 1, 其 中 a,8 是 
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实数 , 求 :M = minmaxf( x). 
(第 49 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 























_ a 5 \_ -3 4 
[ 解 ] 显然 几 志 )- | 有 i f(r)= 7 “了 
从 而 te: + -+ ) 
1 (85,0) ( 5,2)]- 
> 上 | ( 宇 +) ~ 272 |- 3 
于 是 得 到 。 M 之 与 ， © 
另 一 方面 , 令 a。 = 0,8 = 万, 则 
第 
f(x) = osz — eos3z = sz ~ 3 eon 易 知 
| max, | g(y) | = max g(y), 大 
其 中 g(y) = Sy ,因为 
/3 V3 3 -3| /3 了 
8(y) 0) 3\Y 1+ 2+ | 
所 以 当 0 过 y 达 宇 时 ， 由 入 + + 村 挟 械 可 得 
sy -el(2 <0, 
jy <1 时 ,由 池 + 字 y+ 六 之 卫 可 得 
sy- a(S)<0 
于 是 得 到 maxf (2) = Tax g(y) = s(2)= 2 
由 此 可 得 MB. GD) 


2 
综合 各 可 知 M = 


J 
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9.58 若 二 次 函数 F(z) = ar + ar+c 在 10,1] 上 的 值 的 绝对 
值 不 超过 1 ,试问 | a 1+12 1+1tc 1 最 大 可 能 的 值 是 多 少 ? 


代 (第 52 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[ 解 】 不妨 设 a > 0. 由 假设 可 得 
tcl 寺 1,lat+bt+t+e ll. (DD) 
车 5 守 0, 则 lal+tlbl+lcl=ia+bl+tlcl 


lat+b+t+cl+21c|3. 
车 65 声 ~ 2a, 则 a + 5 声 - 4a, 从 而 1 a 1! 志 l a + 5b | 声 2. 
由 此 可 得 |al+lpl+lcl 和 2+4+1= 7. 


车 -2 <5<0 则 0<- 2 < 1, 利用 假设 还 可 得 到 


2 
ro 
由 他 再 注意 到 | c | 过 1 可知 

bh4a(l + ce). (3) 
不 妨 设 a > 2, 由 人 a 推出 
-a-l-c 人 Lb-a+ili-c<0. (4) 
从 名 和 人 @ 可 得 
(at+l-c)b 4a(ll+t ce), 
即 a ~2(3+c)at+(1-c)<<0. 
由 此 可 知 
2<a<3+tct V(3+c)Y-(1-c) =3+c+ VEITe), 
再 用 | c | 过 1, 所 以 Ilal=a 委 8. 
由 图 推 得 121 委 V4a(l+¢c) 二 V8a 志 &. 
于 是 1al+181+lc1l 过 17. 
为 一 方面 易 知 max | 8z 一 8z + 工 1= 1. 从 而 al+lp8l+lcl 


的 最 大 值 是 17. 
9.59 设 x 宇 0,i = 1,2, ,nn 之 2 有 Dz = 1, 求 

2 Zrj(X; + x) 的 最 大 值 . 

YY (第 32 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 
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过 1. @) 








[ 解 ] 记 > 一 {Cris Tr2,°  Tn) ;Xi 之 0 一 1,2,… ,nn 且 7 一 
li,F(v) = >») XT (Xi 十 Zi). 当 n 二 2 时 ,显然 


I< jen 


1 
maxF (wv) = 一 ， 
nmE = 4 


目 当 zi = za = 小 时 达到 .考虑 4 之 3 的 情况 , 任 取 = (172,…， 
ZX, ) E z, 不 妨 设 Xl 之 X22 之 … > . 令 


TU 二 (zyZ2 Xl 十 zn 0), 


则 Exz 且 
好 一 之 
F(zw) 一 > ， HI 十 Xj;) + Dri( ri + Xn ) (Xi 十 Xn-! 十 Xn) 
7 i=1 


他 一 上 


一 >») rr ( Xi 十 Xj;) + > xp (x 十 Xn-1) 


Li<jSn-2 i=1 


ch 


下 一 人 一 2 
、 
十 > THra( xi 十 Xx,) 十 27，izy > Ti. 
i=1] | 


于 是 


一 2 
F(w) = F(v)+ rat 22 7 一 1 一 zy ) . 
1 


由 于 nn 宇 3,7x1 守 Xz 宇 … 之 ,所 以 
#2 ] 
2 人 本， Tal +t mm 3 
从 而 F(w) 庆 F(v). 由 归纳 法 易 知 ,对 于 任何 v€ x, 存 在 u = (a,b， 
0,.…,0) EE < ,使 得 
F(u) 之 F(v). 


由 此 可 得 所 求 之 最 值 是 二 , 且 当 7 二 x = a _...=x =0 时 
达到 . : 

9。60 设 ri ,zxz3ayz4 均 为 正 数 , 且 zl+ x2+ Xx3+ x4 二 x, 求 
表达 式 


. 1 . 1 . 1 . 1 
(2samz 十 一 5 2sin2 x2 十 | 2sin x3 + i 2sin* x4 十 一 3 一 
sin XI sin 2 sin’ x3 sin 4 
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的 最 小 值 . 
(中 国 国 家 集训 队 测 验 题 ,1991 年 ) 











代 [ 解 ] 由 均值 不 等 式 可 得 
1 1 六 1 
郑 Sin2 x; 十 = 2sin2xri + 一 一 一 二 之 3 ， 
“sm Sin x; i 2sin’ x; 2sin’x; 和 2sin2 x; 
4 2 
所 以 有 (2 Xj; 十 一 ;> 81(4sinzrlsinz2sinz3sinz4 ) 3. 


由 哨 数 f(x) = Insinx 在 (0， zt) 的 四 性 可 知 


. 。 ， 。 .4YI 才 T2 二 3 十 4 ] 
sinylsinzosiny3sinz4 < Sin a 


4 


从 而 I (2 + 一 )> 81 . 


;1 SIN’ x; 
4 . 1 
又 当 zi = zz 三 3 二 4 三 所 时 ,| (2amz + | = 81, 于 是 8] 
即 为 所 求 之 最 小 值 . 
9.61 已 给 自然 数 ”之 2. 求 最 小 正 数 4, 使 得 对 任意 正 数 ai， 
ca, 及 | 0, 了 | 中 任意 天 个 数目 ,p2，……,D ,只 要 
dl tt a; 二 +a, 一 pi+ b+ "+ o, 一 ] ， 
就 有 ala2mpma 三 alpl t+ aby 二 十 QD). 
(中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1992 年 ) 
[ 解 ] 由 柯 西 不 等 式 得 








从 而 
一 < 
i=1 Qi 
>a, 
i=!1 
M 
iM= aaaosA; = 一 ,1 = 1,2,…,7n, 则 
Wi 
MT LH 
HH < biA; 
ab; 人 
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V 
\ 
b= 


由 排序 不 等 式 ,不妨 设 bi 之 pb, 之 机 之 b, ,A 之 A, 
从 而 有 


DbA; OAL+t (1 b1)A,, 
i 三 1 
由 于 0 过 1 世 方 ,A1 之 Az, 所 以 
ni 1 1 
2 ba; 7 (Al + A;) = F(a + a2)a3'" a,. 
i=1 
再 由 均值 不 等 式 , 注 意 到 >》)a; = 1 可 得 
i=1 


- 1 1 -1 
A<7(71i) 
2 biA 2\7 一 II 














第 
1 1 n—1 记 
于 是 所 求 之 。 4 过 一 . 
2\ 1 一 1 外间 
_ < ] 1 式 
及 一 方面 , 当 al = a2 2{n 1 3 " 1 一 工 
] 
Dl= b= ,b= = b, =0 时 ， 
= 寺 ( 1 ) nn ; 
142 ”Cn 2 | 全 


所 以 A > 二 (一 )” 


综 上 所 述 得 4= 二 (一 ) ， 








2\n-1 
9. 62 求 最 小 正 数 和 ,使 得 对 于 任 一 三 角形 的 三 边 长 a,5,c, 员 
要 a 之 3 <“ ,就 有 


ac t+ bc- Ala + 6 +3c +2a6 — 46c). 
(中 国 国家 集训 队 测 验 题 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 易 知 : 
a + 6 +3 +2a0 -4 = at -c+2c + 2a 26 
= (at+b—-c) +2c(a+c-b). 
国 (a+b-c) +2c(a+c—b) at+b-c atc-b 


人 
I OO 
一 2c(a+pb—rc) 2ec Q 十 上 一 C 
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红 水 六 


由 于 4 之 证 (4+c), 所 以 a 之 二 (at6-c)+ 请 ,于 是 


a rb re 


由 此 可 知 











ac+bc—e 1 1 2V2+1 
az+pb+3c+2o -4 2 222-1 7 
2Vv2+1 

了 








即 


从 而 所 求 之 4 三 


actbc-ce = 2, 
az+b+3c+2o — 4b = 4—Y2, 
1 V2 YV2(4+Vv2) 2Vv2+1 


7 


于 是 所 求 之 4 之 2 


综 上 可 得 4 = 
9. 63 已 给 两 个 大 于 1 的 自然 数 n 和 疡 . 求 所 有 的 自然 数 ! ,使 
得 对 任意 正 数 好 | 2 ”过 六 都 有 
ar ) < mw > - = 一 


k=1 QK 
其 中 a + ak. 


(中 国 国 家 集训 队 选 拨 试题 ,1992 年 ) 


2Y2+1 
一 一， 


[ 解 】 易 知 
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| Sy 天 二 了 Sk-1 
由 于 当 大 ,"…,71 时 ,有 
1 ( / ) (k—-1) 
Se\ 2 Sk—1 





-| (Fr) st DG Da 


SSE 2 


+ Ck 1)2 (se -a)| 


ee ) 宇 ) 








2 2 
1 (+ ) |( 2 (: ) 1 
二 一 + 一 j= [一 +1| 一 ， 
SESk—1 2 + A Uk 2 人 
所 以 
好 2 于 1 2 
> (w+ RP)< (5S+1) > 一 -一 


k=| k=1 Uk Sn 
1 “1 
< 折 十 1) 2 ar 
显然 二 +1 过 mn 即 /之 2(m - 1) 满足 所 要 之 条 件 ， 
另 一 方面 , 当 !/ > 2(m 一 1), 即 /1 之 2m -1 时 ,可 以 证 明 存在 正 数 
Ul U2 CH 使 得 所 要 求 之 不 等 式 不 成 立 .事实 上 ,任意 给 定 dl > 0, 令 


i+2 
gp 一 2(& - 2(k— 1)* 1 天 一 2,3,.… ,7 
由 前 段 证 明 可 知 
! 2 9 2 
> (+ 二 局) (二 + 一 -于 
k=1 3 4 大 = Uk Sn 
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这 党 党 





教 
郑 (S41) -12 mt) -1= mtmt 1>m 
利用 柯 西 不 等 式 可 得 
IT 1 
7 < (Fa (2 i ak 
2 
加 1_ 0 


DE (to)> me 六 一 ， 
k=1 Sk k=1 Uk 

于 是 1,2,…,2(m - 1) 是 满足 要 求 的 所 有 自然 数 /. 

9.64 已 给 大 于 1 的 自然数. 设 a,b,c,d 是 自然 数 且 满足 


+5 ten, 
z 7 <1a Cc n 


求 一 + 二 的 最 大 值 
《中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1993 年 ) 
[ 解 ] 首先 设 <c + c = nn. 如 果 5,ad 宇 n+1, 则 


OC n 
bp ad 





如 十 工 
一 1] 
又 显然 有 ”一 < 一 一 + 


2 十 1] n nt+l 
所 以 不 妨 设 8 委 宛 . 
取 定 8(2 委 5 所 7). 当 ae =8-1 时 ,由 ae+ec=27 可 得 
Q 2-] n+1-b 
v a ov dad | 
从 而 为 使 二 + 二 < 1,4 的 最 小 值 为 di = b(n + 1 65)+1, 此 时 





<1, 
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已 一 n+l1-56 1 


十 于 -一 
当 a=pb-Rc=72+&R-pb 时 .看 & di 则 





a EC 412 一 AT OO 
bp dd b d b di 
k-1 -1 
再 由 b < di 从 而 入 ,于是 
1 
bk ntk- -obi ntlb_ _1 
b di b di bdi 
由 此 得 到 当 4 实 dj 时 ,有 
424+:5<1- 
bp dad bd 
若 d < di 时 ,由 于 
bk n+k-b mn 
+ 二 
b d al 
bp—-k ntk-5 pz 一 上 adl 一 1 1 
上 < 二 一 = 1 -一 -. 
所 以 b d ~ jp ~ bdi l bd 


Q 5d 1 _ a 
由 此 ,固定 5b, + 的 最 大 值 为 pd "人 ,在 a+ c= 


+ < 1 的 条 件 下 ,所 求 的 最 大 值 是 
1 i 
2 bl(b(nt+1-5)+1)) 
记 f(6) = 6b(b(n+l1-6)+1)=-3+ (n+1)b* + 5. 由 于 
flo+r1)— fF6)=~- 36 +t36+1)+ (nt+1)(26+1)+1 
=~ 3356+ (2n—-1)b+n+l. 
邻 二 次 三 项 式 一 365? + (2n -1)65+ n+ 1 的 惟一 正 根 为 5, 则 
-1 
b= (2n-1+ VOn 1+ In +1)). 
易 知 , 当 6 < 6 时 ,f(6+1)-f(6)>0, 当 6 > 6 时 ,f(6 +1)- f(2) 
< 0. 从 而 当 等 于 不 小 于 6b1 的 最 小 整数 时 , f(b) 最 大 .再 由 (2n - 1) 
+ 12(n+1) = 4n*+8n + 13 可知 
2n+2< V2n-1) +12(n+1)<2n+3, 
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地 法 湾 





六 


2n 1 2n 1 


所 以 3 + <5< 一 3 + 本. 
于 是 易 证 不 小 于 5 的 最 大 整数 是 | 他 + 二 |+ 1 

以 土 我 们 证 明了 , 若 a +ec = ms 十 = < 1 时 ,二 + 的 最 大 
值 为 


1 


和 +] 全 + 才 ]("-[ 各 二])*) 


1 
6 
由 于 此 数 随 x 单 增 ,从 而 它 也 是 在 a + c 扫 n+ 了 < 1 的 条 件 下 ， 


+ 的 最 大 值 . 


b 
9.65 设 u,v 是 正 实数 ,对 于 给 定 的 正 整数 , 求 u ,wv 所 满足 的 
充分 必要 条 件 ,使 得 存在 实数 ai 之 az 之 … 过 ar 过 0 满足 
QI 十 C2 二 十 Gn = Mt， 
QT 十 @3 十 … 十 @2 二 风 . 
当 这 些 数 存 在 时 , 求 ci 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
(加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ,1989 年 ) 
[ 解 】 大 满足 条 件 的 a1,a;,… ,a 存在 ,由 柯 西 不 等 式 可 得 
(ai 十 Q&2 十 十 a,)“ 去 n(a? 十 a3 十 "十 a ). 
又 显然 有 
(ail+ az 十 人 十 Go 六 之 二 人 十 和 十 0 
从 而 得 u,v 所 满足 的 必要 条 件 ; 
vu Rnv. 人 
”可 以 证 明 中 也 是 充分 条 件 .事实 上 , 若 @ 成立, 则 取 正 数 
0 = it 十 De 


由 于 ap -zx 委 (m 一 1)x 所 以 a 过 u. 知 n> 1, 再 取 
uUu—al 
nl 
则 容易 验证 CQC1 寺 CC2 十 十 CQ 二 U， 


C2 一 CC 一 ”一 CI 二 
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i 
~ < 
dl nl 
-1)(nv— us 
可 以 证 明 ai 的 最 大 信 就 是 < 全 一 上 下 一 .事实 上 , 若 
uti+ V(H 一 中 一 
取 ai > 一, 则 n>1 旧 
na? — 2ual+ u—-(n-1)v>0, 
即 (n-1)(v -a?)< (u- a). © 


车 有 as 之 a3 之 … 之 an 之 0, 使 得 
a2+a3st+'"+an = UT al 


a2 + as++as= vo- ai, 


则 由 柯 西 不 等 式 可 得 
( — ai) (no- 1)(v -al), 
与 @ 矛盾 . 


以 下 求 ai 的 最 小 值 . 设 alya2，…an 满足 所 要 之 条 件 , 则 对 于 任 


a + a? < (a; + a)’, 中 
a + a 人 Sat+a?+2(al— ai)(a1 ~ a) 
= af+ (ao + 一 at) 由 


若 n = 1 显然 2 = v 且 al = .考虑 nn 之 2 的 情况 .显然 有 一 三 a 


之 .车 存在 &E 11,2,…,n 一 1 使 得 a1 志 二, 则 当 ai+ a 全 a1 时 
使 用 @@, 当 a; + a; > at 时 使 用 四 ,重复 上 述 步 怠 有 限 多 次 可 得 


v= atast++as kat+(u— ka). ®) 
进一步 若 一 一 < ai 返 二 ,由 @ 和 二 次 函数 的 性 质 可 得 
,2 
v= aftagt "+a hatt(u- kha) eT © 


2 2 
由 四 可 知 一 世 v 世 局 ,显然 v= 二 的 充 要 条 件 是 4a1 = az = … 
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二 党 浴 





3 


2 
= as = 一 .车 4v > 所 , 则 存在 k€ 11,2， …,n 一 1 使 得 一 一 <v 声 


2 ” 
大 :可 以 证 区 
kut+ VkLR+ Dv wu] @) 


41 之 CERF) 
如 果 @ 不 成 立 , 则 存在 a1,a,,…,a, 满足 题 设 中 的 条 件 且 
Ht 了 一 Hu 
kut+ vk|l(k+1) ] 


a1 < p(k+1) 


2 
由 于 0< (4+ Dv 一 局 达 让 ,所 以 a1 世 一 .由 人 @ 可知 


vkaft+ (uu — kal)’, 
即 kl(k+1)af—2kuai+u -wv 守 0. 
再 由 uw 一 kt)(u 一 v)= kL(k+1)v-w]>0 和 人 @ 可 推出 
ku 一 VkL[(k+1)v— zx2] < u 








过 . 
«1 k(k+1) k+l 
于 是 存在 上 + 1 过 m 太一 1, 使 得 一 一 过 a < 一 .由 @ 得 
ni 
2 2 
v < 二 一 
k+l 


u” -~ 
与 v > -< 一 矛盾 ,所 以 @ 成立 











-ss 


ku + et VE 


ol k(k+1) 


Mri :和 < ,日 (RkR+1)af~2kual+u -v=0 即 


= ka? 十 (u ~ kal)’. 
人 41 二 2 一 Alat2 = = a = 0, 则 &|, a,， 
…, an 满足 所 要 条 件 . 


所 时 ,其 中 hE 11,2,… 
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7 一 1 ,Qi1 的 最 小 值 为 
ku + VRER[(k+ 1)v— wu’) 
kl(k+1) 
9 66 设 实 数 a 具 有 以 下 性 质 : 对 于 任意 的 四 个 实数 x ,zz,z3， 
z4) 总 可 以 取 整 数 Ai ,&2,R3,R4 ,使 得 
>, [(x; 一 k;) — (Zz; k)] a. 


li< jE4 
求 这 样 的 a 的 最 小 值 . 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1990 年 ) 
[ 解 ] ”对 于 实数 zx; 和 整数 ,i = 1,2,3,4, 令 


f= >) [rk)- (x -bk)}, 


则 所 求 a 的 最 小 值 为 : 
maxnug7, 下 
其 中 R 和 下 分别 表 示 实 数 集 和 整数 集 . 式 
3 
首先 取 zi = 0,z2 = 地 1 == 方 ,74 = 六 , 册 
1 1 1 1? 
f= | (kk) -二 | + | (ks 一 抽 ) -了 | + 
3 1 
| C24) 一 记 | + | (ee 人) 本 | 十 
1 1] 1 12 
CE 
经 整理 可 得 
/= 半 + 之 (局 一 下)2 3k hk)- (kk). © 


LT<c4 
在 中 中 , 若 ki 一 R2 一 k3 一 ka,; 则 了 = 六 .车 k1,k>, ks, ka 是 不 全 相 
同 的 整数 , 则 
2 
(k3— k2)* — (ks — ks) = (ee -已 -了 | -二 之 0 


2 
(ka — ki)? — 3k ki) = (三 -了 >-2 


同时 从 k1, Rs,R3, ka 不 全 相同 可 知 ,(&， 一 R1), (ks k1), (ka 和 k2), 
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0 淹 六 


(&A4 - &3) 四 个 数 中 至 少 有 两 个 为 非 零 整 数 , 所 以 
(&2 — Rk) + (3 一 大) 二 (一 有 2) 二 (AR 一 有 33) 之 2. 
于 是 对 任意 整数 Ai ,&2 ,上 3 ,&4 总 有 
2 (ki- kh) -3(k -kk)— (kk)0. 


li< js4 
1 1 3 
这 样 由 @ 可 知 , 当 Xl 一 0, x 一 4 3 一 4 一 4 时 ， 
nf 
Rf = 4 


从 而 所 求 a 的 最 小 什 必 不 小 于 地 


以 下 证 所 求 a 的 最 小 值 也 不 大 于 六 ,只 需 证 对 任何 实数 zx1,z2， 
站 3 过 4 总 有 
$ 
Mf S 二 © 
事实 上 , 取 k; = [zij,i = 1,2,3,4. 令 @ = x 一 名, 则 0 过 a;< 之 1, 相 
应 之 = > (qi - a7. 不妨 设 al 志 ay 过 qa; 过 a4, 令 


Bi= a2~ alsBi = a3- a2,B3 = a4—- a3,B4 = 1+al— aa, 
则 0 夺 B 志 1,B1+ B+ B+ B= 1, 
f=B+B+B+(B+pB) + (B+ B3) + (B+ B+ B,)?. 
若 取 = [zi = 1,2,3,k4 = [x4] + 1, 则 相应 之 
f=PB+B+B+(B+t+B) +(B+B) +(B + B+ B). 
车 取 = [zx],i = 1,2,k;3 = [x3] + 1,k&4 = 【xa] + 1, 则 相应 之 
f=PB+PB+PB+(B+B) +(Bt+B) +(B+ B+ Bi). 
若 取 i = [zi 和 = [zi;] + 1,i = 2,3,4, 则 相应 之 
f=B+B+R+t(B + Bh) +t(B +B) + (p+ p+ Bp). 
在 Ba = max{ Bi, B2, Bs, Bal 时 ,估计 
f=B+B+B+(B+B) +(B+B) +(B+B,+ Bs;), 
其 中 0 委 有 8 委 B， =1-(B + By + B3),i = 1,2,3. 为 此 ,计算 函数 
B(T1» T2383) = XI + 29 + xI + (rx1 + 72) + (x2 + X3)* + 


(zl + x2 + xa) 
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在 条 件 
0 之 rz 和 有 委 1--(zi+zz+Zzs) ii 二 1,2,3, G) 
下 的 最 大 值 . 任 取 (zi,zrz,z3) 满足 @, 分 以 下 三 种 情况 讨论 
(1)x2 = maxixi,7X2,X31. 由 于 gg 关于 x 单 增 , 且 0 和 x 三 


1 一 173 


,所 以 


1-x1- zx3\ 1+xi— x3Y” 
gr) St (Hs + + (| 


1 一 zi 十 1+ 工 1 十 
Zi 上 + |( 9 Ht) 
2 











1 一 2 
| a), 和 
2 2 . 让 
1 + x3 (2) 不 章 
2 +21| 一 
| 2 2 ; 
= 2(xf + x3)+1. 
由 zx2 = max|x1,.x2,X3| 可 推出 | zi， 二 一 3 ,x31 ,也 满足 @, 从 
而 
1 一 一 之 3 上 一 1 一 3 
0 dj- 
2 2 
] 一 ll 一 3 1 一 1 一 3 
0 过 Xx 三 1 站 


由 此 可 得 0 志 x1+x; 达 一 ,不 妨 设 0 之 xs 忆 也 .由 于 函数 h(x1,z，) 


1 一 
= 2(z + x3) + 1 关于 zi 单 增 ,又 0 过 zi 过 一 一, 从 而 





1 一 x 2 
g(raa rs) <2| | 3 ) + )+1 
20 ， 4 11 


-003 -0023 0， 


9 
其 中 0 之 x 志 垃 .再 由 首 项 系数 为 正 的 二 次 函数 在 区 间 上 的 最 大 值 必 
在 端 点 达 到 的 性 质 可 知 
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Se 涤 方 





11 5 S 
g(xX1, T2713) SE max 日 ， ,地 | = 地 
(ixz = max|x1,x2,x3|. 与 (i) 中 证 明 相同 可 得 


) 
1l- x x3 1+x2— x 
8(X1, X273) SE (一 人 十 X39 十 十 (一 3 + 


2 
] + x2 十 “ 
(zx2 + x3)* + 一 时 
2 
1 一 2 2 
-2 +2( 旦 ] 十 X93 十 十 (Xx2 十 3)< 十 


1 
本 (1 十 2 十 x3)” 

















11 5 11 X2 1X3 3 
tt 2+4,® 
1—x 上 一 并 
其 中 0 入 忆 科 一 5 ~- ,0x 亏 3 “ , 即 
1 一 3 
OS rE Emin ,] — 3x31. 3) 
1 1 — x 机 
RE 
(去 号 (一 3 5 .zz3) 1 工 -2 
3 2 3 4 3 6 
_ 23， 也 
2 4 
-2 4 ,1 
9”3 9g”3 9 
11 5 5 
< max 也 ,|= 六 
1 1 , 
有 有 全 73 人 要 :由 名 可 得 0 < x 人 1- 3x 再 用 由 得 到 


li 5 1 
gzZiy X27, C3) < 了 (1 一 3z3) 十 了 了 xz3(1 一 373) 十 3 十 7 一 


3 3 
3) 一 一 + 一 
3x3) 7 了 


= 20x$ — 16z3 +4 


1096 世界 数学 员 林 匹克 解 题 大 辞典 





8 了 | 了 
9 4 4 
(ii)x; = max(ziyzzyz3), 由 对 称 性 ,与 (ii) 中 证 明 相同 可 得 





<< max 


gztz2,73) 窒 本 


无 论 何 种 情况 都 有 g(x1,72,x3) 扫 二 .从而 在 B84 = maxi Bl 有， 
pp 的 条 件 下 ， 
f=PB+BB+BB+t+(B + eB) +(B +B) +(B+B+D) 
5 


他- 


于 是 易 知 在 我 们 前 面 列举 的 的 四 种 取 法 中 必 有 一 种 ,使 得 相应 之 
/ 入 村 ,所 以 加 成立 


办 党 
二 这 加 


综 上 所 述 可 得 所 求 ”的 最 小 值 为 > 
9 .67 设 )，” 是 一 个 固定 的 整数 ,7 之 2. 
(a) 确定 最 小 常数 < ,使 得 不 等 式 


ziai(z2+z2) sc( Dr)’ 


Ee 1 过 :所 - 


对 所 有 的 非 负 实数 zl,z，…zr, 宇 0 都 成 立 . 
(b) 对 于 这 个 常数 c ,确定 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 
(第 40 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1999 年 ) 
[ 解 】 由 于 不 等 式 是 齐 次 对 称 的 ,我 们 不 妨 设 | 宇 xz 宇 … 宇 蔗 ， 
之 0, 且 


Di, 一 1. 


=1 
于 走 ,只 需 讨论 
、 
下 (Za ) = Ti 十 yi) 


lj 


的 最 大 值 . 
设 T1929 dy 中 最 后 一 个 非 零 数 为 x ,1( 上 之 2). 将 
T= (Tx, TX, 0 ,0) 
调整 为 
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“x 一 (六 1 十 Xir1y0，……,0)， 


相应 的 函数 值 的 差 
F(x ) 一 下 Cr) 


£1 k-l1 
、\ 、! 2 2 
= D(xt rt) lx? + (rt zer1)’] — > zire(z + x4) 一 
i 二 |] = 1 


9 立 三 


-1 
。 2 
> rrr (x? — xk+1) 一 TTXk+r1 (Th + Xk+1) 


= 
并 一 了 
二 
一 reriri | 3Cz4 + Zh) DX 一 一 zh | 
i=! 
2 
TeTerlL3( x 十 Teri) ll A XA+1) 一 Xk 一 Th+t | 
一 RERTT HR 十 t+1)L3 一 4(e + Xe+1) | + 27rpTetl! 


因为 
1 
lxi+ Xt Xetl 之 了 (zh 十 Thr1) + XE + Tetl 


3 
2 


(ze 十 Xp+1), 


所 以 


Xk 十 Xhtl ss 


Ed 


wi 


从 而 有 
F(x )—- F(xr)>0 
因此 ,将 x 调整 为 x 时 ,函数 值 下 严格 增加 .对 于 任意 的 x = (x1， 
… ,XX, ) ,经 过 若干 次 调整 ,最 终 可 得 
F(x) 夺 F(a,b,0,.…,0) 
= ab(a? + b*) 


= 7 (2ab) (1 — 2ab) 
< 
8 
另 一 方面 ,我 们 有 
1 1 1 
ee 


因此 FCzi, za， va ) 的 最 大 值 为 记 ,从 而 所 求 的 常数 。= 书 ， 
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等 号 成 立 的 条 件 是 在 zl, zz,，…zw 中 有 nn 一 2 个 零 , 另 外 两 个 相等 
(相等 的 这 两 个 也 可 以 为 零 ). 
9. 68 求实 数 a 的 取 值 范围 ,使 得 对 于 任意 实数 x 和 任意 0 € 


oe 
1 


(过 +3+2singcosg)2+ (x + asing + acos0)* > 8 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] 易 知 原 不 等 式 等 价 于 


1 
(3 + 2singcos8 — asin8 ~ acosb) 之 本 人 


对 任意 0 € | 0, 了 | 恒 成 立 


由 QD 可 得 
a 3+ ?ngong + 了 
“> 一 二 ,对 任意 0E [0, 了 | © 
或 men- 对 任意 0€ | 0, 子 | 四 
人 nto 人 "2 


在 条 件 加 下 ,由 于 69 € | 0, 也 | ,因此 
1 二 sinb + cosg V2, 


3 + 2singecosg 十 4 5 1 
又 因 Sng ro0 (sing+cosb)+ 7 DB 


而 当 1 雪 x 过 人 时 ,F(z) = + > . 为 减 函数 ,所 以 


3 十 2singcosg 十 了 


max -一 一 -一 一 一 
6€ | 6. sing 十 cos 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1099 


2 


本 从 了 





ee 洛 六 


3 + 2sin0cose 一 了 3 | 
= (sing + cos0) 十 一 


sin0 + cosl 2 sing + cosg 
> /二 -上 
2 
D V6 ， ，，、、 
且 等 号 在 sing + cosb = 了 时 成 立 ,因此 


1 
3 + 2sinGcose 一 7 


main 
‘ls] noted ~ 
从 而 有 a 过 V6. 
综 上 所 述 ,可 知 a 之 也 或 4 过 V6 即 为 所 求 的 a 的 取 值 范围 


9.69 (1) 证 明 : 对 于 > 2, 都 有 
2 2 7 n*—2 





D213 

(2) 求 自然 数 a ,5,c, 使 得 对 任意 mn E N,n > 2, 都 有 
C 23-w 3-a n 3—a 

+ 一 一 + 一 一 < 从 0. 


(x 2)! 21 3! 7 1 
(世界 城市 际 数学 联赛 ,1996 年 ) 
[ 解 ] (1) 对 于 宇 2, 令 








2 7 1 一 2 
4 3 (二 + nl! ) 
我 们 先 来 证 明 ， 14, >2. 

导 。 _ 2 "62 242 
、 k+2 
入 d= k! 

(gk+1)*—2 

_k+2 (k+1)-2 

&k! (k+ 1)! 

_ (Rk+2)(kR+1)-(k+1) +2 
(k+1)! 
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(&R+1)+2 
(gk+1)! 

















由 数学 归纳 法 原理 ,对 于 之 2, 都 有 L = 2 2 
又 因为 对 于 > 2 有 
1 十 2 2 
Io S-Di 
2 
即 0< ad < 
所 以 原 不 等 式 成 立 . 
(2) 计算 
2 (二 + 
21 31 6! “\21 31 61 第 
时 发 现 , 当 a = 5 时 ,上 式 的 值 比 9 稍微 小 一 点 点 . 故 先 取 a = $,5 = 9. 九 
令 章 
3 22 n3—5 
e, 二 9 a 站 ) ,>2 
、、 n +3n+5 
可 以 证 明 @ = 一 一 ,nn 之 2 
ni 
2 3 1 2+2x3+5 
事实 上 ,e, = 9 Te 
、 k*+3k+5 
设 es = 3 
(k+1) -5 
于 是 etl 二 的 (RkR+1)! 
_ k++3k+5 (k+1)-~5 
k! (k++1)! 
K+D- [Ck+1) +(kR+1)+3)—- [i(k+1)3—5] 
(k+1)! 
_ (Rk+1) +3(k+1)+5 


(k+ 1)! 
由 数学 归纳 法 原理 可 知 ,对 于 自然 数 n 守 2, 都 有 


n+ 3n+5 
n= 
nl 


显然 ev > 0. 因 此 只 需 再 寻找 cE N ,使 得 对 于 nx > 2, 有 
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ec 
0 < Cn 2 
若 上 式 成 立 , 则 
n+3n+t+5 C 
nl! (n — 2)! 
它 等 价 于 n*+3n+5<ao(n-1),n>2. 
令 n = 3, 上 式 化 为 


,11 > 2,， 


ean 














23 < 6c， 
所 以 c 之 4. 
当 c =4 时 ， 
caf(z2 -1)- (n+3n+5)= 4n(n -1)-n -3n-5 
= 3n*— Tn-5 
= 3n(n -3)+2(n—3)+1 
> 0. 
因此 ,对 于 任意 自然 数 nx > 2, 都 有 
4 
en < Cr 2) 
从 而 ,对 于 a = 5,65 = 9,c = 4, 以 及 任意 自然 数 n > 2, 都 有 
C 23-a PB~a 13 一 4 
2 人 5 21 31 7 nl! < 


第 3 节 ”常量 及 整 变量 不 等 式 


9 . 70 不 得 查 表 和 使 用 计算 器 证 明 : 
sinl < log3 V7. 
(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 


[证 ] 显然 有 
. ~ TT _3_7 
sinl < sn = -7 < 8 
又 3 < 74, 则 
7 
sinl < © < logsV7. 
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13 5 7 9 1 
9。71 求证 :一 ， 7176 100< 1 10- 
(第 13 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1950 年 ) 
[证 1] 因为 
(生计 一 阁 ) 
2 4 100 
1 3..%9\/2.4 .9% ) 
< (3 4 100)( 弛 也， 99 
1 
”100° 
, 1 3 5 7 99 1 
所 以 2 4 6 8 100 、 10 
， 1 3 4 7 27 一 第 
[证 2] 令吉 = 了 Vr 4 
17 二 上 ,2， 生病 
出 Tul _ 1:3. 2n 2n +1) V2n+3 式 
Ty i . (2n + 2) 
2 ,4.6 24) 


1:3.5. (2 一 1 v2n+t+l 


(27 + 1)(2n + 3) 


YY 
21 十 2 


<< 1. 


由 此 可 知 对 任何 自然 数 有 zx, 过 x1 = 2. 
取 二 50 可 得 


LI 3 3 7 9 
7 过 


9.72 证 明 不 等 式 
2—- V2+ > 


2- V2+ V2 + V2 4 
其 中 分 子 的 要 号 比分 全 上 的 要 多 一 一 重 . 
(第 16 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1953 年 ) 
[证 ] 记分 母 上 的 根 号 值 为 a, 易 证 
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vla 


1 
J 


jw 





六 


1l<ua<2. QW 
由 于 分 子 上 的 根 号 值 为 V2 + a ,所 以 原 不 等 式 等 价 于 
2 -+ a 、 去 四 
2— V2+a 1 


~ -= 一 一 一 及 加 ,立即 可 和 立 . 
由 了 =- 太 及 站 ,立即 可 得 @ 成 立 


so 1 
9.73 求证 :16< 六 一 < 17. 
来 之 天 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1992 年 ) 
[证 ] 由 Vk-~-1< Vk< Yk+1 可 得 
Vk+ VEk-1<2vk<vVk+ Vk+l. 
2 Le 2 
VE+ VETI VE VE+ VETI 
即 2 VETI- YE) < <2 -VE 
于 是 对 任何 自然 数 ,nn 且 m 过 n 有 


2 atl- /nm) < DA /ml) 


从 而 


取 n = 80,m = 1 得 
30 1 可 
-一 >20v8l -1 = 16. 
之 天 ( ) 
取 n = 80,m = 2 得 
> 1+ > (而 
”一 三 上 十 和 80— 1 < 17. 
之 大 ( ) 
所 以 16 < 一 < 17. 
站 


9.74 试 比 较 下 列 两 对 数 的 大 小 : 
.2 3 
,2 3 
(1)22 次 33 n 一 1 次. 
(2)33 n 次 与 4 7 一 1 次 ， 


(第 38 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[ 解 】 记 
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.2 .3 


2 
2 


2 33 
A, = 二 2 nn 次 ，B,=3 n 次 ， 


CGC = 4 n 次 . 
(Dn =2 时 ,4A=4>3= Bi. 用 归纳 法 易 证 当 n 宇 3 时 ,A, < 
B,_1. 事 实 上 ,显然 有 
16 = A; < B, = 27. 
若 4, < B,_), 则 
Antil = 2% < 25-1 < 385,-1 = B,. 
(2) 可 以 证 明 当 之 2 时 B, > 2C,_ .事实 上 ,车 n = 2, 则 
B; =27>2C = 8. 
设 B > 2C,_1, 则 
Br = 3 > 3 = 961 > 2.4%-1 = 20,. 全 
9.75 设 al,as,…,aig8gs 是 1,2,…,1985 的 一 个 排列 ,将 每 个 数 。” 1 式 
ak 履 以 其 足 码 .求证 :这 1985 个 乘积 的 最 大 值 不 小 于 993. 
(第 48 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1985 年 ) 
[证 ] 不 小 于 993 的 a 人 恰 有 993 个 ,这 些 数 中 必 有 一 个 , 记 为 a,， 
其 是 码 1 实 993, 从 而 
na, 守 9937. 
于 是 要 证 之 结论 成 立 . 
9.76 求证 : 当 整 数 >> 2 时 ,(n1)? > nr. 
(第 21 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1958 年 ) 
[证 1 (x1)? = (na) (2 (10 一 12) (7 
.1 ). 
对 于 1 之 < 之 n, 由 (kk 一 1)n > (k -1 天 可 得 
k(n—-k+1)>n. z 
由 此 立即 可 得 (n1)* > wr", 对 于 任意 nn 宇 3. 
[证 2] 用 归纳 法 , 当 n = 3 时 ,显然 
(31) = 36>27=3. 
假设 要 证 之 不 等 于 对 于 nn = 有 (上 之 3) 成 立 , 则 
[TI = (1):(k + 1) > K(k+1). 
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1 \* 
再 由 (1 + 一 < 3 可 得 
[(E + TI > 3 (kt 1 > (kt), 


即 当 7h = kk + 1 时 要 证 之 不 等 式 也 成 立 . 
9.77 设 a,b,c,d,e 和 ff 都 是 自然 数 且 
pb > 7 > fF 
若 af -be = 1, 求 证 :A 守 b5+ 了 . 
(第 35 届 英 斯 科 数 学 碳 林 匹克 ,1972 年 ) 


六 泪 方 


[证 ] 由 假设 可 得 
d = d(af - be) = adf ~ bcf + bcf — hed 
= flad — bc) + b(cf - ed). 
再 由 ad 一 b> 0,cf~-ed>0 且 a,65,c,d,e, 部 是 自然 数 , 所 以 
ad -te 之 l,cf-ed 之 1. 
由 此 可 得 dp+F 
9 -78 对 于 大 于 1 的 自然 数 n 和 &, 求 证 : 


天 
> = > >= 


(前 民主 德国 数学 竞赛 ,1980 年 ) 





1 1 1 
[证 ] 令 Sn 十 本 
4 mm +1 m—!l + 2 n™ 
1 天 
则 S 一 > ， 了 二 > Ss, 
1 = 了 =] 
再 令 
1 
D1 一 一 十 -- 十 …… 十 
ln™ +1 2 2 《7 + 1)n™! 
有 一 
则 S。 = >,S，， 
/二 1 
mn"-l 1 


显然 有 Sp > 一 人 人 人 
! (1 二 1)7” 1 十 十 


1 、 对 
所 以 $= Ds,> DDH 3E 
i 


二 1 = i 二 2 
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9.79 设 p1, ps,…,p, 是 不 同 的 自然 数 ,而 且 均 大 于 1, 求证 


> 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1970 年 ) 
[证 ] 设 mm = max|pi,p2,… ,pj ; 则 


i 1 1 1 1 1 
-一 -一 (1=- 二 > 人 1 -一 -一 (11- 一 
4 村) 阿 | xz]>( az)(! 5 ) | 二 








2-1 3-1 m* -1 
二 3 
1 3 24 3 (7m — 1)(m+1) 
22 . 3 .4? » m2 
m+1l_I 1 1 第 
Tm 2 m2 刀 
9.80 设 r > 1, 上 是 正 整 数 .求证 :存在 正 数 ”使 得 当 > 7 章 


六 地 党 


时 ,( 关 一 , 症 ) 内 的 正 整 数 的 次 方 之 和 大 于 yy*. 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 取 正 数 使 得 
rm 一 max( 3, 一 一 ) 
r~ 一 荆 
当 mx > n 时 , 取 正 整数 x 满足 
-lu 人 < rr, 
则 ”>u-l>>m-2> rl. 
于 是 xx -1)€E(ri,A), 且 
(ul)k+w 守 uw-1+u>22r -3>2" > pp 
9 .8] 设 ciyaz，…anr 为 个 不 同 的 正 整数 ,其 十 进 制 表示 中 都 
没有 数字 9, 求 证 : 


(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 将 所 有 十 进 制 表示 中 没有 数字 9 的 正 整 数 排 为 51,5,， 
53，… 易 知 





a 


1 4 
一 ~ 一 十 十 , | 
其 中 < 一 1+ 本 十 本 8 .由 此 可 得 
"1 ( 1 1 = 
一 之 11+ 一 十 一 十 … 二 一 ]x10 
和 ! 2 3 8 
又 1+ 工 + 二 + 二 < 3, 所 以 
2 3 8 l 
二 tt 0 


dl UU? k=1 Ok 


9.82 设 m 和 n 是 两 个 互 素 的 自然 数 且 < m. 试 比较 以 下 两 


Pe 半 | 
之 大 小 . 
(第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[ 解 ] 由 于 
到 =| 秋 | 全 ,k = 1 2， 


其 中 是 整数 旦 0 反 岂 二 1 又 吕 7 互 素 ， 所 以 |ai， aa 是 
10 ,1,2，… "sR 1| 的 一 个 排列 .从 而 | 
对 m 对 km 2 
Ss 


A=1 7 k=17 


1 
= Tmt+1)- (rn-1) 
= m+ ml). 


同 理 可 得 D2 |= tm D(a) 


去 =] 


了 
9.83 在 mxm 的 方 格 宕 的 每 一 个 小 方 格 中 都 填 人 一个 非 负 束 
数 . 如 果 某 个 小 方 格 中 填 的 是 0, 那 么 这 个 小 方 格 所 在 行 与 所 在 列 的 所 


有 小 方 格 中 填 数 的 总 和 不 小 于 m .求证 : 表 中 所 填 的 所 有 数 之 和 不 小 
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2 

2 
(第 28 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1965 年 ) 

[证 ] 考虑 每 行 所 填 数 之 和 与 每 列 所 填 数 之 和 ,在 这 2m 个 数 中 
最 小 者 记 为 p .不妨 设 p 是 第 一 行 所 填 数 之 和 . 若 p 之 > , 则 要 证 之 结 
论 显 然 成 立 . 设 < 本 , 令 不 为 第 一 行 中 填 0 的 小 方 格 的 数目 , 则 > 
2 .通过 估计 每 列 填 数 之 和 可 知 整个 表 中 填 的 所 有 数 之 和 S 满足 

S(m-— pk+t(m— kp= m(k+p)~-2pk 


_1 2 1 
= m(k+p) 7 (P+hk)Y + (p k)’ 


神 兴 如 


_ 1 2_ 1 _m ,1 不 
一 57 十 > (pk) 一 7 (PtkR-m) = + 2p mm 
— 2k) 
2 
nm 
> > 


9. 84 对 任何 正 整数 cl,2zy aid, pp 03, 求证 : 
(alp2 + aib3 + a251 + azb3 十 ab + a3b2) 
之 4(ala> 十 Q2Q3 十 0 v2 十 b203 十 b301). 


2 


并 证 当 且 仅 当 字 = = - = 一 六 时 等 号 成 立 . 
(第 28 启 国 际 才学 并 林 匹 充 机 过 是 1987 年 ) 
[证 ] 令 二 次 函数 
f(z) = (br a(x ~ A) + (br a (br — a3) + (B37 
— a3)(bIx— al). 
如 果 要 证 的 不 等 式 不 成 立 ,显然 对 任意 实数 x 
有 f(x)>0. 
4 M1 4 42421141 23 

由 此 可 得 /2)= obs ( (和 2 )>0, 
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Q3 a3 CiV1a3 2 | 
3 pb | 一- -|>0. 
/| 6 (es b; 


代 2 2 2 
ul C2 Ql Q3 2 U3 
CC 
卷 人 人 | (9 b3 b> ba 
矛盾 ! 所 以 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
al a U3 
若 二 一 二 一 -二 由 
bi b> p 4, 见 


fr) = (op + b2b3 + bab1)(x 一人) 
于 是 ALz) 的 判别 式 为 0, 即 
(aip + aibs + asb1 + a20b3 + aab1 + a302)” 
= 4(a1as + aa3 + a3a1) (61b2 + bab3 + b301). QO 
反之 若 中 成 立 , 则 对 任何 实数 x 有 
f(x) 宇 0. 


不 妨 设 了 J 之 之 一, 则 
pi dE v3 


合作 - 和 人 - 名 < 
I pb» 3 pb» bl b» b; a 


从 而 /2 ) = 0, 由 此 可 得 于 ,< 中 至 少 有 一 个 等 于 经 不妨 设 2 二 
02 1 ek : O02 D] 
2 = .由 于 和 是 f(x) 的 二 重 根 ,所 以 
2 


aiby + aib3 + ab1 + a2b3 + asb! + a3b) 
066+660t60) 
注意 到 a = 401,4az = 和 82; 则 

Aba( bi + 6b2) = a3(D + b,), 


9 .85 任 给 县 然 数 &, 在 它 的 十 进 制 表 示 中 求证 :其 所 有 数码 之 
和 不 大 于 8k 的 所 有 数码 之 和 的 8 倍 . 
(第 34 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] ”对 任何 x € N, 记 S(x) 为 x 的 十 进 制 表示 中 所 有 数码 之 
和 , 易 知 
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s(a+ 5) 过 s(a) + s(5), 对 于 任意 a,bE€N. 中 
设 a 的 十 进 制 表 示 为 aja,-1…azal, 则 


ab = > as * 10*716. 
上 二 1 


由 外 可 得 sog) 委 Sa * 10*-'b) 


二 >》 aks(1041D) 
k=1 


= Ds ars) 
= s(a)s(b) © 
由 于 s(k) = s(1000k), 从 @@ 可 得 
s(k) = s(125.8k) < 5(125)s (8k) = 8s(k). 不 
9. 86 在 一 圆周 上 写 上 ”个 自然 数 (> 宇 3), 使 得 与 其 中 每 一 个 ¥ 一 
数 相 邻 的 两 数 之 和 与 该 数 的 比 都 是 自然 数 , 记 所 有 这 些 比值 之 和 为 . 
求证 : 
2n ss, < 3n. 
(第 18 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 将 半 个 数 依次 标号 为 zi,zz，……,z, 则 


沁 ] 十 3 二 十 定语 一 2 十 A 二 nl + | 十 Cy 十 2 


Sn 一 . 
TX2 Tn-l Xn Tl 
XI 2 X3 TX2 Xn-l 了 
于 是 ss， = (= + 于 外 车 +t)+ … 十 [= + 一 一 
之 了 7 1 2 3 Tn An! 
tn 十 二 
二 [一 十 一 
二 1 Tn 
之 271. 


以 下 用 归纳 法 证 5s < 37 


、 YZ2 十 X3 3 十 并 | Xl 十 六 2 
当 ) = 3 时 ,5 = 一 -一 + 一 一 一 + 一 一 一 


. 不妨 设 3 一 


ll] 革 才 3 


:入 2. 由 假设 一 一 一 是 自然 数 ,所 以 只 
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村 


(i) 2 2, 再 由 x3 = max|xi,Xx2, X31 可 知 zl = X2 = 73， 
X3 
所 以 53 =6<9. 
+ + 
(让 王 -22 -1 记忆 = 于 一 富 ,9 = 一 一 , 则 p,q 都 是 自然 
二 3 1 X27 
数 旦 


兴 演 六 


27x2 = ( -1)zxi2zl = (9 — 1)x2. 
再 由 zl 和 zy 都 为 正 , 所 以 了 王 - 1 之 1 一 1 之 1 且 
(p~-1)(g—-1)=4. 
车 p-1=4,g-1= 1 或 者 p-1=1,g-1=4, 则 s3=1+p+g 
=8<9, 若 p-1=2,g-1= zz, 则 s3=1+p+g =7<9. 无 论 何 


种 情况 都 有 s; < 9. 
设 当 n = 上 时 ,s, < 3k. 当 n= 上 +1 时 ， 
1 十 ZX3 RE-2 十 Xk Tel 十 Xk+1 ZK 十 Xl 
$4 二 一 一 一 + + + 一 + 一 一 一 
2 Xk—1 这 天 TEtl 
TE+1 十 X2 
证 | 


不 妨 设 zl = max{ zi1 ,Tz2 ,Xi ;T+11 ; 则 


TI 2+ Tl Tt 2 





Sk+1 一 . 
2 | Zk Tl 
XA-l+ Xl KR 十 xX? Tp-_1 十 XR+l Tet+ Xl 

Xk 1 Xk Tk+1 
Tatl 十 TX2 
Xl | 
由 假设 一 一 一 ~! 是 自然 数 ， 从 而 仅 有 两 种 情况 . 
| 十 区 ~ 
(1) 一 一 一 = 2. 再 由 zy1 = maxlxziyz ze 可 得 六 = 


E+l 


zl 二 X11; 从 而 zx1,x2，… 也 满足 题 设 条 件 , 即 与 其 中 每 一 个 数 相 
邻 的 两 数 之 和 与 该 数 之 比 都 是 自然 数 .由 归纳 假设 可 得 


XA-1+ Xl Th 十 六 2 Xp-1 十 RE+1 2 十 并 
gi 


A 1 渡 Tk+1 
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之 ] 


= 3k+2 < 3(k+1). 


Xl1 十 XR Tel tt Chatl Xa+l 十 X27 
(2) 一 一 =1 即 zi = Xi1+ XX. 由 于 一 一 一 一 ,一 一 一 
Xp+l 人 1 
Th- + TX! Xt 2 
自然 数 且 ri ,x2,…, 芯 ,Xi+1 都 是 自然 数 , 所 以 一 一 一 一 7 也 
1 
是 自然 数 .由 归纳 假设 可 得 
Sk+l 
XA-1 十 并 Xt+z 1 Tt TE Tl Xe+l + X22 
2 之 1 大 TE+l 条 | 
第 
Ttl A Xetl ™ Ak 
二 3 天 十 1 二 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 九 
Ek | 不 章 
= 3(k + 1), 等 
式 


即 Sp+l < 3( 上 上 十 1 ) . 
所 以 对 任意 自然 数 n 宇 3 都 有 5, < 3n. 


2 
9 . 867。 利用 公式 上 + 23 + + 中 = ( 开 二 | 证 明 :对 于 
互 不 相同 的 自然 数 ls 2 "3 Un 有 
D(a? + 4) >2( Da})’, 
并 间 等 号 能 否 成 立 . 
(第 45 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] ”用 归纳 法 . 容易 验证 当 ”= 1 时 要 证 之 不 等 式 成 立 . 假 设 对 
于 n = 上 不 等 式 成 立 . 当 区 = 有 +1T 时 ,不 妨 设 al< as 过 ……< 区 
ak+1. 由 于 
(> 3) = (2 ) + 2 2 + a 
再 由 归纳 假设 可 知 只 ! 需 证 
2ak+1 + Win Yee Sakrl + akrl: 中 
由 立方 和 公式 及 Ql < U2 < ak < Ut 可 得 
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a tt a1) 


一 二 (ai 一 1) ct 

又 2a81+azigatl 一 Ti at = atl+at 所 以 加 成 立 , 即 当 
n 二 此 十 1 时 要 证 的 不 等 式 也 成 立 . 

从 以 上 证 明 可 以 看 出 当 ai = l,az = 2,°%,a, = 7 时 等 号 成 立 . 


9. 88 对 于 自然 数 n 之 2, 求 证: 


N2N3N4V(n-1)vVn <3. 


(第 8 届 国 际 城市 际 数学 邀请 赛 ,1986 年 一 1987 年 ) 
[证 ] 可 以 证 明 更 一 般 的 命题 :对 于 2 过 m 过 nn 有 


NmNV(m+l)V"vn<mt+l. 
关于 mx 用 倒 推 归纳 法 . 当 mx = n 时 ,显然 有 
Vn<n+l. 


设 命题 对 于 mx = k(2 < 上 有 之) 成立, 则 当 mm = 有 -1 时 有 


V (R-II)DVEV VA < VERE TORTT < 
即 命题 对 于 mr = 一 1 也 成 立 .在 此 命题 中 取 六 = 2 就 得 到 要 证 之 不 
9.89 设 n EN, 求 证 : 


2 十 
Fal Mtr ta a. 


(第 13 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1953 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 当 n = 工时 ,显然 有 
2 7 
了 < 要 6 
设 当 nn = 上 时 ,要 证 之 不 等 式 成 立 , 则 


2 / SG 4k+ 
本 /Eri< Di< HVE+ VETI. 
~ 二 | 


红 滁 六 


经 简单 计算 易 知 
2k Yk > (2k -1) vRT+TT， 
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由 此 可 推出 
SRR+ /RTI> (+D VETI, OO 


又 经 简单 计算 易 知 
(4k + 3) Vk < (4k+1) Vk+l1, 


所 以 /< ET 
于 是 可 得 

EVE /ETT < /ETT OO 
将 @ 和 国 代 和 信人 中 得 到 

全 (+DVRETT<WT+ 人 + 和 + k+l 


第 
» 刻 
< + 大 下 和 
即 要 证 之 不 等 式 对 n = + 1 也 成 立 ,这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
9.90 对 于 任意 自然 数 ", 求 证 :于 + > (x1)”， | 
(基辅 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
n+ 7" 
[证 ] 由 于 (0D2= (2 Da DE ， 
、 之 nt+ly” (n+1) 
Wa 所 二 六 


{ 2 
显然 有 Ftl< + 


n° < 
从 而 3 + 27> (nl)". 
9.91 对 于 0 志和 71, 令 a,,b, 分 别 是 被 3 除 与 1,2 同 余 的 二 
项 式 系数 必 的 个 数 ,求证 :a, > b,. 
(加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 设 P(x) 和 和 Q(x) 是 两 个 整 系数 多 项 式 , 如果 P{x) - 
Q(x) 的 系数 都 能 被 3 整除 , 则 记 为 
P(x) 汪 Q(x)(mod 3). 
回 到 我 们 所 讨论 的 问题 .车 n = 0, 显 然 有 a, = 1,5, = 二 0. 若 n= 
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c，34, 其 中 为 非 负 整数 ,c E 11,2}, 则 
(1+x)" = (1+x)? (+r) (mod3). 
由 此 可 得 ,对 于 nn = c :3 有 
2, 当 c= 1， 
1, 当 c= 2. 出 
若 ?2=c .3+7, 其 中 & 为 正 整 数 ,cE 111,2i ,1 过 mm 过 2.3*71， 


a 


dn 一 Oo 一 





则 
(1 +)" = (+z)c3tms(I+z)= (1+az3a)c(mod3)， 
由 于 1 和 志和 <2 .3 1< 3*, 所 以 易 知 
2(a,, — b,), ec = 1 四 
CQ — by, 当 c = 2. 
对 于 任意 正 整数 ，, 则 ”可 表示 为 
六 cl 3 和 十 ca 3 十 十 cl 3 
其 中 让 > kz >>… > 之 0 均 为 整数 ,c; E 1 2 = 1,2,…,1,l 之 
1. 若 ci1,c2,…,c 中 有 贡 个 1,0 达 mm 过 71, 则 由 @@ 和 人 名 得 
an— b= 2”>0. 





dy b, 一 


、 1 1 、 
9.92 设 5=1+ 玉 +… + 一 ,求证 : 
nH 


(Dn(n+1)3<n+ts, n>1; 
(ii)(n 一 na <n-s ,n>2. 
(第 36 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1975 年 ) 


[证 ] (i) 由 均值 不 等 式 可 得 , 当 n > 1 时 有 
二 ( + 5;) = 一 ( (1+ 1D+ (1 + (+ 二 ) 





2 3 7 nn 
1 
= (n+ 1)n, 


所 以 n(n + 1) 之 n+ 5 ,对 于 任意 n> 1 
(ii) 当 nn > 2 时 ,由 均值 不 等 式 可 得 


i Ce Le 
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所 以 (Da < 
9.93 设 p 之 2 为 自然 数 .求证 :存在 自然 数 no, 使 得 


2 1 
2) >p. 
(第 29 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 





[证 ] 由 于 
= (k++ 1)? _ pp = |[(k 11) p+ 十 《天 DS 


p-l 
+ 二 


or 
好 兴 小 


1 1 1 
> [(k+1)s— kr]lpk 2», 


1 1 
所 以 p[l(k+1)p -kp]< Tk = 1,2,3,.… 
由 此 可 得 











了 和 kt k Yk+l 
因此 必 存 在 自然 数 no 使 得 
3 1 
rt k YkR+l1 
9.94 已 知 实数 a 满足 ao - a + a = 2, 求 证 : 
3< ac< 4. 





> pb. 


(第 14 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 显然 a 关 0,1. 由 于 
ae+l1= (ar+l1)(at—-a*+1) 


3 3 
. ~ a”+ 
-oa2+D .2 二 2 +a 
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- (ao2+1) .二 
a 


-ae 
所 以 a > 0. 再 用 均值 不 等 式 可 得 


ar+1= 2(a + 二 之 4 
a 


且 等 号 仅 在 a = 1 时 成 立 .从 而 有 as*+1 > 4, 即 
a* > 3. 
男 一 方面 ,考察 函数 
f(x) = 7 一 十 文 . 
任 取 1 过 < xz，, 则 


旺 洒 方 


f(x)— f(y) 
一 (x 一 vy) (x 十 ry 十 7* yr 十 my 不 ys 一 六 < 一 .yy 一 十 了) 
> (0. 


从 而 当 二 之 1 时 ,FAz) 严 格 递增 .由 于 


5 1 
25 > 3,23 >1, 
所 以 


1 1 5 1 
f(46) = f(23)=23-2+23>2. 


于 是 a 过 45 即 co 之 4. 
9. 95 (i) 求 证 :存在 不 全 为 0 的 3 个 整数 a ,5,c ,使 得 其 中 每 一 
个 的 绝对 值 均 小 于 102 ,县 
lat+ b+ey31< 10 1. 
(ii) 设 a,5,c 是 不 全 为 0 的 整数 , 且 每 一 个 的 绝对 值 均 小 于 10s. 求 
证 
[ae+pyv2+cyv31> 10721. 
(第 41 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1980 年 ) 
[证 ] (i) 记 
S= |r+ sy +t+iv3;r,s,t € 10,1,2,…,10° — 1}1}, 
则 S 中 的 元 素 有 10 个 . 令 4 = (+V2t+V3) 10, 显然 ,S 中 的 每 一 
个 元 素 x 都 满足 0 二 x < d, 把 区 间 [0,4j 等 分 成 10 一 1 个 小 区 间 . 


1118 世界 数学 奥 林 继 克 解 题 大 辞典 





根据 抽 层 原理 可 知 S # 必 有 两 元素 同 属于 一 个 小 区 间 , 所 以 这 两 个 
元 素 之 差 的 绝对 值 不 超过 一 一 , 即 存在 不 全 为 0 的 整数 ,5,c, 使 








i 
得 其 中 每 一 个 的 绝对 值 均 小 于 10, 旦 
d 
lat+ by2+ey3 < ei 
又 因为 
1 +Y2 +y3). 108 * 10° 
4 人 .+03) < 53.10 < 10-1 
10'8 -1 108 - 1 i08 — 1 
从 而 la+ bY2 + ey31l< 10- 


(Di 记 pr=atby2+tey3,pr=at+bV -ey3,py=a-bv 
+ CY3,ps = a 一 6V2-cV3. 由 于 a,b,c 是 不 全 为 0 的 整数 ,所 以 易 证 
Pi P2, P3, DP4 均 不 为 0. 又 经 简单 计算 易 知 p = pip;p;ps 为 整数 ,从 而 
| p l=|1 pip2p3pa 之 上 
由 假设 | a 1< 108, 1651< 105, cec 1< 105, 所 以 
Lp 1< 10 | p31< 10,1 ps1< 107， 


和 
钴 六 入 


1 
于 是 | 站 这 一 一 一 一 > 10721， 
之] p27rpaps | 
即 lat+by2+ey31> 10°2. 


9.96 设 自 然 数 有 ,1,m,n 满足 &k<li<n<n,H im = kn, 
求证 : 
nk 
( 2 ) >4+2. 
(第 26 届 独 联 体 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 设 /= 有 +a,m = 二 上 上 +5, 则 a,b 都 是 自然 数 , 且 a < 5b. 
由 于 
kn = bm = (kta)k+ ob) kt (atb)kt ab, 
所 以 & | ab. 由 此 可 得 ab 守 上 .于 是 
nk=atbte >2VB+1>2/+1. 


显然 当 & > 3 时 有 
2VYk+1i>2 Vk+2, 
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从 而 n—k>2vEkh+2, 
2 
2 ) >k+2. 


2 
若 有 = 1 或 2, 则 1 > 之 6. 


若 = 3, 易 知 lm 守 24, 所 以 nn 宇 8. 


_,\2 
无 论 何 情况 均 有 (2) > +2. 
9.97 设 mw 世 都 是 自然 数 .从 |1,2,…,n) 中 选 出 六 个 不 辐 的 
数 al ,a2,… ,a ,使 得 如 果 a + a; 委 ), 则 存在 a 满足 ai + w = ai. 求 
证 : 


即 ( 


es 汪 六 


| 


Ta tan nt 
m 2 
(第 35 届 国 际 数 学 身 林 匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 不妨 设 al < as < … < a ,可 以 证 明 
di Ta tl 人 nt+1,i= 1,2,,m. QD 
事实 上 , 若 存在 1 委 i 志 m, 使 得 中 不 成 立 , 即 
Qi 十 Qi 人 1. 
不 妨 设 ; 委 六 -+1, 从 而 
oa nl = 1,2,.,1. 
由 假设 可 知 存在 mm 一 i+1< ki 之 < 之 … < 上 ,使 得 
Qk = Qi 十 Qi = 1,2, ,i, 
但 是 ”a0i12,…,a, 仅 有 i 一 1 个 ,矛盾 ! 
由 可 得 


2(ai 十 Q2 十 ”… 十 a ) 





一 (al 十 Qa ) 十 (as2 十 am_1) 十 "十 (an 十 a1) 


宇 m(n+ 1), 
a 十 a 十 “和 十 7 十 
所 以 1 2 a 之 了 上 
m 2 


9.98 设 Al,A,,…,Az 是 29 个 由 某 些 自然 数 所 组 成 的 集合 . 
对 于 1 科 和 妥 29 及 自然 数 zx, 定义 
N,(zx) 一 A, 中 入 : 工 的 数 的 个 数 ， 
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N(x7)= ANMA 中 寺 x 的 数 的 个 数 . 
如 果 N;(xz) 守 zx/e,i = 1,2,…,29, 其 中 e = 2.71828… 求 证 :至 少 存 
在 一 对 i,j(1 过 i < j 委 29), 使 得 
N; (1988) > 200. 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ， 1988 年 ) 
[证 ] 不 妨 假定 Ai(1 志 i 声 29) 中 的 元 素 均 志 1988. 由 假设 得 到 


N (1988) > 38 = 731 .3 1 = 1.2 29， 
他 


从 而 不 妨 设 Ni(1988) = 732,i = 1,2,…,29. 
对 于 1 过 i 过 29,1 过 i 过 1988, 令 
0, 若 j CE A,, 
1988 
则 2 = 732,7 = 1,2,° ,29. 


如 果 对 任何 1 过 i 之 7 过 29 都 有 
N,(1988) < 200， 


站 入 为 
说 


那么 
29 1988 29 29 
> > > - 2 2 Ne(1988) 
s=1 r=1 /=] + 二} 
- >， > ,Ne(1988) + > (1988) 
s=1 ts 
< 29 X28 x 200 + 29 x 732 
= 29 x 6332. 
另 一 方面 ,由 柯 西 不 等 式 可 得 


29 29 1998 


1988 29 29 1988 29 7 
> mm = 2 = 2 (Dn,) 
5 :=1] =| s=] := j= :二 
S05 (D3) 
> ~ ” 
之 上 


(29 x 732)? 
=- 1988 > 29 x 6332. 


于 是 得 到 矛盾 ! 所 以 存在 1 记 i < j 二 29, 使 得 
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N, (1988) > 200. 
.9.99 设 6(x) 是 正 整 数 x 的 最 大 奇 因 子 .对 于 任意 正 整 数 x， 


9 内 六 





< 1. 
“(第 32 居 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1971 年) 
[证 ] 记 S(z)- 六 全 全 ,显然 *(ID) = 1. 由 于 


2m + 1)= 2m+1,6(2m) = SC )， 


所 以 SortrD = SI HtD -sz)+l 








2 二 1] 天 27 + 1 
< {2m) "2m—-1) 1 
5(27) = 之 2 +" 之 27 -1 2 S(7)+ x 


全 FSC -3 二 用 六 可 


0 < F(z) < ,对 于 任意 EN. OD 
事实 上 , 当 二 二 工 时 , F(1) 一 S(1) - 亏 一 了 ， 显然 中 成 立 . 设 


1 和 xx 委 4& 时 ,成立 .分 两 种 情况 讨论 : 
(Dk 为 偶数 , 则 有 之 2. 由 于 


Fl(k+1)= ee 


又 F(k) = S(h) -Sh = 
所 以 F(kt1)-= 


由 归纳 假设 可 知 je 
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由 归纳 假设 0 < F(42+)< 三, 所 以 


0< FE+D< 二 < 二 
综合 (i) 和 (ii 两 种 情况 可 知 , 当 nn = 有 + 1 时 ,名 也 成 立 .因此 人 @ 对 于 
任何 x € N 都 成 立 ,这 就 证 明了 更 为 精确 的 不 等 式 . 

9. 100 ”已 知 数列 ir,! 满足 r = 2， 


r= rr ttl,n = 2,3,.…: 


如 果 自 然 数 al,a;,… ,a 满足 


1 1-i1 1 ,il 
和 Uy r] r2 六 
(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1987 年 ) 
[证 ] 首先 ,用 归纳 法 易 证 数列 1x,,} 满足 


1 1 
二 ,12D 
ri 六 P72 


二 A 
以 下 用 归纳 法 证 明 诛 不 等 式 . 当 nn = 1 时 显然 原 不 等 式 成 立 . 设 原 
不 等 式 对 于 n = 1,2,…, 上 都 成 立 . 任 取 自然 ci ,a;,…,apri ,不 妨 设 


] ] ] ， 
al 夺 ad2 入 一 太 a41. 如 果 一 十 tt < 1, 由 妇 纳 假设 可 知 
2 k+l 


A 
二 











ul 2 rl 三 > 
二 + 上 二 工 1 工 ， + 
ul C2? Ct ri [i Mk 
用 反 证 法 证 明 对 于 CCd2， y+l , 原 不 等 式 也 成 立 .和 荷 不 然 , 则 
1 
1 ] > L 人 
ul 7 QAg+l riI 产 7 7 十 ] . 


- ari) ,并 将 @@ 式 乘 以 ai41 ,然后 相 加 可 得 
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| 1 1 1 
> (= 二 二 je 一 ai+1) 十 去 十 二 二 je 
二 Ta ai 














1 ul k+l 
代 | 1 1 1 
一 十 十 一 一 Ci 十 一 十, + 一 一 | 。 
> > (7 ja 2 (; 二 je 
经 化 简 得 到 
A 
CQ1 U2 Uk+1 ri r2 7 +1 
即 
rl 72 rk+l 
由 均值 不 等 式 
| 
rl 72 rk+!l | 
| 1 1 
所 以 1 - 一 一 > 1] -一 一. 
六 1 大 2 ”+ QI1C2 CR+1l 
由 人 得 
ll 
dl102""" Qk+1 rl "2 Tk+1 
1 1 1 
由 于 一 十 一 二 "十 < 1 ,又 alyaz ,al 都 是 正 整数 ,从 而 
Ul! 42 CR+1l 
11L< 1 
(| 人 2 Qs+l R12 Ap+1 
于 是 有 
1 li l ， 
us U2 Ap+l r] 六 2 re+l] 


与 @ 矛盾 ! 所 以 @ 不 能 成 立 , 因 此 原 不 等 式 对 于 n = &+ 1 也 成 立 . 
9. 101 对 每 个 正 整 数 x > 1, 求 证 : 
+ 





< HL 一 天 天 一 十)+ 4. 
i 条 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 


nl(n 1) -1)< > 
[证 ] 显然 


2j+1=(j+1)- 2， 
因此 由 上 式 及 算术 -几何 平均 不 等 式 可 得 
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全 j =1 六 
CI 
一 EF 
2 
12 2 n” 
>n": 
12 2 n” 


n(n+1)s -1), 
于 是 ,求证 的 前 一 个 不 等 式 成 立 . 
下 面 证 明 求 证 的 后 一 个 不 等 式 .显然 ,只 需 证 明 








第 
“27 二 +1 
n+4— >， 一 >n*:n n-l (D 不 
j=1 J 等 
事实 上 式 
27+1 2;+1 
n +4 > 全 =4+ (1- | 
j=1 J j=1 J 
n 1)*— 
4150 ) 2 
1=1 J 
(jC— 1) "1 
j=1 J j=1 J 


其 中 





通过 引信 参数 有 > 0, 我 们 有 
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然 站 总 





1 
4k \n-! 
>i_pg+n-1). (= ) 
4 711 
= 
今 
-工人 n ) 
k= 4 (mi ， n>l 
于 是 


(n ~ 1) (4k)7 = 712， 
将 以 上 两 式 代 人 由 ,得 


1 一 二 


nH 、 2 如 一 上 2 
2 Uy -1 > 二 - 二 (一 ) 十 天， 天 nl 
了 = 4 4 


注意 到 





(二 ) = (1+ A ) <e<3, 
其 中 “为 自然 对 数 底 .因此 ,由 @ 得 
G—D 2 1 


>n'n "1 
将 四 和 国人 名 得 


27 十 1 2 
n+4- D+ ann 
J . 


j=4 


| 一 


2 
. =n.N nl. 
因此 ,Q@ 成 立 ， 从 而 求证 的 后 一 个 不 等 式 成 立 
9, 102 证 明 ; 
1 S11.3.5....197_1 


199 “24°6'.'198 < 4: 
(第 29 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[证 ] 令 
1 3 5 1997 


二 一 一 "46 


“1998 ， 
将 p 中 各 分 数 的 分 母 都 加 上 1， 其 值 显然 变 小 .因此 有 
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一] 





1] 3 3 1995 1997 ] 


一 





P73°5 7 1997 1999 1999 
另 一 方面 ,我 们 有 
， 1:3 3:5 5.:7 1997:199 1 
27 4 6° 1998? 1999 - 
注意 到 
kk+1 
4 ,1998, 
因此 得 
1 1 
2 _ 
Pp < T1999 ~ 本， 
1 
P< 


第 4 节 ”一 元 函数 和 三 角 不 等 式 


9. 103， 对 1x1i< 1 和 整数 衬 2, 求 证 : 
(1— xr)”"+(lt+ 27x)" < 2". 
: (第 15 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 当 mn = 2 时 ,显然 有 
(1-x)2+(1+z)n -2+2zx2<22. 
设 当 nn = &-T 时 ,要 证 之 不 等 式 成 立 , 其 中 & 之 3. 
当 n= 上 时 有 
(1 — xr)*+ (lt+ xx) 
= (1— x) t+(l+x)t + ZL(1 + XT) 1 (1l- x)* 1]. 
由 归纳 假设 (1- xz) 和 -t+ (1 + < 2 和 1 
又 由 1x1< 之 1 可 知 - - 
[x[(+ zx) or) il+rx) li+(l rx)*! < 24 ， 
所 以 (1 ~ x): + (1+ x)* < 24， 
即 当 n= 上 时 ,要 证 的 不 等 式 也 成 立 . 
9.104 设 f(x) 定 义 于 [0,1] 且 f(0) = f(1) = 0. 如 果 对 于 
任意 不 同 的 ri,zz E [0,1], 都 有 1 f(x2) -f(zx1) |<1 x 一 x |, 求 
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证 :1 f(z2) -f(z1) 1I< 


(中 国 高 中 数学 联赛 ,1983 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 i” < 2z2? 入 |. 


大 |x2-xl < 请 , 则 由 假设 可 得 


六 


fz) - f(x) 1<1 x -x 


若 1z -zl> 二 ,再 由 0) = f(1) = 0 可 得 


| f(x2) — f(x1) 1 =| f(x2) ~ FL) + f(0)— fx) 
I F(z) - FO1) 1+1 f60) - rzi) | 


< x+ 


=1]1 -|x2— Xi|< 


9.105 设 a,6 是 实数 使 得 不 等 式 
aeos + peos3 >1 
无 解 .求证 : 1 6 [所 工 . 


1 
7 


(第 15 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 . 设 151> 1, 取 


1 ww 上 
3 
7Z2 一 梧 开 1 


由 于 ”acosx + becos3x > 1 无 解 ,所 以 


acosri 守 0, acosrz 委 0. 


又 0<xzi< 本 全 <zm< r, 从 而 cosxl > 0,coszy < 0. 


由 此 即 得 a = 0. 显 然 当 1851> 1 时 ,bcos3x > 1 有 解 ,引出 矛盾 1 于 
是 12 过 1. 


9 . 106 求证 :存在 惟一 实数 对 (p,9) = (~ 1 :22 )， 使 得 不 
等 式 
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2 一 1 
i 


2 
对 任意 x GE [0,1j 成 立 . 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 对 于 任意 的 zxE [0,1j, 记 > = sin0， Vv 1 一 zx? = cosg, 由 此 
可 推出 z 
1 之 Vl-rx +r. 








2 2 2 
即 Vit < 
第 
以 上 证 明了 当 p=-1,g= 1 时 刀 
章 


i 


/TR pl ,对 于 任意 x € [0,1]. 


男 一 方面 , 设 实数 p,g 使 得 @) 成 立 则 对 于 任意 x € [10,1] 有 
/2-1 





-1 
VI -Ec p+ ge 1— x 十 3 © 
记 L: y= pr+gqg, 0rel, 
Si: y= 1 0 之 了 所 1， 
S2: y= Vt, 0 之 zx 忒 1. 


显然 是 直线 段 ,S,，,S， 都 是 一 圆周 , 且 @ 成 立 的 充 要 条 件 为 了 上 来 在 


St 和 5; 之 间 . Si 的 两 个 端点 分 别 是 A{ 0 2 和 af :221)， 
AB 所 在 直线 的 方程 为 
2+1 
+ . 
2 


y =~ x 


由 于 3: 的 圆心 为 (0， - > ) , 它 到 AB 所 在 直线 的 距离 为 1, 从 而 
易 知 弦 AB 必 与 $, 相 切 .于 是 上 与 4B 重合 ,所 以 
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旦 薄 训 





(p,q) = (- ,1) 


1 
9.107 设 z > 0, 求 证 :x + rr 十 LL > 0. 


2 
(第 4 届 中 国 东北 三 省 数学 竞赛 ,1989 年 ) 
[证 ] 当 x (0,zr] 时 ,由 于 sinx 守 0, 所 以 要 证 的 不 等 式 显然 


成 立 , 当 x EE | 汉 十 oo ) 时 ， 


tnt sinz > (+ 了 了 ) 2 _ Dx 


+ 
从 而 只 需 证 明 ”xz E (+, 廊 x 时 原 不 等 式 成 立 .事实 上 ,由 于 当 
证 和 (+ 时， 
sin(T— AXA)<rX- Xx, 
所 以 
X 十 Xx 十 -sinz = Xx*+ Ax sin(z —x) 
> r+ nr (zn) 
一 好 -3 


一 (: 一 Fr)z — Sx)>0. 
9. 108 求证 ;对 任何 正 数 :有 


1 
4 py 十 一 
t t 7 >0 


(第 24 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 


22 ,1 - 不 能 同时 为 0, 所 以 


] 
4—f+ 一 . 
t 一 上 7 >0 
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9. 109 设 0< z<a, 求 证 : 

(a 4) -3a(a x) + ola 2) -Fa zx) <0. 
(第 4 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1940 年 ) 

[证 ] 令 y= 一 (< -xz), 则 0< y < 1, 且 只 需 证 


| 1l 
f(y) = asye 一 3asy + Fay 一 Fa < 0. 


3 1 
由 于 f(y) = asy(y-3P+ 了 -7 
1 1 
=- asy2(y -TD 人 (2 -2y + 广 y+ 方 ) 
= acyz(y- Dz( -> 下， 
又 当 0<y<1 时 ， 生计 
式 


1 1\ 3 1 
7 -了 = 人- -< 
所 以 f(y) <0， 对 于 任意 0< y<1. 
9. 110 “ 设 实 数 a,5,c 使 得 
| ar? + bx +c | 志 1, 对 于 任意 -1 二 1. 
求证 : | cz? +hr+al<2, 对 于 任意 ~- 委 并 委 1 
(第 7 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 1] 记 Fz)= arr+brt+c,g(x)= crr+brt+a, 则 
1 g(1) 1=1f(01) <1,1g(-1)1=|1f(-1 le1. 
.车 c= 0 或 c 关 0 但 g(x) 的 最 大 或 最 小 值 不 在 (- 1,1) 内 达到 , 则 由 
一 次 或 二 次 岳 数 的 性 夺 和 
1Lg(z)1=jcz+paz+al 委 1 对 于 任意 -1 委 工 委 1. 
车 c 关 0 且 g(x) 的 最 值 在 (- 1,1) 内 达到 , 记 xo 为 其 最 值 点 , 则 
g(z) = c(x — 0) + g(x0). 
于 是 g(x0) ZI gD tel zo lS1tiel, 又 
Ilc1=1AO) i 1. 
所 以 ”1 g(xo) | 委 2. 由 二 次 函数 的 性 质 可 得 
1 g(x) Imax(l g(xo) 1, 1 g(1) 1, 1 g(-1) TD 委 2, 对 于 任意 
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-1 三世 1. 
[证 2] 令 f(x) = ax’ + bx +c, 由 假设 可 知 
| f(0) |=te | 1,， 
| f(1) l=lat+6b+cl1, 
| f(-1)1=ia-b+cl&l. 


六 


1 十 
由 于 cx*+brt+a=c(xr -1)+(at+b+e) 二 





+(a—-b+c) 
上 一 并 
2 3 
所 以 对 任意 xE[-1,1] 有 








1 十 
or ral Stellltietbrel 二 





























十 | a 一 
1 -- 
prel | 5 
1 十 你 1 x 
< 一 2 一 ”~- 
过 | 蔗 ] 1 十 7 7 
1 _ 2 上 + 工 一 工 
2 
=2— x* 
二 2. 
9 111 对 任意 自然 数 mn 和 实数 4, 求证 : 
Ialle-liila-al 志 (一 ， 


其 中 Ca》 表示 a 到 最 近 一 个 整数 的 距离 .. 


(第 16 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 取 0,1,2,… ,nn 的 一 个 排列 x0 ,x1 ,X22，… ,Tn 
使 得 la- zo lla- rlla- 7 | … “Slaml. 
显然 《a) Ila- xrol. 个 


由 于 对 任何 自然 数 衣 ,满足 1a 一 x 1 之 一 > 的 整数 至 多 有 上 个 ,所 以 对 任 
何 1 过 上坟 n 有 


la -il 之 了 他 
利用 由 和 四 立即 可 得 
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ICZlislc2 一 1 :la nl| 


~la—-zxol:ta—-zxrl*" la- | 
| 

宇 (a) 一 . 
2 


9.112 设 x > 0,n 为 正 整数 .求证 : 


nr] > [rl 


(第 10 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 记 zw ~ 2 , 原 不 等 式 可 写 为 








x, [nrj. Q) 

以 下 用 归纳 法 证 明 @ 成 立 . 第 
当 n= 1 时 ,显然 也 成立. 不 九 
假设 当 n 过 & 一 1 时 ,Q@ 成 立 ,考虑 n = 时 的 情况 .由 于 和 章 

Tn = 1 十 -| ,71 二 2,3,… 所 以 | 


kx, = (Rk— 1)xre1t ral [kx], 
(Ro—1)xi = (k—-2)xr .2+ rT.2+[(k— 1)zr], 
37Xx3 = 27x2 + 工 ? 十 [3zj， 


272 一 Xl 十 Xl 十 [2x1. 


以 十 式 子 相 加 得 到 
kr: = xrett ras t+ rot+ Xit+ rit+ [krj+ [km1)r]t+t+. 
十 [2 ]. 
由 归纳 假设 zx, 和 [mzrj,nm = 12 ,一 1， 
从 而 得 到 


Ar <2f-1)zj+2(8-2)z+…+2[2z]+2[z]j+[Ar] 
= ([(k—-1)rj+[zx])+([(k—-2)r]j+ [2r])+…+([x] 
+[(k-1)zx))+ [kr] 
< AL&rj. 
于 是 当 nn = 时 ,也 成 立 . 
9 .113 ” 设 函 数 f(x) 对 一 切 正 实数 有 定义 且 取 正 值 . 现 知 , 当 
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让 


a ,b,c 是 一 三 角形 的 三 边 长 时 , 则 f(a),f(5),f(c) 仍 是 某 个 三 角形 
的 三 边 长 .求证 ;存在 正 数 A 和 B, 使 得 对 一 切 z > 0 有 
f(x) 夺 Ar+B. 
(前 苏联 教育 部 推荐 试题 ,1990 年 ) 
[证 ] 对 任何 0 < x < 之 2, 由 于 x,1,1 是 一 三 角形 的 三 边 长 ,所 以 
f(r) < 2f(1). OD 
设 自 然 数 n 衬 2, 由 于 2,n,n + 1 是 一 三 角形 的 三 边 长 ,从 而 f(n + 1) 
< f(2) + f(n). 由 此 利用 归纳 法 易 证 对 任何 自然 数 n 宇 2 有 
Fa) 委 (2 -1)f(2). © 
任 取 zx 之 2, 由 于 [xj],x,[xj] + 1 是 一 三 角形 的 三 边 长 ,所 以 
f(r) < f(x) + f(xrj + 1). 
再 由 得 到 当 x 之 2 时 ， 
f(z) < (2[x] ~ 1)f(2) (27 -1)f(2) 3 
综合 中 各 可 得 对 任何 x >0 有 
f(x) < 27f(2)x + 2f(1). 
9 114 设 二 次 三 项 式 f(x) = ax*+ bx +c 的 系数 全 为 正 , 且 a 
+ 5+c = 1. 求 证 :对 于 任何 满 是 zl. zz …… :x= 1 的 正 数 ,xi, x;， 
…,X, 恒 有 
fr fr) fr) 1. 
(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 1] 显然 ,f(1) = 1. 若 zi = xz = … = x, = 1, 则 
fxr) f(x2) f(x,) = 1. 
若 x1,x2，…,x; 不 全 相等 , 则 其 中 必 有 x; 之 1 和 x; < 1, 不 妨 设 
i = 1,j = 2, 于 是 有 
f(r)f(z2) = (arf + Bri + ec)(ar? + pr + c) 
= a*xfrs+ bxix2+ c+ ab (zifx2+ rix3) + ac(x? 
+ Xx) 十 pc(Czl + x2). z 
又 LAGzizz) = (ae+B+c)(artzs+ ariry + c) 
= azfz + 82zira + c+ ab(x?r? 二 Try) 
+ ac(xizxf + 1) + bc(rizr, + 1), 
从 而 f(z) fr) ~ fxrz) = abrizra( ri t+ ry ~ rirs 一 于) 十 
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ac(x? 二 2 一 并 zx 一 工 ) 十 
pc(zl+ 2 一 zizr2 一 十) 
= abriz2(X1 — 1)(1 — x2) 十 

ac(xf — 1)(1 — x3)+ 

be(xri1- D1- x)>0. 
由 此 可 知 奉令 

TXT1=1,r2 = ix 一 Tesk = 3,4,.… ,7, 

则 fOr fr) fr) < fxr) fr2) nfl). 
如 果 工 1 ,x 2,… ,x 仍 不 全 相等 , 则 又 可 进行 类 似 的 变换 .每 次 变换 都 
可 使 个 正 数 中 等 于 1 的 个 数 至 少 增加 1 个 ,所 以 至 多 经 n -1 次 变换 ， 
必 可 化 为 诸 x; 全 相等 的 情形 ,从 而 有 


第 

Fzi) fr2) i fra) > [fl(1)]"* = 1. 万 

[证 2] 显然 有 f(1) = 1 任 取 x:y>0, 记 z= Vxy, 则 和 章 
fOr) fly) -fz)} = a (xy zt) + bl(ry ~ x)+ cr(l—1) 式 


tab(xiy+ ry —2z3)+ac(r + 光一 2z) 
+ bc(x+ y ~ 22z) 
= ab( Vriy—- Vv) +ac(r- y) 
+ bc(Vr — vy}. 
于 是 有 f(x)f(y) 实 [f(Vzxy)], 对 于 任意 x,y > 0. @ 
如 果 nn 不 是 2 的 方 萎 ,利用 f(1) = 工 可 在 数组 jzizr ,zl 中 补 人 
若干 个 1 使 得 数组 中 数 的 个 数 恰 为 2 个 ,其 中 产 为 自然 数 . 由 由 可 得 
fz) fr2) ee Fr) LF VT) [VIIra) 
° [fCOV rar tx" ) 
之 [fF( AM TT2 "A )]™ 
= [f(1)]*=1. 
9.115” 设 函数 F(z) 对 于 xz 宇 0 有 定义 , 且 满 足 条 件 : 
(1) 对 任何 xz,y 之 0 有 


HD SAE)+ (之 】 . 
(2) 存在 常数 M > 0, 当 0 过 xz 过 1 时 
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| f(x) IM. 
求证 : 
f(x) 声 x ,对 于 任意 xz 宇 0. 
(第 5 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1990 年 ) 
[证 1] 在 条 件 (1) 中 取 x = y= 0, 则 
f(0) 委 0， 
从 而 f(0) = 0. 
用 反 证 法 证 明 所 要 之 结论 . 设 存在 rzo > 0, 使 得 
f(zxo) > zf 
在 条 件 (1) 中 取 x = y = xo 可 得 


a) e287(2) 
由 @ 和 加 可 得 


es 羡 六 


再 用 条 件 (1) 可 推出 
To 1 zo\Y 一 工 
A )) > 了 本 
(2) 

一 般 用 归纳 法 易 证 对 于 = 1,2,3,… 

/加 ] 宇 2 2 
又 因为 当 R > 2 时 有 

2* = (1+1)>1+kt+ 
所 以 当 名 宇 5 时 有 2*>1+3k. 
取 自 然 数 N 尝 5, 使 得 Sl 
于 是 ”宇和 NN 时 由 条 件 (2) 可 得 





k(k—1) (+ 1) 


! 2 


M>/( 好 )> 22 -2 1 x8 > 2"7?, 
但 这 是 不 可 能 的 . 这 一 矛盾 证 明了 所 要 之 结论 . 
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[证 2} 实际 上 可 证 明 更 强 的 结论 : 


f(z) 三 地 x?, 对 于 任意 zx 之 0 (4) 
首先 由 条 件 (1) 可 知 , 对 任何 x 实 0 有 
(F(z)? S227(Z). G) 








本 “ zx” 和 xr” zx? 、 i 
于 是 [二 <2. 太 /六 <4: 面 ' 记 zf/(2;) 
对 任意 固定 的 z 立 0, 存 在 N > 0, 使 得 当 守 NN 时 有 
0 委 寺 扫 1 
2 


从 而 由 条 件 (2) 可 得 , 当 n 宇 NN 时 有 
工 V AT 1 

~, | 一 
0 /( 去 j= 和 





F271 “ 
为 证 图, 令 h(x) = f(x)- pe 


由 可 得 (hz) + 二 <27 (4( 皇 )+ 下 ， 


从 而 (h(xr)) + x h(xr) <2z24 (三 5 ). 
由 此 可 知 对 任何 < 之 0 有 h(x) 之 24 (三 


利用 归纳 法 易 证 对 任意 自然 数 nz 


na) < 二]<2y( 芋 ) 
从 名 可 知 ,对 任何 固定 的 x 宇 0, 存 在 N >0, 当 n 宇 N 时 


V mx 
pA 


) 





h(x) <2/( 寺 ]< 
令 n 一 + 0, 所 以 h(x) 声 0， 
即 fr) < 


9. 116 设 函 数 f:(0, + co) 一 (0, + co) 上 且 满 足 
f(ry) 委 f(x)f(y), 对 于 任意 x > 0,y > 0. 
求证 :对 任何 x > 0,n EN, 均 有 
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3 机 方 


~ f(z") pO FD fr. 
(第 8 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1993 年 ) 
[证 ] 令 下 (xz) = f(z) PCz2) PC 则 
F(xr) = F(x) (zz 
于 是 有 
Fr"(r) = Fi(x) f(r"), 
FA(x) = FH Sx) f(x" !), 
F(x) = FI(x)f(x’), 
F(x) 一 f(x). 
由 此 可 得 
F(xr) = F(T) fr fr)F, COz) P(r)F (x). (D 
以 下 用 归纳 法 来 证 明 所 要 的 不 等 式 , 即 
f(r) < F(x). © 
显然 当 n = 1 时 ,名 成 立 . 设 当 nn 世上 时 ,名 成 立 .由 Q@ 和 归纳 假设 可 
得 
F(zr) fT) fA) fOr) fC) fF ): f(x) 
= fC LF OM) F CF ) fr) [fr) ft)]. 
再 由 已 知 条 件 对 任意 x > 0,y > 0 都 有 
f(x) f(y) 2 f(xy), 
从 而 区 记 (zx) 守 F(x!), 
即 当 nn = 上 朋 +1 时 ,名 也 成 立 . 


9.117 设 0 < a < 了 了 ,0 < 8< 了 ,求证 ; 





2 
1 1 
cos“a sin asin2pcos 8 之 ?， 
并 问 ,8 取 什 么 值 时 等 号 成 立 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1979 年 ) 
[证 ] ”由 于 一 二 一- 之 4, 当 且 仅 当 B = 工时 等 号 成 立 .由 均值 
sin’ Beos’ B 4 


不 等 式 可 得 
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1 上 1 2 2 
cosza sin asin 3900B > + sinza 。 sina 














1 
> 3 人 ) 
~ \cosa :sima sin’ a 


1 

8 3 
= 3 2 .2 .2 
eos’ a * sin’o * sin’a 


1 
33 .8 
> 3| 
9 


(2cosza + sin2a 十 sin2a )3 


当 且 仅 当 8 = 本 ,2cosa - sinzu 即 w = arctg V2 时 等 号 成 立 . 


第 
9. 118 (1) 分 解 因 式 x 了 +x? +x +x 3 +l. . 九 
(2) 对 任意 实数 9, 求证 :5 + 8cosg + 4cos20 + cos30 之 0. 和 章 

(中 国 高 中 数学 联赛 ,1978 年 ) 式 


[ 解 ] (1) 由 于 z5 -1= (zs -1)(z2+z+ze+T +1), 
zl1= (x -1)(r i +x +1), 
(z4+x3+xz+l)(zn+zr+1l) 
2 十 过 + 
注意 到 若 z+zr+1=0 可 推出 zn+xzt+1l=0, 从 而 zx+z+l 
必 可 被 zz + x +1 整 除 . 用 多 项 式 除法 易 知 
T+x +1= (xz2+ r+1)(xs x +r -r+r -r+1), 
所 以 xz2+xz?+xe+x +1 = (x4+ X34 2+ (rs x + 


所 以 r+ x + rx +x +1= 


r+ 一 x+1). 
(2) 5 + Bcos0 + 4cos26 + cos30 
~ 5+ Bcos0 + 4(2cos20 — 1) + (4cos 0 — 3co0s0) 
= 1 + S$cosb + 8cos20 + 4cos?6 
1 + cos0 + 4cos6(1 + cos0)’ 
(1 + cos0) (2c0s0 + 1) 之 0. 
9.119 ” 设 a,B,Y 是 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 . 求 证 : 


2 (+ TF + DY | < (二 + )sine + (+ )sing 十 
a 有 有 7 7 o 
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(一 十 二 jsiny. 
a 0 
(第 22 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 e 科 8 科 ,由 于 vv,8,y 是 一 个 三 角形 的 三 个 内 角 ， 
所 以 易 知 
sina < sing 和 siny. 
由 排序 不 等 式 可 得 
sine , sing ，siny sing , sing , siny 
a pb 7 有 7 a 
sing ,sing , siny sing , sing , siny 
7 a B 


3 


两 不 等 式 相 加 即 得 要 证 之 不 等 式 . 
9.120 设 A,B,C 是 三 角形 的 三 个 内 角 , 求 证 : 
-2 < sin3A + sin3B+ sin3C 世 廊 3 
并 确定 其 中 的 等 号 何 时 成 立 . 


(第 10 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1981 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 A 宇 60°, 则 B+ C= 180° -A 志 120", 


.3 . 
从 而 0<71B-CI<5(B+C)<180° 


由 此 可 得 coe (B _C) > cos (B + C). 
再 由 sn (B+ C) 之 0, 得 到 


3 3 
2sin > (B 十 C)cos 3 (B 一 0) >2sin >(B 十 C)cos 广 ( + C)， 
即 sin3B + sin3C > sin3(B + C). 
于 是 sin3A + sin3B + sin3C 守 sin3A + sin3(B + C) 守 -2. 
为 使 sin3A + sin3B + sin3C = 一 2, 必须 满足 
sin3A =— 1,sn3(B+ C)=- 1,sin 3(B + C) = 0, 


但 这 是 不 可 能 的 ,从 而 
sin3A + sin3B + sin3C > 一 2. 
男 一 方面 ,由 A 之 60" 可知 
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3 3 
sin3A + sin3B + sin3C = sin3A + 2sin 7(B + C)cos 5 (B — C) 


3 
过 sin3A + 2sin 7 (B + C). 


记 a = >(B + C), 则 0 之 a 过 180", 且 


A= 180-(B+C)= 180" ~ Sa 
于 是 sin3A + sin3B + sin3C 所 sin(3 Xx 180° - 2a) + 2sina 
= sin2e + 2sina 


= 2sina(l + cosa ) 

_o.. 0 30 

= 8sin 7 COS 了 
由 均值 不 等 式 可 得 


不 
oo /si 2 /1 20 .62 等 
Sin 7 sin Cos? 3 * 3sin 7 COS 7 式 
m14 
hh | 
4 


由 此 可 得 sin3A + sin3B + sn3C 过 > V3. 


从 以 上 证 明 可 知 , 当 且 仅 当 
3sin 一 co 2 ,cos (B — C)=1, 


浊 洁 各 








2 
即 A = 140',B = C = 20° 时 ,等 号 成 立 . 
9. 121 求证 :对 于 每 个 自然 数 :不等式 


| sinl |+| sin2 |+ +i sin(3n — 1)1+| sin3n > 二 成 立 . 


(第 20 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 】 今 f(z) =|sinz 1+|sin(x 十 1) j++| sin(x +2) 1, 显然 上 只 
需 证 明 对 任何 实数 x 有 


8 
f(z) > QD 
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由 于 f(z) 是 以 x 为 周期 的 周期 消 数 ,所 以 只 需 对 于 x E10,z] 证 明 吧 
成 立即 可 . 

当 0 志 zr-2 时 ,f(r) = sinrx + sin(x + 1) + sin(x + 2). 
由 于 1 过 x+1 自 1 近 r--(xz+1)， 
所 以 sin(x + 1) > sinl. 
sinr + sin(x + 2) = 2sin(x + 1)oo0sl > sin(x + 1) 之 sinl， 
从 而 f(x) > 2sinl. 

当 x -2<r 人 xr-1l 时 ,f(r) = sinr + sin(x +1) ~ sin(x +2). 
显然 sinx 宇 sinl. 由 


n= 


sin(x + 1)— sin(x + 2) =-2sin 广 cos (z+ 廊 )， 
以 及 x- 二 <x+ 之 过 + 二 ,可 得 
n 7 A > 7 7 ， 


sin(x + 1) 一 sn(zr+2) 之 2sin 了 ca 了 = sinl. 
所 以 f(x) > 2sinl. 

当 x -1<r 人 rN, fr) = sinz + sin(x + 1) - sin(x + 2). 
因为 x+1<xz+2 乏 x+2, 所 以 -sin(x+2) > sinl. 又 


sinx — sin(x + 1) = ~ 2sin cos( zx 十 了 
2 2 
， 1 1 
以 及 Xx 一 一 < 之 x+ 一 莹 x + 方 , 从 而 
2 2 一 
， ， .1 1 | 
sinr — sin(x + 1) > 2sin F087 = sin]. 


于 是 f(x) > 2sinl. 
以 上 证 明了 对 任何 实数 x 有 f(x) 之 2sinl, 又 sinl > sin54" = 


1 于 > > 和 ,所 以 对 任意 实数 xD 式 成 立 . 


9. 122 设 实 数 0, ,9 ,…,2, 满足 


sinOi + sin02 + *… + sing, = 0， 


. 2 
求证 : | sin9i + 2sing, + … + nsin6, | 去 | 


(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
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[证 ] 记 x = sin%,k = 1,2,°… ,1. 
当 n = 27 时 ， 


2 1 
|- > kz = 7 一 D> kre 
4 k=1 
二 Sm 十 灵 ) 一 > 一 > As 
k=1 k=] 大 二 


一 Sym 十 &)(1 - Ttgk) 一 > ,R(1 十 rt ) 
t=1 k=1 


rn 


之 m[ > (1 Tm+k) 加 Me! 十 zx) ] 
k=! k=1 


天 
| 
= 一 1 Tk 
天 三 1 


= 0. 


二 兴 小 


当 n = 2nm + 1 时 ， 
2 
|- > ,Ar = m(m+1)— > 
k=1 k=!1 
25 二 | 


st 1 

二 (m+k)— Dk Dk 
k=2 =1 k=[ 

有 十 


一 > (m 十 k)(l Xntk) Djk(l 十 et ) 一 { 7 
k=2 k=1 


十 1) zol 
宇 (m+1) 


2 


12+1 mi 
| 2 (1 xmi) - D+ re) ~ rt | 
k=2 k=1! 


22m+1 


=— (m+ 1) DO x 
k=1 
= 0. 


n 2 
无 论 何 种 情况 均 有 > km < | 于 | 
A=1 


, 2 
令 交 =- 心 则 一 2 kre = > < | | 

k=1 k=] 
综 土 所 述 可 得 
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3 立 六 


n 71 2 
| > ksing: | = | 2 hr | < | 
k=1 = 
9. 123 设 a,8B 是 实数 ,日 cosa 关 cosB,k 是 大 于 1 的 正 整数 . 求 
证 : 
coskBcosa — coskacosp 2 
Se cc | p21 


(第 17 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1957 年 ) 


[证 ] 令 z 上 = 二 (aca-B8),y= 了 (as + 8B), 则 


coskBcosa ~ coskacosp 


[cos( kB 十 a) + cos(kB — a) — cos(ka + 8B) — cos(ka — B)] 


1 
“2 
二 [eos(#p + a) — cos(ka + B)]+ [eos( #8 — a) — cos(ka — B)] 
= sin(k — 1)zrsin(k + 1)y + sin(k + 1)rsin(k — 1)y, 

cosf — cosa = 2sinxsiny, 
从 而 


coskBcosa 一 coskacosB 一 





sin(k— Dx sin(k+1)y | , 


1 
cosB 一 cosa 2 Sin siny 

1 

2 





sin(k+ 1)x . sin(k 一 > 
sinx siny 
由 此 可 知 只 需 再 证 ;对 任何 x € N 和 实数 上 有 
i sinny {< n | siny |， 中 
且 等 号 仅 在 ”= 1 或 者 siny = 0 时 成 立 .事实 上 ,不 妨 设 n > 1,siny 尖 
0, 从 而 lcosy | 过 1. 当 n= 2 时 ， 
| sin2y |= | 2sinyYcosy | 2 1siny |， 
即 GD 式 中 严格 不 等 号 成 立 . 
设 中式 对 于 n= m 斌 2 成 立 , 当 n= m+1 时， 
| sin(z + 1)Y | | sinmycosy [+ | sinYcosmYy | 
< | sinmy |+| siny | 
< (mt+1)|sinyl, 
即 中 中 的 严格 不 等 号 对 于 n= m +1 也 成 立 .这 样 就 完成 了 对 于 人 式 
的 归纳 证 明 , 且 证 明了 只 当 = 1 或 者 siny = 0 时 ,Q@ 中 的 等 号 才能 成 
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YY. 
9.124 设 a;>0,8>0 (过 i 这 n,n>1) 有 8 


求证 : D>) < Pago 
(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 

[证 ] 用 归纳 法 , 当 n = 2 时 ,显然 有 
cosp! cosp2 


sinal Sina» 


考虑 n = 3 的 情况 , 记 


= 0 = ctgal + Ctga2 ， 


9 = cosBisinazsina3 + cosB2sinalsina3 + cosp3Sinalsina2 ， 第 

由 sinaj 一 sin( al 十 a2) ,COSB3 一 一 cos( BI 十 Bb) 可 得 不 i, 
. . . . 等 
S = cosPlcosaisin’ a2 + cosB1cosazsina {sina2 + cosB2cosazsin al 式 


+ cosB2cosaisinalsina — cos( PB1 + B2)sinaisina? 
= cos(P1 ~ ai)sin as + cos(B; — a2)sinal + cos( BI + a,) 


sina!lsinaz + cos( B; + al)sinaisina2 — cos( BI1 + Bo )sinaisina2. 


由 于 cos(B 一 a) = 1 -23m 人 = 1,2, 所 以 


PB2 一 a2 


2 


pi 一 al 
— 2sin2alsin2 








S = sin2al + sincay ~ 2sin2azsin2 
+ cos(al + az)sinalsina + sinaisina2[ cos( BI + a,) 
+ cos(p + al)] — sinaisinasL cos(B1 + By) + cos(al + a2)]. 
易 知 
Bi Ql b> a2 
+ sin’ ajsin 
2 
CI 一 a PB2 — a2 
1 
2 2 
cos(B + a2) + cos(PB2 + a1) — cos(B1 + B2) ~ cos(a1 + a2) 
alt+a>+ B+ p> PB1+a— B22— a 
2 2 


sjin2a2sin2 











之 2sinalsinaz | sin 


3 








= 2eos 
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9 站 





| 
cs 


al+az+p+hpp a2—- B22. ac 一 0 
二 4cos 一 一 一 一 一 Sn 一 SN 


2 2 2 


a2 一 2 -Bi 

SI 一 
2 2 

由 此 可 得 SS 所 sin2al + sin’a; + cos(aj + a2)sinajsina2 


= sin2ul + sin2ay + 2cos(al + az )sinalsiney + 


< 4|sin 








cosa ssina1sina2. 
因为 sin’ a + cos(al + az)sinalsina2 
一 sincalcosza2 十 cosa1cosa2SInalsina2 
= cosassinaisin(al + a2) = cosa2zsinalsina3， 
sin’ a + cos(al + a2)sinaisina = cosaisina2sinag3, 


从 而 ”SS 志 cosalsinazsina3 + cosazsinalsina3 + cosajsinalsinay2 . 
由 此 立即 可 得 当 nn = 3 时 , 原 不 等 式 成 立 . 
假设 对 n - 1( 宇 3) 原 不 等 式 成 立 , 则 对 于 n 


cas 有 _ cosB! cosps SN cosh: 
全 Sine; sinal Ssihas fj sina; 
_ cos8 cosBs , ~ cos(B1 + B2) 
sina! siha» sin(a! + az?) 
; cos( B1 + B2) SS cosp; 
sin(a + a2) 全 cosa; 


ctgal + ctgay + ctg(x — a ~ a2) + ctg(al + a2) + 


> ctga; 
i=3 

= Dug 
=| 


于 是 原 不 等 式 对 于 一 切 n 之 2 成 立 . 
9 . 125 a,8,y 是 一 个 给 定 三 角形 的 三 个 内 角 . 求 证 : 


e+edh tooY>12. 


并 求 等 号 成 立 的 条 件 . 
(韩国 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
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[证 ] 由 算术 -几何 平均 不 等 式 , 有 


2 
2 2 、 pp so >3( <2. 有 之 上 
csc 了 了 +csc 了 +csc 7 3 csc -5 csc . 


等 号 当 且 仅 当 a = 8 = 7 时 成 立 . 
再 由 算术 -几何 平均 不 等 式 及 凸 函数 的 性 质 , 有 


.a . BB .7 
SN + sn 十 SG 
2 2 


! 
8 . 7”) 2 
。 人 < 一 
(sin 2 sin -7 sin -7 < 3 
| 有 之 

-一 2 2 2 

< sin 3 

= sin 有 第 
6 九 

不 
= sin Fr 
1 
2 
因此 
2 
ceo Bree 7 > 3(sin 4 sn 六 ,sin 之 
2 2 2 2 
1 一 之 
>3. (3) 
3 2 
= 12. 


并 且 等 号 当 且 仅 当 ac = 8 = y 时 成 立 . 


第 5 三 ”两 个 或 三 个 变量 的 不 等 式 


9. 126 ” 设 实数 z,y 满 足 1z1<1,1y1<1. 求 证 : 
YY 
1 一 7y 








(第 15 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1952 年 ) 
[证 ] 因为 zlI< LEyI<T 所 以 


(1— x2)(1— y)>0. 
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a 


由 此 可 得 ”zx?*+y<1+ xy. 
于 是 有 (x -- y) < (1 一 xy). 











从 而 [x—-yl<|ll1l—xyl|, 
即 1 xy 


9. 127 求证 :对 任意 x > Y2 和 >y > V2 都 有 
z4 ry+ ry r+y > x+Yy. 
(第 46 届 葛 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 由 于 zx > V2,y > 92, 则 


(x* 十 人 
2 
2 2\2 
《zz 二 2) > ) > (x’+ y”). 
从 而 有 (x+y > (r+ y)(l+ ry) + ry, 
即 Xi riy+ry — rt+y>r +y. 
9. 128 ” 设 对 于 任意 实数 x 都 有 


cos(asinx) > sin( becosx )， 


2 
求证 :a2 + bY < 本， 


> (x + y) ry, 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
2 
[证 ] 用 反 证 法 , 设 a2?+ 妃 实 7 由 于 


asinx + bcosr = Va’ + b?sin(x + op)， 
其 中 p 取 为 仅 依赖 于 a ,2 的 固定 实数 ,使 得 








a pb 
cosm = ,Sin = . 
Va” + b? Va” + pb 


由 于 waz + 妈 六 了 ,从 而 存在 实数 zx0, 使 得 
Wia2 十 bsin( zo + 9) = 7 


即 asinxo + bcosxo = 


Fu | 
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由 此 可 得 cos(asinzro) = sin(pcoszo)， 


2 
与 假设 矛盾 ! 于 是 a*+b* < 7 


9 . 129 已 知 a,b 是 正 实数 且 一 + 一 = 1. 求 证 :对 每 一 n€ 入， 
(a 十 b)” 一 a” — b" >> 227 一 2n+l 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1988 年 ) 
[证 1] 用 归纳 法 . 当 n = 1 时 ,显然 等 式 成 立 . 设 nn = 时 ,不 等 
式 成 立即 
(a 十 bp)* > a* 十 pA 十 D288 一 Fk+l 
则 (ae+pb) = (a+6b)*(a+5b) 


(a+t+b)(a t+) + (2 — 2*1)(a + 6) 第 
一 atil + btl+ pat + abt + (2 — 2ttl)(a + 5b). 不 万 
。 章 
因为 + 二 = 1 所 以 ob = a+ 6 之 4. 于 是 : 


(a 十 b)*+! > a*t! 十 pe+l1 十 ab(a*! 十 pe~! 十 2 24+1 
> att! + pe+! 十 da*-! 十 4 ! 十 DF2k+2 Dk+3 
k&—1 
又 4a -+4 队 1 之 8(0cp) 7 > 2412, 
所 以 (a 十 b+! 之 att! 十 pret! + FP2k+2 _ DA+3 十 DRT+2 
一 at+! 十 了 +1 十 22(k+1) DR+2 
即 当 ”= + 1 时 不 等 式 也 成 立 .从 而 对 任意 n € N 不 等 式 成 立 . 
[证 2] 当 n = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 2 人 2, 由 二 项 式 定理 可 得 


(a 十 b)” 一 a —b” = S Ciatpr-t. 
因为 。 ”Ci -= 2" - 2, 由 均值 不 等 式 
> Chiatp™™k > (2" ~ 2) (arb) 3, 


其 中 m = = Shc, = = Sa 一 上 )C .再 由 


pC - CE = Ct 41， 
所 以 mr = [= n(2” 1 一 1). 又 ab 宇 4, 从 而 
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9 六 


(2” — 2) 








(atb) -eb 2 2 
9.130 设 a>1,65 > 11, 求证: 
a’ 六 
> 8. 
pita-i1>? 


(第 26 届 独 联 体 数 学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 令 xz=a-1l,y=5-1, 则 x >0,y>>0, 且 











2 2 2 2 
2 | b _ (z+1) (y+1) 
ob-1 a-l1 y 
之 2 
ly .1 
» 了 和 人 人 x 
由 于 
z2 y 
一 十 一 之 2 vry， 
y Xz 
y 并 
1 1 1 
一 + 一 之 ， 
了 r” 2Vwy 
所 以 
a +412- > 
b-1l a-1l7 Vy 


9，131 设 a < 0, 求证 : 
a -3a 志 -34b+4, 
并 间 等 号 何 时 成 立 ? 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1989 年 ) 
[证 】 记 c=e-~-a>0, 则 ， 
b>?—-3b+4-a +3a = 3c +3cat+c -3ct+4 


2 
= 3c(a+£) +3c+4 


1 1 
再 由 3c+4 一 本 (ec 一 12c + 16) = 二 (ce- 16c 十 4c + 16) 
1 1 
= 4 (ct4) (ce 一 4c+4) = (c+h)(e -2), 
可 得 pb3-365+4-a+3a 之 0， 
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其 要 证 之 不 等 式 成 立 . 显 然 当 且 仅 当 a = 一 1,5 = 工时 等 号 成 立 ， 
9 .132 ”证 明 或 和 否定 命题 : 徊 zx,y 为 实数 且 
y 宇 0,y(y+ I)<(r+1), 
则 y(y—1)x“. 
(加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ,1989 年 ) 
[ 解 】 我 们 证 明 命 题 成 立 . 用 反 证 法 . 设 
y(y— 1) > x,, 
则 由 y 衬 0 可 推出 y > 1, 进 一 步 可 得 


y > 本 +A/ 二 二 2 
由 假设 yy+1) 委 (zz+1l 和 >y>1T 可 知 
< 生 -+A/ 二 +(z+D2 
于 是 得 到 “二 + /二 二 < 二 + /二 +(z+12， 
2 4 2 4 
即 1f /二 2< /rt 
4 4 
由 此 可 推出 1+ 本 + 妇 +2A/ 本 + 妇 < 二 + 切 +2z+1， 
即 /二 + < 
4 


政 盾 ! 所 以 原 命 题 成 立 . 
9. 133 ” 设 zx,y 是 两 个 不 同 的 正 数 , 记 


R = /E+ ,A 开 +2,G -= VHBH- 22 
2 ， 2 2， , z+y 
试 确定 R 一 A,A - G,G -日 三 个 数 的 大 小 关系 . 
(加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ,1989 年 ) 
[ 解 】 显然 G < A. 由 于 R= vV242- G: ,所 以 


R-A-= OA M+O(AM-G) 
V2A*-G+A 


| 
后 洲 玉 





又 从 G < A 立即 可 推出 
A+G<A+ V2A’*- G2， 
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于 是 有 R-A<A-G. 
从 G: 过 2A7-G* 可知 
G V2A2~G*= VG22A2 - G2) < A’. 
由 此 得 到 4AG+GVw242-G<AG+A-, 即 
A+G 
VIA GHA 
2 
注意 到 有 = 全, 则 G- 刀 = 人 (A-G)<R-A4. 
总 之 得 G-H<R-A<A-G. 
9.134 求证 :对 于 非 负 实 数 x+,y 有 
[1S$zj]j+t[LSy] 之 [37z 十 y + [3y +xl|. 
(第 4 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 令 z= [xj+t+a,y= [yj+5, 则 
0 过 a<1,0<b<1. 


和 尝 广 


Cr 
A < 


原 不 等 式 等 价 于 . 

[xj+[y]j+[lSal+ [56] 守 [3a +6]+[35+alj. 
只 需 证 。 {5aj+ [56] 宇 [3a+6b]+[36+al. 中 
用 反 证 法 , 设 山 不 成 立 , 即 

[Sa]j + [Sb6) < I3a+6)+|36+al. (人 


若 [5al 之 [3a 二 5, 则 2a < 二 5 是 [3a + 5] 实 1. 由 此 可 得 
> bb 
| 6 | 之 二 所 以 
b> 全. 地) 
从 S5 > 3b + a 可 推出 [55] 守 [35+aj, 又 
[3a +65] 志 [3a]j+1 寺 [Saj+1, 
则 从 @ 可 得 
[56] = [365+ a]j. 由 


再 由 a < 了 推出 [565] 过 了 ja 


从 而 p< 
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2 10 

， 
所 以 [so]<| 16 |<2, 
于 是 有 bp < 三. 
因此 34+b < 了 b< 闻 ， 
从 而 [3a+565| 志 1. 
由 于 [Sa] < [3a + 中 ,所 以 [5a] = 0, 即 a < 二 
由 36+a< 二 + 二 - 2 以 及 @ 可 知 [55] 过 1, 即 4 < 二， 


与 矛盾 ! 以 上 证 明了 [5a] 实 [3a + 5]. 同 理 可 证 ,在 条 件 @@ 下 [56] 
宇 [35 + aj. 这 样 就 引出 矛盾 ,所 以 @ 不 能 成 立 , 即 由 成立 . 
9.135 设 0<a<1,x + y= 0, 求 证 : 


2 
漆 导 入 


log, (a* + 四 ) Slog + : 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1991 年 ) 


[证 ] 由 于 0<a<1,a*+ 2 之 2a 产 , 从 而 


十 
logs (az + wy) < log2 + 二 7 2 


利用 x*+ y = 0 可 得 
T+Yy 
2 





1 1 1 \* 
= 了 zx(1 -x) =- 了 (7-7) + 
所 以 

logs( a + 0) < logs2 + H. 
9. 136 ” 设 实 数 a,5,c 满足 
abc >0,at+bt+rc>0. 
求证 :对 任何 上 自然数 ”都 有 
an" 十 一 +c” 0 
(第 26 届 莫斯科 数学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 由 abc >0 可 知 ,或 者 a,5,c 全 是 正 数 ,或 者 a,b,c 中 有 一 
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鱼 洒 访 


个 正 数 和 两 个 负数 . 当 a,b,c 全 为 正 时 ,显然 a” + 5" + ec” > 0. 对 于 后 
一 种 情况 ,不妨 设 a > 0,6b < 之 0,c 过 0 且 为 奇数 .由 于 a+5b+c> 
0, 所 以 

a>lpl+lecel. 
由 此 可 得 

a > (ol+tlcl)" ">IbI"+ticl”e— 6 
即 a"+ b+c" >0. 

9. 137 已 知 a,5,c 都 是 正 数 ,求证 : 


a+p+ce 


ab’c 守 (abc) 3 . 
(第 3 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1974 年 ) 





[证 ] 由 于 
3(alga + blgb + clgc) ~ (a + b+ c)(lga + lgb + lgc) 
= (e~b)(lga ~lgb)+ (a—ce)(lga -lgc)+ (6b— c) (lee - lgc) > 0, 


所 以 alga + blgb + clec > 记 (a + b+e)(lga + lge + lgc). 


于 是 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
9.138 设 a > >c, 求 证， 
a’(b—-c)+bh(c-a)+c(a- 6b)>0. 
(第 54 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] a(b—-c)+t+b(c~-a)+ec(a 一 站) 
= a(b~-c)+b(c-b+b-a)+c(a-b) 
= (a -6b e) + (eb)(a 人 
= (a~b)(b-c)(at+b—-c—-b) 
= (a~b)(b -ec)(a-c)>0. 
9 . 139 如 果 a > 56 >0 且 ~ < 之 ,求证 ; 
1 /rx 十 
z(t)> 


(第 50 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 由 于 0< ka -6) (> -三 外 所 以 





rr+y<6 ,二 +a. 之 . 
Q b 
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由 此 可 得 。 x+y< 4 了 (三 





9. 1]40 设 正 数 +,y,z 使 得 
atrctgz + arctgy + arctgz < x. 
求证 :z + y+ > > zy. 
(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 ] 记 a = arctgz,8 = arctgy,7y = arctgz, 则 


0<a<7,0<B<7,0< y< 工 . 


2 2 
若 s+pB+yY= 本 :由 如 (o+B) = etgy 可 得 第 
九 
1 ~ tgatgB — tgBtgy ~ tgYtgea = 0， 不 章 
_ 等 
即 1 -xy—-y— zr = 0. 式 


所 以 T+y+z—- rxy= rl(l- yw)+yt+z>0. 
车 a+B+Y 关 二 , 则 


tga + tgh + tgy ~ tgatgBtgy 
1 一 tgatgp — tgBtgy 一 tgrtga 
XTX+y+2z~ Ty 


一 -一 


i 


tg(at+ B+Y) 


1l—-xy—- -zr 
当 g+ B+ 7 < 二 时 ,由 tg(a + B) < ctgy 可 知 
1~-xy—-w— xr>0, 
又 tg(at+ B+ 7) >0, 从 而 z+y+z-xw>0. 当 了 <atB 


+Y<x 时 ,由 1 一 xy 一 ww 一 zr 之 0 及 tg(a+ B+ 7Y) < 0 也 可 得 x 
tyt+xz— ryz~>0. 
无 论 何 种 情况 都 有 
Xt+y+z> ry. 
9，141 设 4a,b,c 为 一 三 角形 的 三 边 长 ,求证 : 


n n n 好 一 实 
a p C 2 
十 + 一 一 (二 | S2 1 
pP+c c+a a+b 3 
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1 
其 中 s = 一 (a+bt+c),n 之 1 


























代 (第 28 届 国际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
和 [证 ] ”由 排序 不 等 式 可 得 
a” p” c” I 1 1 
pitisatarb> > (tt) (s t+) 
由 于 nn 之 1, 从 而 
a"tb +ce” 之 at b+te)" = i 
由 均值 不 等 式 可 得 
1 1 1 3 9 
+ 一 一 一 二 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 全 一 


bi+c cr+a a bo JI ds 
综合 以 上 三 个 不 等 式 立 即 可 得 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
9. 142 设 a,b,c 是 某 三 角形 的 三 边 长 ,求证 : 
as(b+e—-a)t+b(c+t+a-b)+e (at+b—e) < 3ab. 
(第 6 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1964 年 ) 
[证 ] 令 工 +y= asy+ 之 二 5b,z++ 广 二 c. 由 于 a,b,c 是 某 三 
角形 的 三 边 长 ,所 以 x,y,z 都 是 正 数 且 原 不 等 式 等 价 于 
2z(x +y) +2r(yt+ zy +2y(z+ xr) 3(r+ty)(y+z)(z+ x). 
由 于 上 式 左 端 = 2z(x +y)+2x(y +2)+2y(z + x?) + 12ryz, 
右 端 = 3z(x? + y)+3r(y + x)+3y(z? + x ) + 6xyz, 
从 而 原 不 等 式 等 价 于 
6xy Sry + oe) + y(t + rx) + r(x t+ yy). (CD 
由 于 yy 二 渡 守 2yz,z: + XX 守 2zr,Xx2 + 宇 2xy, 所 以 O 〇 成立. 
9. 143 ” 设 a,6b,c 都 是 正 数 ,求证 : 
Ci p* c* 


十 + 一 一 过 > 了 (4 + b+ce). 
b+c c+a atbY “ ‘ 


(第 2 届 友 这 本 国际 数学 沈 赛 ,1988 年) 
[证 ] 令 s=a+65+c, 则 
a pb C2 a p? £2 
十 十 二 一 一 一 十 
b+c c+t+a a+b s—a SS 一 pp 一 
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由 均值 不 等 式 可 得 
1 1 1 | 1 
3 (s—a)(s— 6b)(s— ce) 
9 -了 
3s-(a+bt+c) 2 
从 而 
a” 8 c 9s” 1 








十 4 十 = (at+b+ce). 





-之 一 
bi+c ci+a jr 2s 2 
9.144 设 0 达 a 忒 1,0 达 5b1,0 之 cc 志 1, 求 证 : 
a b C 
-一 一 一 + 一 一 -一 + 人 1- _ _ 
5+cr+rl cta+l a+b+l (LE 一 <) 一 OIL 


魏 1. 


2 
镍 尘 潞 


(第 9 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 a 忒 5 过 c, 只 需 证 


a+pbpt+i+re 
ipt -al ol- oO) el, 
即 0-o|0-oO0- 人 -一 0 0Q 


由 于 0 过 a 达 1,0 过 5 达 1, 所 以 
(1— a)(1-6)= (1~-a)(l+t+a)(i-6)(1+6)L1. 


和 :1 
由 此 可 得 。 (1 -a)(1- 了 DS pii 


0. 





即 (1 -ol-b) -pi 


再 由 0 志 c 志 1, 可 得 成 立 . 
9.145 设 a,p,c 为 非 负 实数 满足 + 5 + c = 1, 求 证 : 
(1+a)(1l+65)(1+c) 守 8(1 -a)(l -68)(1 -cec). 
《第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 由 l+a=1-6+1-c 守 2 V(I 6)(l -ce), 
1+6=1-~-a+t+l-c 守 2 V(l -a)(i1 -ce), 
lt+c=1-a+l1-6b6 守 2V(-a)(l- pb)， 
所 以 (1+al+p+rc) 三 81-a)(1-5(-c)， 
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六 


9. 146 求证 : 任 给 3 个 互 不 相同 的 正 数 , 可 将 它们 分 别 记 为 a， 
b,c 使 得 


2 
(第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 给 定 的 三 个 正 数 分 别 记 为 zi,zzy,z3 且 假设 ri < zz 3. 


43 下 2 3 之 ] 、 六 a b 
若 一 + 一 > 一 + 一 , 则 记 x3 = a,x2 = 5,Xxj = c 就 得 一 + 一 
Z2 Yi ZI 3 C 
a C 
一 十 一 
C a 
3 A2 TXT3 XI 
否则 即 一 + 一 二 一 + 一 ， 
< 十] 1 3 
此 时 令 zi = azra = czl = b， 
所 以 
a 六 3 Xl 3 ZX 3 732 
一 十 一 二 一 十 一 请 一 + 一 之 一 十 一 
b C Zi 2 ZI 3 XI Xi 
z +43 2 a CC 
> ~ 一 一 
2 3 C a 


9.147 设 a,5,c 是 正 数 ,求证 : 
Vab(la + 6b) + va(5+c)+ Vca(c+a) 
> vl(at+b)(b + c)(c+a). 
(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 原 不 等 式 左 端 的 平方 等 于 
abla + 6)+ bc(b+ ce)+ca(c+a)+2b Vac(a + b)(b+e) 
+2a Vbc(a+b)(c+a)+2c Vab(b + c)(c+a). 
由 于 b vac(a + b)(b+e) >b Vac ac = atc， 
a Vic(la+b)(c+a) > apc， 
c Vab(b+c)(c +a) > abc, 所 以 原 不 等 式 左 端的 平方 大 于 
ab(at+b)+b(b+c)+ca(ct+a)+ 6ab. 
男 一 方面 易 知 


(a+b)(b+e)(c ta)= ab(a+b)+ be(b+e)+ ca(c+a)+2ak, 


所 以 原 不 等 式 成 立 . 
9，。 148 已 知 非 负 实数 wa ,pc 满足 a + 5b + 过 3, 求 证 : 
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a 





b 





1 1 1 
十 一 一 十 . 
i+a 1+B i+e 








3 
一 之 过 亏 
2 





jral I+ 1+ce? 
(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
、 pb 1 C 一 十 
[证 ] 显然 ,] 7 me 1 魏 了 了 ,从 而 原 诺 半 


不 等 式 成 立 . 现 证 石 半 牛 等 式 记 
r=1l+a,y=1+6b,z=1+e, 
则 x+y+z 祈 6. 于 是 


6( 一 + 二 + 一 )>(z+ry+a( 二 + 一 + 二 
y 之 X y 多 


了 
=1+ 二 + 二 + 立 +1+ 立 + 之 二 二 上 + 
了 多 并 by y 第 
l 九 
再 由 之 + 之 守 2, 之 + 二 守 2, 之 + 守之 2, 所 以 等 训 
y 吓 之 Y 人 ba 式 
9<6( 二 + 二 + 二 )， 
并 Yy 
即 要 证 的 右 半 不 等 式 成 立 . 


9.149 设 0<xyv<10<y<10< zx<1, 求 证 : 


Xx(1— 


[证] 记 s 


s= x( 


y+ yl 2)+z(l—-x)<1. 


(第 15 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
= zi-y)+yL-z)+x(L =- 过 )) 则 
1—-y—2)+y(l—2z)+e2. 


若 1-y->>0，, 则 
s<l-y-z+y(l-z)+2=1-w<l1. 
有 1-~-y-x 魏 0, 则 


sy( 


1 -2)+z<1—-z+z=1. 


无 论 何 种 情况 均 有 <1. 
9.150 设 0 过 zx,y,z 世 1, 求 证: 


2(x3 十 


V+) (ry+ yz+ zx)E3 


《列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 


[证 ] 由 于 xy 之 minfx?,y ,所 以 


T+ 


-x ymaxlz?, yw | 二 1 
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闪 站 六 


同 理 可 得 y+ yz 人 Cmxiy ,2 | 二]， 
+ x zmaxiz zl < 妇 1 
于 是 2(z3 + +z) (ryt+ yrt+ wr) 3. 
9. 151 对 于 正 数 a ,2,c 求证 : 
q+ + +3abcab(lat+b)+ bc(b+ce)+ca(c+a). 
(第 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1975 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 c = minia,5,ci. 由 于 
a + b+2abc —- abla+6)- cl(a +b)= (a+b—c)(a—- 6b), 
c+abc—-c (a+b)= c(a—-c)(b -ce), 
所 以 要 证 之 不 等 式 
左 端 - 右 端 =(c+p-c)a-p)+clta-c)(pa=-c) 之 0， 
显然 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
9 .152 设 a,b,c 都 大 于 1, 求 证: 
2 )> > . 
atb b+e cta a+t+bt+i+ec 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 由 于 a >1,6>1,c > 1, 所 以 
logsa * logb * loguc = 1. 











利用 均值 不 等 式 可 得 
loga logb logc ,1 
arb toreterar’ (a+b)b+ec)(c+a). 
再 用 均值 不 等 式 得 到 
1 9 
Natrolo tera > Marore) 
于 是 要 证 之 不 等 式 成 立 . 


9. 153 求证 :如 果 三 个 实数 的 乘积 为 1, 且 其 和 大 于 其 倒数 之 
和 , 则 这 三 个 数 中 恰 有 一 数 大 于 1. 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[证 ] 设 zx,y,z 满足 题 设 条 件 , 则 : 
xy 三 上， 
1 


] 
+y+z- 一 一 一 一 一 >0. 
并 y 之 
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从 而 
(x -1)(y—1)(zx—1) 
= xy—- ry- ww—- r+r+y+z-l 
1 1 


1 
ty 


一 并 十 yy 二 > 一 (二 + 二 + 一 )>0 
并 z 
于 是 zx-l,y-1l,x<-1 工 要 么 恰 有 一 个 是 正 的 ,要 么 三 个 都 是 正 的 .再 由 
zw 二 1, 可 知 x 一 1,y 一 1,zx 一 1 恰 有 一 个 为 正 ,所 以 x,y,x 中 恰 有 一 
个 大 于 1. 
n+1 n+l 
9.154 设 a = 全 一 一 一 ,其 中 m,n 是 正 整数 .求证 : 


m™ 十 nan” 
a”+a 之 711 十 
(第 20 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] ”对 于 正 整 数 p, 由 于 
C2 一 pr 一 (a — 户 )(ap 十 cb“ 十 …: 十 app 十 pp 1), 
所 以 无 论 p 的 大 小 如 何 总 有 
a -pl(a- pp. 


ch | 
主导 


由 此 可 得 
a” 十 a’” m™ n” 一 (a”™ _, m2™ ) 二 (a” nn 
守 (a mm + (a nn 
一 a(m” 十 nn ) (mt! 十 n"t!), 
mtl 十 JRt1 
叉 a 一 了 十 an ,所 以 
nl i 


a 十 a 之 21"! 十 1 . 
9.155 设 a,6b,c 为 正 数 ,证 明 : 
a bp Cc ~ 3 


pic atrc a+t+b” 2 
(第 26 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1963 年 ) 
[证 1] 原 不 等 式 等 价 于 
2la(a+tc)(atb)+b(b+ ob +a)+c(c + a)(c+5b)) 
3a+t+ bb +c)(ct+a). 
经 计算 易 知 原 不 等 式 等 价 于 
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2(a3 + 人 二 避 ) 之 220+a2c+p2za + bc coat+cb. OO. 
由 于 中 式 
左 端 - 右 问 
= (a+b)(a~ bb) +(o+cB 一 c2+(a+c)(a 一 ce) 
之 0， 
所 以 9 成 立 . 
[证 2] 今 s= 二 at+b+c, 则 


a b c ( 1 1 1 ) 
+ + = 5 一 一 + -一 十 一 3， 
b+c at+c aa+p bi+c aa+c a+wb 


立波 二 





























由 均值 不 等 式 可 得 
1 
1 1 1 ( 1 ) 
> 
pre ate a+b 之 3 (p+c)(a+c)(a + 5b) 
之 之 . 
23 
a pb C 9 3 
-一 之 -一 一 一 “一 
于 是 二 了 3 2 


9 . 156 ” 设 实 数 zx,zr,z3 其 任意 两 数 之 和 大 于 第 三 个 数 ,求证 : 


3 
2 (D5) (De)> Det 
(第 13 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 1953 年 ) 
ZY 二 2 十 3 一 Yl 
[证 ] 令 23y2 = TX3+ 1 一 2 
2y3 = XI1+ X2 ~ X3 
则 y1 >0,y>0,y3>0,H x = y+y3, 72 = y+ Yl, 
x3 = yL+ :所 以 


:=1 = [a 


YX1Z23 = Sa 十 2yIy2y3， 


fe 
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于 是 可 得 


(D5) D5)= 4 (Py) (DH) (vv)(Zoo)] 


一 4(. DY + 2 + 3y1y2y3)， 


> + IT273 = 2 + 42 + 2y1y2y3. 


再 由 Vl VY2Y3 都 是 正 数 ， 显然 有 


3 
3 (D1) (Da)> > + XIX2X3. 
fi 一 上 z 一 上 ff 一 上 
9。 157 设 a,5,c 是 非 负 实 数 , 求 证， 
as+ b+ct— 2(a202 + az2c2 + bet) +a2p + Brac + cab 
之 0. 


和 时 小 


z (第 45 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 经 计算 易 知 原 不 等 式 左 端 为 
(at+bt+c)labc -(atb-c)(b+ec—-a)(c+t+a—-6b)]. 
由 于 a ,bc 之 0, 所 以 ae+8-c,8+c-ac+a-6 三 个 数 中 至 多 有 
一 个 为 负 . 若 上 述 三 个 数 中 有 一 个 为 负 , 则 原 不 等 式 显然 成 立 . 设 c +4 
-Cc 宇 0,b5+c-a 之 0,c+a 一 b 守 0, 由 此 可 推 得 
a 守 (b- ee) ,bc-a) ,cc 2(a- 6). 
于 是 a’bc (a (be )(0 (ca - (a- 6)) 
= (atb-—-c(a-b+t+c(p+ce-a)(b—-ct+a)(e 
+a—-b)(c—-a+5b) 
= (a+b-c) (b+ec-a) (cta- ob). 
因此 a (atb-c(b+e-a)(c+a-b), 
所 以 原 不 等 式 成 立 . 
9. 158 设 a,b,c 为 非 负 实数 ,求证 : 


, . 
F(atb+te) a vb t+h vat+ec vab. 


(第 25 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 由 均值 不 等 式 可 得 
a Vbc +b vca+c vab = Vabc(Va + Vb + ve) 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1163 


性 济 





EE 


< (te) (Va + VB + Ye) 
再 由 柯 西 不 等 式 可 知 
Va + Yb tvyc AY. Vatbtae. 
综合 土 述 两 个 不 等 式 得 到 
a Me toate VB (arbte) 
9. 159 设 0 达 pp 过 1,0 达 9g 世 1, 且 对 任意 实数 x,y 恒 有 
(pr+(l1- 户 )y) = Ar + Bry + Cy， 
(pr+(l—- py)(gqr+ (1- gq)y) = ar’ + pry+ 


求证 :(Dmax(4,B,C) 之 地 ， 
(i)max(a,8,7) 宇 地 ， 
(第 28 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1967 年 ) 
[证 ] (Gi) 由 于 
(pxr+ (1-— p)y): = Axz? + Bry + Cy’, 
所 以 A=p’,B=2p(1 -pp),C= (1- p),0<pOl. 


如 果 A = p< ,C= (1 -p< 二, 风 


<p< 人 4 
从 而 B=2p(1- p=2|- (p-) + 二 
> 
又 p= 广 时 ,A= 才 ,B=C = 地 ,所 以 对 于 任意 PE [0,1], 总 有 
max(A,B,C) 之 了 


(过 由 (ar+(I-b)y)(az+(I-gjy) 三 az2+Rry+7y2 
立即 可 得 
= pq,B= pll- gq)+q(l-p),y = (1-p)(1- 09), 
其 中 0 过 p 1,0 夺 gq 三 1. 
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从 而 
4 5 
38=p+g-2 和 > 一 加 


第 
B= p+gq-2p>2 Vn -2p, x 
等 
1 工 1_2 
可 得 - (两 -于 ) + 二 六 ， 
"| -> = Mm SMR 二 
2 AV4 9 6 3 


与 pg > 一 了 矛盾 ! 综 上 可 知 max(a,B,Y) 之 
9 . 160 求证 :对 任何 正 数 6。 如 下 不等式 成 立 ， 
Val-abt+b + V6- bt Valtac te, 


并 证 当 且 仅 当 一 - 一 + 一 时 等 号 成 立 . 
(前 苏联 教育 部 推荐 试题 ,1988 年 ) 
[证 ] 只 需 证 


Vai-ap+ 让 >| Var*t+actc—- Vb-b+c |. OD 
显然 QD 志 
a -ab+b a+act+ce+6b -b+c -2 Va +ac+t+e’ 


Vb*-— bct+ cz， 
即 4(a2 + act+ce)(b -bc+c) (2c +ab+ ac— bce). 
于 是 经 简单 计算 可 知 DS 
asb* + bic + aac ~ 2abec - 2abc’ + 2abc > 0. 2 
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由 于 @ 的 左 端 = (ac ~ ab - be 六 ,所 以 @ 成 立 .由 此 可 知 原 不 等 式 成 
立 ， 


若 原 不 等 式 中 等 号 成 立 一 人 中 的 等 号 成 立 一 ac - ab ~ bc = 0, 即 


反之 若 -= = 一 + 一 , 则 Q@ 中 等 号 成 立 且 < a,b < c, 所 以 


Vaz+ac+c2 > vb~-bt+te’, 
于 是 原 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 
9. 161 已 知 xz,y,z 都 是 非 负 实数 且 z + y+ zx = 1 ,求证 ， 
0 委 zy+ 巡 二 2r 一 2 << 方 
(第 25 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 1] 不 妨 设 + 之 y 之 z, 则 0<< < 之 二 ,由 于 
Ty — 27xryz = xy(1 - 2z) 守 0, 
所 以 YT 0 


另 一 一 方面 ,车 + 之 地 ; 则 yz 一 2xyz 0, 所 以 


y+ +rr-2r 人 rytzr= rr(l-7r)<— ! < 起 


1 
一 出 -~ ww -一 
车 过 > , 则 y < 7 < > .由 于 


(1—2x)(1—-2y)(1 -2z)=1-2+4(zxy+ ye + zr)— 8ry, 

又 由 均值 不 等 式 
IN oN (32+ty+to 1 
(1 -2x)(1 - 2y)(1 | 1 ) = 万， 


从 而 Ty+ w+i+ zr -2 一 1( 方 +1)= 却 
[证 3 zy 十 YC 十 x 一 2 之 0 的 证 法 与 [证 1 中 相同 不 妨 设 


1 

rz 之 y 之 2 ' 作 T= 了 +6y= L + 63; 则 61 宇 0， 
1 
3 


+ 人 7 ，> 一 3 


1 
3 
和 0 和 0.9 +6,+63=0, 有 8 
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7 1 
y+ w+ zr — 27ry = 37 十 了 了 (5102 + 0263 + 6361) 
~ 2616»0;. 
由 于 0= (61+6,+6) = 67+63+64+2(6162 + 6263 + 6361), 


7 
所 以 Ty+t y+ rr r= 


车 6; 魏 0, 则 81062063 之 0, 所 以 


一 (8 + 03 + 634) ~— 261620;. 


了 
27 
若 人 > 0, 由 56; = 一 (61 + 6,), 则 

O72+ 062+604= 2(0,— 06) +6010;. 


Iy+ y+ 2r -2ry 委 


7 

于 是 TY 十 y+ 2r — ry 一 ig -288261628， 第 
27 3 万 
一 地 7 不 章 
7 -6,(1 + 26;) < 一 77 和 


9. 162 设 <,p,c 是 一 三 角形 的 三 边 长 ,实数 p,qg,r 之 和 为 0， 
求证 :a*pg + b*gqr + crrp 志 0. 
(第 10 届 国 际 城市 际 数学 邀请 赛 ,1988 年 ~ 1989 年 ) 
[证 ] 令 zr+ty=ay+z=pbzx+xr=c 由 于 ap,c 是 一 三 
角形 的 三 边 长 ,所 以 x > 0,y > 0,z > 0. 将 上 述 变换 代入 原 不 等 式 左 
端 , 则 
alpq + bqrt+eirp= (r+y) pqt+ (y+ 2) grt+(z + 之)27b 
= rpqtrp) ty (pat qr)+ ze(gr + rp)+2rypg +2yegr +2z7rrp 
=— pr — qiy — rz + 2rypq + 2yzqr + 2zxrrp. : 
由 于 p+gt+r=0, 从 而 pg,gr,rp 中 必 有 两 个 非 正 ,例如 pq 三 0, gr 
0. 于 是 
a pq 十 02gr 十 corp 过 一 pix” 一 0 一 rie t+ 227rp 
=—- (pr-rz) -gy 0. 
9 .163 设 实数 x,y,z 满足 zx: + y+ z* = 2, 求 证 : 
T+y+z 人 ry+2. 
(第 28 届 国 际 数 学 奥林匹克 候选 题 ,1987 年 ) 
[证 1] 若 x,y,z 中 至 少 有 一 个 非 正 , 不 妨 设 z 忒 0. 由 于 x*+y 
去 2, 则 
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Sk 妾 方 





X+y 坟 ITT) SDSI + SL 
由 此 可 得 
zz+y+z-2-xzz=(rz+y-2)+xz(1-zry) 扫 0. 
若 rz,y,z 全 正 , 不 妨 设 + 忒 y 达 xz. 夺 0<z 志 1, 则 
2+ XxXyz—-r—-y—-z= (i-7x)(l-y)+(l-z)(l- xy) 之 0. 


若 zx > 1, 则 

XxX+yt+z 人 V2 + (r+y))=2 VIit+xy 人 R22+7ry <2+ ry. 
无 论 何 种 情况 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
[证 2] 只 需 证 (x + y+ zx 一 xyw)* 世 4. QD 


由 于 x*+ y+ z= 2, 所 以 OSS 
2(zy+ +2r) -2ry (r+ y+ z) + xyz 2, 


即 1 (ytyetar) tie(rtyt se)- Tre >0.0 
由 于 1—- (xy+ y+ er) + ry(r+ y+ 2)—~ ry 2’ 

= (1 ~ xy)(l — yx)(1 - zr), 
叉 


1 1 
1— zxy = 3 (2 ~ 27y) = F(T ty + -27y) 
= [zy)+ x] 之 0， 
1— yz = 六 [zz+ (y -zz) 和 之 0， 


1 一 zz = [y+ (zx -x)] 守 0, 
所 以 @@ 成立 . 
9. 164 设 a,b,c 均 为 非 负 实 数 ,求证 : 


十 
+D+eS2T< DD), blcatat+l) clab+b+l) 
catatl abt+b+t+l bct+c+l 


| (会 苏 数学 夏令 营 ,1991 年 ) 
[证 ] 原 不 等 式 等 价 于 


a+tb+te +3 
cati+at+l ap+p+l Acr+c+l 


1 上 
cat+at+l cc+p+l Up+c+l' 
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aprc 1 abc 
一 G+"— 
catatl cat+a+l ab + b+l1 
1 apc 1 
一 一 一 - - 一 一 一 一 + 一 一 一 一 . 
5+1T 2 bret+l betec+l 山 


Bp 3 三 bb 


由 于 
abc l ab+p+t+l 
-一 一 一 + -一 一 = 一 一 一 ， 
cat+at+l ca+a+t+l cat+at+l 
abc . 1 bc+c+l 
Cro+rl ab+ro+l ab+b+l 
abc 1 _ cat+at+l 


& 一 一 二 了 
pc+c+l ac+c+i bc+c+i+l 


利用 均值 不 等 式 立 即 可 知 成立, 从 而 原 不 等 式 成 立 . 


9.165 设 a,b,c 是 一 三 角形 的 三 边 长 且 a +b+c 二 1, 求证 : 第 

| 

c++c tdab < 于 
(第 23 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 式 


[证 1] 令 z+y=ay+z=pbz+z=c 则 zyz 均 为 正 数 
xty+e= 7(atb+e) = 一 .由 于 


a +b + = (rty) +(yt+z) +(z+r) 
= 2(x + y+ rt)+2(ryt+ ye + zr) 
z+ y+zt+(rtyt+z) 


= t+ +， 
又 4abc = 4(x + y)(y+ z)(z+ xXx) 


‘7*)(z -7)(z 7) 


2(xy+ yz + zr) — 47rw, 


有 


上 


， 1 
所 以 C++4abc = (rtytz) + -4ry 


了 1 
= 了 47yz < > 
[证 2] 原 不 等 式 等 价 于 
(a+ b+4e) -2ab 2b 2c + 4ax < 上 上. QD 


2 
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由 于 a+b5t+c = 1, 所 以 等 价 于 


民 ab + be+ ca — 2abe > (Q 
数 因为 a,b,c 是 一 三 角形 的 三 边 长 ,由 两 边 之 和 大 于 第 三 边 的 性 质 及 a 
大 +b+c 二 1 可 推出 
1 1 1 
0<a<T'0<b<T0<e<, 
1 1 1 

而 (过 -je>9 

于 是 (atbte) + (bt bt ca) -az >0， 

即 ab + ht ca-2abe > 


9.166 设 长 方 体 的 棱 长 分 别 是 x+,y 和 z 且 x <y<z. 记 p= 
4(x+yt+z),s = 2(xy+ w+ zr),d = Vr + y+ z .求证 : 


f(t1)= 2 -op + 


显然 有 < (rtyte) < 


. 1 1 1 
又 f(r)=r -EH I(r ~ ry x+y) 
1 
= 3(y~ 7)(z— 7) > 0， 
1 1 1 
f(z) = Et = 3 2- y+ zy) 
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了 (zz)(z-y > 0， 


所 以 TxT<a<p< 2z. 
9. 167 设 a,5,c 是 一 三 角形 的 三 边 长 ,求证 : 
ab(a— 6b)+ bb -ce)+ ca(c-a) 守 0, 
并 说 明 等 号 成 立 的 条 件 . 
(第 24 届 国 际 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 1] 显然 存在 正 数 x,y,z 使 得 y+ z= a,z+x=b,ri+y 
= c. 由 于 
a’bla~b)= (y+ 2z) (z+ 7r)(y- xr) 
= (y+z) (z+7r)(y—-z+z— Xx) 
= (y+ z)(z+x)(y — z)+ (y+ xz) (zz — x’), 
b*c(b—-c)= (z+x) (r+y)(z—y) 
= (z+ zx) (r+y)(z—-x+r—y) 
= (z+ x)(r+ yz -ri)+ (z+ rr) (rx - y), 
ca(c—-a)= (r+y) (y+ z)(x— z) 
= (r+y) (y+z)(r—-y+t+y- 2z) 
= (x+y)(y+ z)(x  — y)+ (rt y)*(y — xz’), 
所 以 s=ab(a-b)+bc(b~ce)+t+e a(c—-a) 
= 2x(y— zx)y +2y(z ~ x) +2z(rx — y)x’. 
原 不 等 式 即 s 实 0 等 价 于 


mm 一 
一 一 


2 
娘 法 潞 


Te( 芝 +Ty+z)< 扫 TD 二 十 xz3 OD 
由 柯 西 不 等 式 
蔗 y 之 
rtytz=Ww+ 计 w+ 二 Yr 
心 Vz Vr 
1 
2 2 2 1 
< tt) (rt y+ 2)3 ©@ 
y 之 并 
2 2 2 
则 zz+y+z 扫 二 + 之 十 三 
y 之 I 
于 是 名 成立 . 


原 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 就 是 柯 西 不 等 式 @ 中 等 号 成 立 的 条 


件 . 
世界 数学 奥林匹克 解 是 大 辞典 1171 





即 Vy Hb 
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[证 不 妨 设 a 之 max(5,c). 由 于 
ba + bc(b-c)= ob(a-b)(a—-c)(at+b-c)+2ba + (Db 
— bc — bc’)a, 
网 = ab(a- 65)+ bc(b—-c)+ec a(c—-a) 
ba? —- (b+ cr)a’+ ciat+ bc(b— 7) 
pla—-b)(a-c)(a+b—-c)- (bc) a+(b+ce)(b -rc)a 
= ba-b(a-c)(at+b-c)+a(b—-c) (b+e—- a). 

由 a 宇 5,ac,b+c 之 a 可 得 ; 宇 0, 即 原 不 等 式 成 立 .显然 等 号 成 立 
的 充分 必要 条 件 是 a = b = c. 

9. 168 设 f(x,y) = x*+ary+ ,其 中 0 过 a 过 2. 对 于 任何 
(x,y) 令 


f(r,y) = min falx -Mm,y— n). 


an 


1 


(1) 求证 :万 C(x,y) < 了 


(2) 求证 :五 (x,y) 过 二 ,并 求 出 所 有 使 得 天 (x,y) = 于 的 (zx， 


3 
y); 
(3) 对 于 任意 固定 的 a € [0,2j， 求 最 小 的 正 数 。 ,使 得 对 任何 (x， 
y) 有 f(r,y) cc. 
(第 5 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[ 解 ] 只 需 做 问题 (3) ,并 求 出 使 得 (3) 中 等 式 成 立 的 所 有 (zy). 


对 任何 (z,y), 显 然 存在 mm ,2 € z 使 得 | x 一 rT— 1m” < 地 要 | 二 
1 一 于 [所 且 
大 (zyy) = f(x ,y ). 


因此 在 条 件 1 z | 入 本 ,1y 1 之 六 TNF y) 即 可 ， 


当 a = 0 时 ,由 于 1x | 的， jy I< ,显然 


1 
fol(x,y)= x+y 7 
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,1 y 1= 方 时 等 号 成 立 . 当 a = 2 时 ， 
户 (za) = mig fo(x — my —n) 
= min((z — m) +2(z— m)(y- n)+(y—n)) 


当 目 仅 当 1x1= 工 ， 


= min(x+y—m-— n)* 志 一， 
mez 4 


当 且 仅 当 | z+y|= 时 等 号 成 立 ， 


以 下 讨论 0 < a < 2 的 情况 . 易 知 
f(r—-m,y-— n)= (x m)” +a(r—m)(y—n)+ (y— ny) 


=- [(2+ $5)- (mr $7)] + (wm) 


2 
凡尘 洲 





算 可 知 
i a b 1 a 5b { 1 a 6 
(信和 和) 二 生生 he 人 -二 -生生 ) 
2 -8 2 . 由 于 平行 四 边 形 ABCD 关于 原点 O 中 心 对 称 ,所 
以 只 要 在 其 上 tT ABEF 上 讨论 就 够 了 , 其 中 


E(- 二 ,0),F(- 垃 ,0). 过 原点 O 作 BC 的 平行 线 分 别 交 直 线 。 = 


bp FR 连 NA 并 延长 交 4 轴 于 M. 易 知 G( 全 了 外， 


N( 2,5), M1,0). 
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1 
显然 |(z,y);0 扩 > 二 六， 
b 





(u,v);0 达 vu 


大 


2 
即 平行 四 边 形 GBEO 内 及 边界 ,又 f(x 一 m,y 一 1) 等 于 相应 之 点 (4， 


vu) 到 点 (m+ 十 一 7 77 ， bm) 距离 的 平方 ， 由 此 易 知 


2 
f(xr,y) = (x+y) + by = u + vw. 





1 
由 EO = GO = 二， 
1 2.) 六 1 az a 4—a’ 1 a 
2 一 |- 一 -一 一 一 -一 三 一 一 一 一 一 一 三 -一 一 一 ， 
BV ( 7 +4)1+4”4116 4 16 2 4 
于 是 可 得 


万 (zy) max| 一 工 





车 (zx,y) 满 足 0 之 x 之 地 ,0 过 y 莹 广 , 则 与 之 对 应 的 (4,2) 在 平行 四 
边 形 AGOF 内 或 其 边界 上 ， 而 且 不 难 证 明天 无 (z,y) 等 于 (u,v) 到 
M,N 和 0O 距离 平方 的 三 个 数 中 最 小 的 数 ,所 以 当 
1 I 
0S zs 和 2'0sy 和 7 时 
f(r,y) 委 R*, 
其 中 R 是 人 MNO 的 外 接 圆 半径 , 且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 (zx， 


v) 是 人 MNO 的 外 心 .经 简单 计算 易 知 R? = 一 -一 ,人 MNO 的 外 心 为 


a+2 
1 _5b ) 
( 卫 ,7 -由 
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二 ,村 -全 | 1 
显然 max (二 ,了 < 一 一, 对 于 任意 0 < a < 2. 


总 之 ,对 任何 a € [0,2], 存 在 c = 一 5 使 得 对 任何 (zx,y) 有 
fx,y) Se. 


, , , 1 , 1 
着 z=x +1y=y+i 其 中 |1zx II 委 二 ,yy II 和 一 Ez， 
y 








2 2 
则 大 (rz,y) = 名 当 a = 0 时 ,|x 1=1y 1= 注 ; 当 a =2 时 "+ 
了 ,1 ,.__l rr___l. 
> 1= 了; 当 0<a<2 时 x = = 一 177 或 = 7° 
1 
， 九 
> a+2 不 章 
9. 169 设 r,y,z 是 正 实数 , 且 zx = 1. 证 明 : 
x 六 2 3 
一 一 一 一 一 + 一 一 二 一 一 + 一 一 一 人 二 . 
(+yG+z (ysT+z (1+r)(l+ 4 


(第 39 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 
[证 ] 原 不 等 式 等 价 于 z 


+) +) 


由 于 对 任意 正 数 u,v,w, 有 
ut + wD 3uvwe, 


因此 ,只 需 证 明 
X44 十 十 成 十 4 十 二 [(z+ 13+(y+1)3+ (z+1)3]. 


中 


令 
fA) = +n- 


g(1) = (rt +1)(41* + 3: + 1), 
则 


f(1) = T(t- Dg(), 
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目 g(1) 是 在 (0, + ce) 上 的 严格 递增 函数 .显然 ,GD 式 等 价 于 
Fz)+y)+ 帮 <) 之 0， 
即 


鲍 澳 六 


T(r- Dg(z)+T(y -Dey) + - De(z)>0. 


© 
因此 ,只 需 证 明 @ 式 就 可 以 了 . 
不 妨 设 + 宇 y 宇 z, 则 g(xr) 宇 g(y) 宇 g(xz) >0, 由 xyz = 工 得 
zx 之 1z 委 1, 从 而 有 
(x ~- 1)g(r) 守 (x — Dg(y), 
(z ~ Dgs(y) < (z ~ 1)g(z), 





故 
Tr Dglx)+ ly Dae(y) + (1)g() 
4 ”工人 证 4 » B\Y 4 B\ 
>7[(z -D+ (yD)+(s -Dely) 
= T(r+tyte-3)g(y) 
> (3 Yi ~ 3)g(y) 
一 


从 而 床 不 等 式 成 立 . 等 号 仅 当 z = y = x 时 成 立 . 
9.170 设 z,y,z 实 0, 且 满足 
+rr+i+ry= 1. 


求证 : 
rz(1— yz)+ yl -zo)(l x) + <] x)(l- 人) 
< 了 4 
(中 国 香港 数学 奥林匹克 ,1994 年 ) 
[证 ] 令 
r=t A =t 总 z 一 C 
8 27， 了 8 7 Bo 


这 里 A,B,C € [0,7). 由 于 
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‘a(S 12)rms 
(2 1816) — .2 2 
< < < 1 -如 (全 + 了 je 
2 2 2 
tg 全 + 志 志 
< < + 人 tg 一 
1_ tg wg “ 
加 2 2 
p+ 
] 一 < < .tg 
A BB 2 
ltg B87 
4 了 BC 4 8 C 第 
BE BE S287 
1- tg tg tg atp ww Bee 省 
2 ”2 2 ”2 2 ”2 式 
因此 ， 
1 一 (ez 十 ‘gg ttg 上 志 今 
cg( 今 + 二 + 二 外 = 2 ”2 2 2 “2° 2 
2 2 2 A B C A B LC 
go TE TB 8 yt 
_1 Cy + yt er) QD 


T+HY+2— 1 
由 已 知 条 件 ,y,< 不 全 为 零 , 且 
0 ywE1, 
从 而 有 
+y+zx>Zz 之 zy 之 0. 
因此 GD 式 的 分 母 大 于 零 ,但 由 已 知 条 件 可 知 ,人 式 的 分 子 等 于 零 , 于 是 


有 ， 
cg( 人 S++ )=0 
2 2 2/) 


由 已 知 条 件 ,x,y,z 不 全 为 零 ， A B,C 不 全 为 零 ， 所 以 


0< (4A+BTfC)< 7 ， 
由 上 面 两 起 得 
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订 (A+B+C)= 到， 


即 


a2 


A+B+C= Xx. (2) 
将 求证 的 不 等 式 的 左边 化 为 三 角 函 数 式 ,有 
zy 2) + yl 2) x )+ 2(l -rx )(1— y) 


(人 
«f(A)( ea) 














.A : nC 
2 .cB oC + 2 osC ooh ,2 
4 2 B 2C Bb 2 C A C 
COS 2 COS 7 Gos: 7 Cos cos C0 7 COS 3 
cosA cosB 
A 8 
2 2 
sinAcosBecosC + sinBeosCcosA + sinCeosAcosB 
-A Bc 和 
. Fo bd 2 一 2 一 


2” 2 2? 
利用 凶 , 将 名 式 的 分 子 化 简 , 有 
sinAcosBcosC + sinBcosCcosA + sinCoosAcosB 
cosC » sin(A + B) + sinCcosAcasB 
= cosC * sinC + smCcosAcosB 
= sinCl— cos(A + B) + cosAcosB] 
= sinC * sinAsinB 
将 这 个 结果 代入 因 式 ,有 
(1 一 vy)(l 一 x2) 二 y(1— 2 )(1— x )+ rz(l~ 7x)(1- y) 


ABC 
一 8g28287? 
= 47yz. | 由 


由 算术 -几何 平均 不 等 式 , 有 
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< 2+e) 
3 
-1 
”27’ 
从 而 : 
ze 让 V3 


将 上 式 代 人 四 ,得 
Ty 2) + yy 2) 0) + (1 x) (1 y) 


9、171 设 a,b,c 为 正 实 数 且 满足 ap = 1. 试 证 ， 
L 1 1 、3 
4 (六 +c) p3(c +a) ca+pb)” 2 


(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1995 年 ) 











A 
如 法 洲 


3 | + 
a (b+e) bi(c+a) (a+b) 
1 
则 由 一 = bc 可 得 
p202 c202 2p2 


利用 柯 西 不 等 式 和 算术 -几何 平均 不 等 式 可 得 


[lal(b+e)+o(cta)tc(at+6b)].A 
> (va -一 全- veTa ,2 





valb+c) - vb(c+a) 
(a+b) oO 
+ Ve(at+6b).—— 
A 


= (+ca+ab) 
之 (Ke +catab).3. VK. 
= 3(& + ca + ab), 
即 2(p +t cat ad) A3(b + ca +t oO) 
3 


AA 之 二 . 
2 
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9 MM 172 设 a,b,c 是 正 实数 ,并 且 满 足 apc = 1 .证明 : 
abp bc ca 





Ara Dror Sraim™! 
并 且 指 明 等 号 在 什么 条 件 下 成 立 . 
(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[证 ] 由 
a +b -ab(lat+b)= (a -h(a -0)0, 
可 得 
a +b > ab (at+b) QD 
由 已 知 和 QD 式 可 知 
ab a b*c 
as+bs+ab as+bs+abe 
-一 a“b*c _ C 
az2b2(a+B)+a2bc atbte’ 
2 。 C 
同 吾 可 得 ” 玉 TT 克 后 人， 
ca 0 
+ + 也 得 
ab pc ca 
一 一 十 一 一 十 一 一 一 
q+ tab +eo+b c+astea 
C a “bb 











Sibi atbtec atbte 
由 于 外 式 当 且 仅 当 a = 5 时 等 式 成 立 ,因此 人 @ 式 当 且 仅 当 a ==。 
时 等 号 成 立 . 同 理 ,@ 式 当 且 仅 当 ”= c 时 等 号 成 立 ,@ 式 当 且 仅 当 
= a 时 等 号 成 立 . 
故 原 不 等 式 当 日 仪 当 a = b&b = c = 1 时 等 号 成 立 . 
9. 173 设 zr,y,z 为 实数 ,证 明 ， 
17Zl+lyl+lsislz+y-zl+ly-y+xl+l-yx+y+z1. 


(第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1996 年 ) 





[证 ] 因为 
(x+y—-2)+(r-y+2) = 2x， 


所 以 
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[xy+y-x<l+lxzy-y+xl 志 21xz1. 中 


同 理 可 得 
[lxz—-y+z|l+l-x+y+zil 之 21z|, © 
[|r+ ylI+l-xz+y+2z| 之 21y|, (2 
中 + 包 + 四 得 
2(| xXx+y—-2zi+lrx-y+t+zl|l+|-xz+y+z|) 
之 2(| x 1+| yl1+| zx |), 
于 是 原 不 等 式 得 证 . 


9. 174 ”命题 (x ): 设 a,b,c 是 非 负 实数 ,如 果 a?+H+ ct 过 
2(a*6 + bc + cra’), 则 
al+b :+e 2(ab + bc + ca). 
(1) 证 明 命 题 ( * ) 是 正确 的 ; 
(2) 试 瑟 出 命题 (x ) 的 递 命 题 ,并 判定 你 写 出 的 逆 命 题 是 否 是 真 
命题 , 写 出 理由 . 


ii 
六 


(中 国 北京 市 中 学 生 数 学 竞赛 ,1996 年 ) 
[ 解 】 (1) 设 
D = 2(a6* + bc + cea)— (at+ b+ c+) 
= 4ab ~ (a + 6 +2c (a t+ 82) et 
= (2a6)* — (a* + b*— ce). 
由 已 知 ,D 宇 0, 所 以 
(2ab)}* 宪 (a+ -ee 
2ab 之 la + bc?|. 
由 对 称 性 ,不 妨 设 a 宇 5 宇 c. 于 是 有 
a +6 + =|la +b -ee [+2c 2ab + 2 
2(abt+ bc + ca). 
(2)(* ) 的 道 命题 : 设 a ,b,c 是 非 负 实数 . 如 果 ez + 三 +c2 云 
2(ab + bc + ca), 则 
at+b+t+c a6 + bc + cra’). 
(x ) 的 逆 命 题 不 真 . 
事实 上 , 当 a = 4,6=c= 工时， 
ca“+pb+c = 18， 
2(ab + bc + ca) = 18， 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1181 





满足 ( * ) 的 逆 命 题 的 题 设 条 和 件 a? + 6* + c 委 2(0a+ bc + ca). 
而 a4+ b+c4 = 258, 
2(a202 + bc + c2a2) = 66, 
不 满足 ( x ) 的 逆 命题 的 结论 . 
因此 ,(* ) 的 逆 命题 不 成 立 . 


第 6 节 多 个 变量 的 不 等 式 


nt 


9. 175 ” 设 实 数 a,b,c,d,p,g 满足 : 
ab + cd = 2pg,ac 之 p* >0. 
求证 bd 雪 0 
(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 .如 果 64d > q?*, 则 
4abcd = 4(ac)(bd) > 4p*g* = (ap + cad) 
= a’b’ + 2abcd + cd 
由 此 可 得 (ab —- cd)* < 0, 
矛盾 ! 
9.176 设 a,6b,c,d 都 是 正 数 .求证 :下 列 三 个 不 等 式 至 少 有 一 
个 不 成 立 ， 
(Da+p<rc+d， 
(at+b)(ct+d)<abtad, 
lat+b)cd < ab(ec + ad). 
(第 3 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 ] 将 前 两 个 不 等 式 两 端 分 别 相 乘 可 得 
(a+b) -< ap+cd. 
再 由 (a + 5)* 实 4ab, 所 以 3ab < co 
同 理由 后 两 个 不 等 式 可 得 (a + b)cd < ab(ab + cd). 
再 由 (a + 0) 之 4 ,从 而 3cd < ab. 于 是 三 个 不 等 式 不 可 能 同时 成 立 . 
9.177 设 a,b,c,dq 为 正 实数 ,求证 : 
1 1 4 16 64 


+ 一 + 一 + 一 之 一 一. 
a b C d at+b+c+ad 
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(列宁 格 勒 数 学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 ] (二 + 一 + 


© . 
一 十 一 十 一 十 六 上 + 十 
- 二 (at+b+c+i+d) 


o 4D 166 
一 十 一 一 十 一 十 1 二 一 十 一 一 十 
vb Cc 


i 


bp Cc 
2 | (: c ( 4 ) 
+ 一 jf 1 一 + 一 和 (1 一 + 一 上 
a ‘Ae a d a 
) (> ] (将 于 |) 
+ | 一 -+ 一 上 (+ 一 
d b qd C 
之 22+2+4+8+4+8+16 
= 64. 
于 是 原 不 等 式 得 证 . 





-9.178 设 f(x) = aisinz + azsin27 + 


十 sinnx ,其 中 al， 
a2,… ,an 是 实数 ,n 是 正 整数 . 如果 对 所 有 实数 x 有 
| f(x) II 委 1sinz 1， 


求证 : 1 al + 2c2 + 十 na, | 声 1. 

















k=| 


(第 28 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1967 年 ) 
[证 】 令 M=1Talitias1i+… 十 | a, 1. 对 于 正 整数 (1 过 过 
n), 册 于 
mn sinkr 一 
个 -二 SINX 
所 以 任 给 。 > 0, 存 在 实数 x, 使 sinzr 关 0, 量 
sinkr E 
sn 一 < PE = 1,2,.… ,7. 
由 此 可 得 
1 > fz) | Sesinkx _ Spa (Ee 
sinx Sinr kl 


sinkr 


， 一 k )a 
SINA 


; el a > | Dl|-e, 
由 e 的 任意 性 可 知 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
9。，179 








设 alya2，: ,a, 是 自然 数 ,其 中 并 >2, 且 ala; 
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3 
向 半 浅 





< ca, .求证 :对 一 切 不 全 为 0 的 实数 zx, ，…, 工 ， ,不 等 式 


> 12 a >0 
恒 成 立 的 充 要 条 件 是 ay 之 2 
(第 1 11 届 秽 地利- 波兰 数学 竞赛 ,1988 年 ) 
[证 ] 必要 性 .如 果 4a, = 1, 则 al = 1. 取 


3 疙 六 


yl = 1,x2=~1,7x3= 4 = 二 xXx, = 0， 
3 


用 一 ] 


则 Va? +2 Dirt 二 x 十 2 了 十 Q3xS + 2x1727 + 2X273 
:=] i=1] 


1 
=- 一 <0. 


ad3 


与 假设 矛盾 , 故 az 之 2. 
充分 性 . 由 于 Sa a, ;所 以 ， 


mn—l 


Da 十 3 之 x1+ 2 十 2 2 rin 


= (xi+ rx) +: oe + xz,) + 2 
之 0， 
后 的 等 叶 仅 在 zx, = zx 1 = …=xl= 0 时 成 立 . 
9 180 设 aia……ap0 ,5 潭 是 实数 .求证 :使 得 对 任 
何 满足 x) 过 x; 安 … 碾 x, 的 实数 ,不 等 式 


> ai < > bar; 
都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 


(中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,1986 年 ) 
[证 ] 先 证 必要 性 . 令 x = zy == z= 则 
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对 于 1 过 kn-1, 令 xz = X= ===0,r = "= x= 1， 


- 再 证 充分 性 . 令 So = 0,5 = 2 (ai 一 妨 ),k = 1,2,…,n. 由 假设 
可 知 $s 宇 0,k = 1,2,…,n 一 1,s, = 二 0 且 
dk bs 一 Sk se-1» 上 一 1,2,.… ,7 
任 取 实数 zi 委 己 委 …… 委 局, 则 


站 


nn nt 
\ NN 
Dai 一 bi; = 2 (ai 一 bi) Ti 
1 一 1 [二 | 
EL 
> ys 一 Si-1)i 
1 一 1 
nn Ei 
= Dsiri — 2st 
[= i=1 


由 于 so = 5 = 0, 所 以 
中 一 n—1 


ar 一 2 br 一 > si 一 > sirinl 


1 = i= 1 
-1 
一 Si( Li -is<0 


于 是 得 下 
<» bx;. 


9 ， 181 设 0 A ,为 已 给 实数 ， 
FIO)=1-acos0 一 psnoO — Acos20 - Bsin20. 
如 果 对 一 切实 数 9 都 有 f(9) 之 0， 求证 : 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1185 


为 





at+h 2,A:*+B SCI. 
(第 19 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] 取 8B,r € [0,27zj 使 得 
acosg + bsing = Va’ + bcos(0 — B), 
Acos20 + Bsin20 = vA: + Bcos(20 — 7), 
则 对 于 一 切实 数 8 均 有 
VA*+ Brcos(20 —- 7) 1~ Va + bceos(0 — B). 
分 别 取 6 满足 29 一 y= 0,20 一 y = 2x, 则 
A+B <1- Vart bios(Z -8), 
VA*+B*<<1+ a + bcos( -8). 
由 此 可 知 vVA*+B* 过 1, 所 以 A:+B 过 1. 
分 别 取 0 满足 g -8= 村 和 6-B=- 本 ,出 


/a + bl+ VA: + B’sin(28 — 7), 


六 


2 a*+b 过 1-~ VvV A*+ B’sin(28 — 7). 


由 此 推 得 当 Va+b 1, 所 以 a2+b 志 2. 


9， 182 设 a.6.c,a 都 是 正 玫 ,求证 
a b C d 
十 十 十 
b+c rc+d d+i+a a+b 
(中 国 四 川 省 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[证 ] 分 两 种 情况 讨论 
a d 
+ + - 
bi+c at+b d+aua 
ato dta etd, 
b+c a+b d+a 2 


由 此 可 知 原 不 等 式 成 立 . 


(i 刘 一 -一 + 一 d + 一 -上 
bt+c ar+p CQC+a c+d 














之 2. 








由 鸣 从 不 守 式 可 得 















< 2 4， 








> 2. 显 然 有 
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C b a d 
十 十 2. 
pie atb dta +a™ 


由 于 





a+re b+d at+c p+d 
ptre c+d d+t+a a+b 
1 1 ) 
-ato(Frrar) ota (ratars 
~ 2(a +cC) + 2(b+d) 
V(bt+c)(dt+a) Vv(c+d)(a+5b) 
> 4(a+c) . 4(b+4d) _ 
atb+c+a atot+t+c+t+a 
所 以 原 不 等 式 也 成 立 . 
9.183 设 4a,5b,c,4d 均 是 非 负 实数 且 满 足 
ab+bctcd+da=|1. 不 
求证 : ‘ 
a’ bp c3 ad’ 1 
一 一 一 一 十 一 一 一 一 十 一 一 十 一 一 一 一 之 一 . 
bi+c+d atc+d at+t+b+td a+t+bt+te 3 
(第 31 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1990 年 ) 
[证 ] a= rb = rc = x3sd = x433 = XI + x2+ xX3+ Xa4, 
原 不 等 式 可 写 为 
4 . 
> -一 ->> 工 . OD 
i=l Ss Ai 3 


由 切 比 雪夫 不 等 式 可 得 


丰 
中 2; 














出 过 入 








再 由 均值 不 等 式 得 
1 
4 5 








于 是 
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nt 疼 六 





利用 假设 和 柯 西 不 等 式 
1 = xizxy + x2x3 + x3x4 + TAT1 SC XI + Xf + XI + xh, 
从 而 中 成立 . 
9.184 设 zi,zrzyzayz4yzs 痢 是 正 数 ,求证 : 
(xl + XI+ xX3+ XIt+ Ts) >4(zrlzo + ror3 t+ T3ra + raxs + rsx1). 
(第 7 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1973 年 ) 
[证 ] 由 轮换 对 称 性 不 妨 设 


Xi1 = min{ zi, x2, 73: T4751, 


记 zstrs = zask = 1,2,3,4,5. 由 于 


5 5 5 5 5 
( 2 )” 一 4 > ) krtil 一 > 一 2 >) reres! 十 >» 
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 
= (X11 — Xx2+ Xx3— Xa + xs) — 4z175 十 47174 十 47275 
= (xz1 -Xx2+ ry XI+ xs) + 4(x2 一 X11)xs+4r1x4 >0, 所 以 原 
不 等 式 成 立 . 
9。185 已 知 5 个 非 负数 之 和 为 1, 求 证 :可 以 把 这 些 数 排 在 一 个 


圆周 上 ,使 得 每 两 个 相 邻 的 数 乘积 之 和 不 大 于 -< 


(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 1] 用 xi,zz,z3yzdyzs 表示 已 知 的 5 个 数 ， 
并 记 Tsk+r 一 Xs 


其 中 上 为 非 负 整数 ,r E 11,2,3,4,51. 由 于 zx = 1, 则 


> 2 a0 2 ao 1Z2i+L = 1. 
由 柯 西 不 等 式 


5 5 
=- (2zm) < 入 5、 之 7， 
5 ; 2 
从 而 2 xi 十 2 Tai _122i+1 扫 、 qo 
3 


于 是 2 za 和 Dr 1 X241 中 必 有 一 个 不 大 于 Bi ix 十 rox3 
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十 34 + 4 十 十 5 和 TY173 十 .35 十 52 十 4 十 了 4 中 必 有 


一 个 不 大 于 十 
由 此 立即 可 知 要 证 之 结论 成 立 . 
[证 2] 用 zi ,zz,z3yxz4yz5 表示 已 知 的 $5 个 数 ,不 妨 设 zi 委 7? 
人 二 TT 令 
& 二 .23 一 ip 一 Tc 二 24 一 39 = rs ~ Xs 
则 a,5,c,qd 非 负 ,日 


X11+tX2+ XI3t+ X44t rs= Sr3—-a-btc+t+a=1. 


QD 
于 是 
TI1Z4 十 Ta4T3 +t TI3N2 + TyTs + XsIl 第 
= (x3— a)(rx3+c)+ (rx3t+c)r3+ r(x — 6b) 不 九 
+ (rz br3td)+ (rtd)(r3- a). 4 


记 上 式 右 端 为 S, 则 


S =Szs- ar+cr-ac+cr pr-pr+adr- bd + dr3— 


QZ3 一 ad 
= Sx$—2(a+b—-ec~-d)r3~-ac-bd- ad. 
由 中 可 得 
S=2z-S5z -ac 一 让 一 id 
=-5( -二 ) +t- -bd ~ ad 
一 二 3 5 uC 
1 
一. 
5 
于 是 XIX4+ Ta4T3 十 TI3T2 + XTs + XsXl SE 二 ， 
由 此 立即 可 知 要 证 之 结论 成 立 . 


9. 186 设 zizzyiyyzlyz2 都 是 实数 日 满足 
Z1 > 0,zy > 0,zriyl — z? > 0, zayo -2z3>0. 
8 1 1 
求证 OO +， 
(Xi1+ xa)(y + y) 一 (zl+z2) riyr— zt - XT2y2 一 2 
并 且 给 出 上 式 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 . 
(第 11 届 国际 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
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| 


[证 ] 记 1 Xiy! ~ zf,k2 一 zx2y2 一 名, 则 AR > 0 


Tl 2 Tl 2 证 了 2 
Y1Yy2 + TX2Y1 = za 十 Zi! 一 ot 十 5) 十 zk! + zf) 


汇演 广 


>2 Vkhik + 2z1z2. 
从 而 (zi + ra) (y+ y2) — (zi + 22)* = kil+t ky +t XIy2 + TX2y1 ~ 
2z122 
> 4 Vkik2. 
由 此 可 知 
8 + 
(zi + x2) y+ 2) 一 (zl 十 z2) Vkik> k! k&2 
即 要 证 的 不 等 式 成 立 . 显然 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 kl = A2,zl = 
X2,Z1 = 2 即 zl = x2,Y1 = 2，z1 = Z2， 
9. 187 ” 设 正 数 5b1,62,… ,bi989 使 得 方程 组 
Z 1 一 2zr+xrrl+pxzr = 0,r = 1,2,.…,1989 
有 解 , 且 xo = X1989 二 0, Xl1 ,X22 ''' ,T1989 不 全 为 0. 





2 
求证 :2 + b> 十 十 bilog8g9 995 


(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 记 n = 1989, | zx 1= max | x; 1 > 0. 由 于 


二 
> ， 一 ro Dy rz 一 2zr 十 Tr+1). 


r=1 r=1 


1 


天 一 

0 十 Dr+t1-2r+i+r-1l)zr,— 2kr+(k— 1)rt+ 
r 一 ] 

krk+1 

一 一 (k 十 1) x 十 kri+l, 


村 


Ont bi = Dn-rtl)(r i- 2 + zr) 


r 二 中 +1 r 二 此 +1 


(n— kre— (nk+ lr 


| 


所 以 


上 
(n—kt+1) Drbz, +k 2 (n-— r+ 1)07r,= (n+ 1)x. 
: r=1 | 


二 一 到 十 上 


Te 一 





(n+ 1)? 


叉 (nk+lDr(n-k+l)k< 4 ,r= 1,2,.…,k, 
k(n—-rt+1)< k(n ktD) < kt+1,,n, 
从 而 GHD Yr Di 
注意 到 nn = 1989， | ke | 三 naX | ;| ， 
2 


_ 4 
于 是 得 到 01+ pt+ 人 Oosg 之 一 二 -095， 


9. 188 设 ai 过 和 妥 … 所 ai0, 求 证 : 
Q1 十 G7 十 "十 Q6 CGI1 十 C2 十 十 210 
6 10 


第 
(第 43 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1980 年 ) 
不 
[证 ] 记 于 一 全 二 25 - 人 ,由 假设 可 知 Fr 


ka,,n = 7,8,9,10. 
于 是 有 a t+ ast**+ajo 之 6k+4k = 10k, 
Ql+a2+ +aio Qi 十 Q2 二 十 66 


Ob 
其 10 之 上 6 


9.189 设 A,B,C,D 是 空间 中 的 四 个 点 ,求证 : 
| AC 1?+1BDI*+| AD|I*+| BC I>} AB I!*+| CD 1*. 
(第 4 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 

[证 ] 设 (x;,y,z;),i = 1,2,3,4, 分 别 是 A,B,C,D 的 直角 坐 
标 , 则 

| AC LP = (x1 ~ x3) + (yy) +(z1 — 23), 

| BD 1* = (Xx2 一 ra)” + (y2 一 ys) + (z2 — z4)”, 

| AD 1* = (x1 一 zx4) 十 《yl 一 ya): + (zi 一 za)”, 

| BC I? = (x2 ~ 3) + (yy — 3y3) + (22 — z3)°, 

| AB 1 = (zl 一 xr) + (yi1— 32) 十 《zi 一 xz2)， 

1 CD I?= (ry3— Ta) + (y3— ya) + (zs — za). 
由 于 


(xi 一 x3)” + (x2— x4)’ + (zl 一 4) 二 《2 一 rx3)” 一 (zl 一 x2)” 一 
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2 
(Xx3 — x4) 
一 z1 十 3 十 十 x4 一 2713 一 2X2X4 一 27X174 一 2X2T3 十 271X2 十 


2X3T4 


3 洲 态 


= (x1 + 72 — 13 74), 
(y1 一 y3)° + (yz2 一 y4)” + (y1— y4)” + (2 一 y3)° —(y1 ~ y2)° 一 
(y3 — 34 
= (y+ y2 — y3 ~ y4)”, 
(z1 ~ 23) + (zx) — za) + (zl — za) +(z 23)* 一 (zi 一 zz) 一 
(z3 — 24)” 
= (zi1+ z2— z3 ~ za). 
所 以 1 AC1?+1 BDI*+|1ADI?+|1BCI?*-|1AB1I?-|1CD1|? 之 0, 即 
原 不 等 式 成 立 . : z 
9 .190 已 知 正 数 a,5,c,x,y,zx 和 上 满足 
a+x=bi+iy=c+z=. 
求证 :ay + bz + cr 过 k*. 
(第 21 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
(a+ x)(b+ y)(c+z) 
abc + acy + bcr + cry + abz + ayz + bxz + ry 
abc + xyz + k(ay + bz + cr), 
所 以 ay+ bz+ cr < k’. 
9. 191 设 zx€1[0,1j,i = 1,2,3,4,5,6. 求 证 : 


[证 ] ”因为 及 


| 


(ri 一 X2)(z2 一 XT3) (x3 一 X4) (XA 一 Xs)(xs 一 6) (re 一 X1) < 16° 
(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1988 年 ) 
[证 】 记 y= zxitlyi = 1,2,3,4,5,y6 = x6 一 Xl 不妨 设 yj， 


V2 YY3V4 ;V5 6 均 不 为 0. 设 有 { 个 yy 为 负 , 其 余 6—1 个 yy; 为 正 ， 由 
> ww = 0, 所 以 1 之 1 过 5. 车 1 = 1,3,5, 则 原 不 等 式 左 端 为 负 , 从 而 该 


1 三 ] 


不 等 式 成 立 .只 需 讨 论 ! = 2,4 的 情况 . 
当 1 = 2 时 ,不 妨 设 y: < 0. 如 果 ys。< 0, 则 


| 一 TY 
3 < 二 < 二 


y1y233y4y5y6 SE J3y45X6 SE | 了 
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. 1 3 
3y1323334536 SE y43536 E (= ) 


1 
16 


1 
YIY2YIV4 YS YG SE YY3Y5Y6 SE 74 
ys 达 0 和 ye < 0 两 种 情况 的 证 明 分 别 与 y3 < 0 和 y, < 0 情况 的 证 明 
相同 . 
当 / 一 4 时 , 令 了 一 Xo-itl’? 一 1,2,3,4,5,6, 则 化 为 / 一 2 的 情 


况 . 
9.192 设 0< p 委 ab,c,d,e 和 09, 求证 
(atbtetdte) (+ ++ 一 + 一 | 第 
a b C d e 丸 
丰 
<25+6(VZ2 -V2), 全 
9 p a 
并 且 决 定 何 时 等 号 成 立 . 


(第 6 届 美 国 数学 奥林匹克 ,1977 年 ) 
[证 ] ”给 定 正 数 u,v, 考虑 函数 : 


Hz) = ut) (vt),0<p<r<y 
可 以 证 明 对 任何 x E [p,q] 有 


f(r) max{f(p), fl(q)1. 由 
事实 上 ,不 妨 设 p< 9, 令 = 7 一 7, 则 0< As1 
月 T= Ap+(l1—A)og. : 


由 于 pg 志和 Xpgt+ (lA) pot+A(l -14)(p: + gq) 
= [ip + (1 ~ A)ajlag + (1 ~ 4)p], 
1 1 A 1—A 
D - 一 一 < 一 
所 以 a Ap+(l1~A)g ~ p 一 q 
由 此 可 得 


f(z)=uw+l+vu+ 
村 上 


| 


u 
uw tlt vApt(l Ma) +t srt a 
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纤 泛 访 


uvt+l+vApt+(l -Ah) + 一 作 


= MD+G- fg) < maxl fp) f(a), 

即 9 成立 . 
由 个 可 知 , 当 a,65,c,qd,e 取 端 点 值 p 或 g 时 ,(a+b+ctdt+ 
[一 + 二 + 一 + 了 + 一 有 可 取 其 最 大 值 . 设 ob,csd,e 中 有 zx 个 


取 p,5 -x 个 取 w ,其 中 zx 是 不 大 于 5 的 非 负 整数 .由 于 
TXT SX 
[zp + (5- x)q]| 三 十 -| 


一 x2 和 一 2+ r(5— Pg 
ts -rp ta(s- x)( +2) 


- 25+xG-a(WV -AS) 


多 XI(5 一 xX)-6= 一 (zx 一 2)(x 一 3), 所 以 当 xx = 2 或 者 3 时 ,[ xp+ 


G5- za][ 三 + * | 到 到 最 大 值 25 + [人 - VS) .于 是 所 


证 不 等 式 成 立 ， 并 且 当 a， b,c,qd,e 中 有 两 个 或 者 3 个 数 等 于 pp, 其 余 等 
于 gq 时 ,等 号 成 立 . 
9. 193 任 给 8 个 实数 a,65,c,d,e,f,g,h. 求 证 :ac + bd,ae + 
bf,ag + Bh,ce + df,cg + dh,eg + 16 个 数 中 至 少 有 1 个 非 负 . 
(第 41 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 记 w= (a,6),v= (c,d),v;= (e,f),v4= (g,h). 
显然 zi vy = ac + bd,vI* V3= ae + bf, vl v, 
= ag + bh,v* v3= ce + dz vs 


= cg 十 dh ,v3° 4 = eg 十 fn. 
由 于 平面 上 任意 4 个 向 量 至 少 有 两 个 夹 角 不 超过 二 ,从 而 这 两 个 


同 量 的 内 积 不 小 于 0. 所 以 要 证 的 结论 成 立 . 
9 。 194 求证 :对 于 任何 实数 Cl cC2，， ,G1987 和 任何 正 数 bl 9 bp» 9 
…,b1987 都 有 
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(al 十 他 2 十 :十 aiog87) af a3 afog7 
站 +p+…+bo7 ~b1 b bi987 
(第 50 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1987 年 ) 
[证 ] 记 5 二 bi + ep) 十 … 十 pios7 , 则 原 不 等 式 左 端 

(2 a! b> a2 b1987 esp) 
为 so 
s bi s bb» 3 bi1987 

由 铺 数 F(z) = x 的 同性 可 知 


bl af b2 a3 b1987 co ] 
了 < 二 一 二 一 一 十 :二 一 .一 一 一 
原 不 等 式 左 端 < 二 二 + 全 和 2 
ul as a 1987 
二 一 十 一 a 一 一 一 . 
b! b&b b1987 
9 . 195 ”在 平面 上 已 给 +5+C+ 训 = 0, 求 证 12141B1+1 CI+ ’ 
| di 之 lat+ dl+16+ dl+|l C+ dl. 中 间 


2 入 


(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 

[证 ] 显然 @ 的 左 端 关于 a,65,c,a 对 称 .由 at+ B+ c+d= 6 可 

知 
lat+dl=|18+cl,1o+rdl=iatcl, 1¢c+dl=1at+5l, 

所 以 @ 的 右 端 关于 a,5,c,6 也 是 对 称 的 . 

若 四 个 向 量 两 两 相互 平行 或 者 其 中 一 个 是 和 时 ,容易 证 明 @ 成 
立 . 只 需 证 其 余 的 情况 . 如 果 有 三 个 向 量 两 两 相互 平行 ,由 四 个 向 量 之 
和 为 0 可 知 四 个 向 量 两 两 相互 平行 ,从 而 只 有 以 下 两 种 情况 : 

(1) 仅 有 两 个 向 量 相互 平行 ,如 a//¢. 在 平面 上 适当 选择 A,B， 


C,DD 使 得 2= AB ,5= BC ,= CD ,d= DA 

若 a 与 c 指向 相同 , 则 ABCDA 是 自 
相交 的 封闭 折线 (如 右 图 ) ,于 是 

latdl+lct+adl=s BD+ CA. 

显然 BD+ CA < BC+ DA =|1VI+ 
1 4d1, 4 及 
又 1 e+ dl=1tat+cl<lalt+l el, 
所 以 成立. | : : : 

车 a 与 < 指向 相反 ,不 妨 设 1¢| 志 1 a1, 则 ABCDA 是 一 梯形 的 边 


C D 





赃 由 访 


界 ( 如 右 图 ). 从 而 
1at+dlt+lc+dl= BD+ 

CA < BC+DA+2CD =16I+1 4d) 
+21cl,X16o+t+dl=|lat+ci= |al 
一 | cl, 所 以 @ 也 成 立 . 

(2)a,5,c,d 任 两 个 都 不 平行 ，“ B 
在 平面 上 适当 选择 坐标 系 使 得 已 给 
的 四 个 向 量 中 最 长 的 记 为 a, 其 坐标 为 (x1,0), 其 中 zl > 0. 其 余 三 个 
问 量 的 坐标 分 别 记 为 (x2,y2) ,x3,y3), (Xx4,y4); 则 XI .rT2+ XI3+ Xa 
=0,y+y3+y=0 
由 于 四 个 向 量 没 有 两 个 相互 平行 ,所 以 y; 关 0,i = 2,3,4, 不 妨 设 y, > 
0,y4s 这 0,y3 三 0. 又 

Vri+t+y ri = 2,3,4， 

从 而 t+;,x3,x4 中 至 多 有 一 个 非 负 ， 
不 妨 设 x4 牵 0. 令 a (ri,0),a (xa， 
y4 六 在 平面 上 取 点 A(0,0), B(xi， 
0),D(- xz4, -ys), 则 AB= a， 
DA = 4. 记 8,D 所 在 的 直线 为 /, 显 
然 点 (Xx!1 二 2，y21 与 (zl + x3,y3) 
都 不 在 直线 /上 ,否则 2AN ecA 7, 矛 
盾 ! 

如 果 (>zi + ay yz) 与 
A(0,0) 在 1 的 同 侧 , 则 记 4 


C(x 十 72，y2) ,= (7z2， 





一 入 一 和 
22) = BC ,c= (xr3,y3) 





= CD (CD = (- (r+ 
Z2 + 4), ~ (y2+ y4)) = 
《x3,y3)). 旭 果 (x| 二 zx, 光 ) 与 A(0,0) 在 / 的 异 侧 , 记 C (zl + z?， 
2); 连 CD. 过 B 作 BC CD, 显 然 C(xzi+ xray 0= (x3,y3) = 
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BCz- (zwm) = CD .无论 何 种 情况 显然 ABCDA 都 是 自 相交 的 
封闭 折线 ,由 (1) 中 的 证 明 可 知 @ 成 立 . 
9 . 196 已 知 a1,a2,…,a, 都 是 正 数 且 al .oa - a, = 1 求证: 
(2+ a1)(2+ a2)"*'(2+ a,) 之 3”. 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[证 ] ”由 均值 不 等 式 


2+a.=1+1+ a > 3a3,h = 1]1,2,'"…,n. 
将 个 不 等 式 两 端 分 别 相 乘 ,注意 到 a ， a，，…: a = 1 即 得 要 证 的 





不 等 式 . 
9. 197” 设 xz…z 都 是 正 数 ,求证 : 和 
zt x 2 丸 
一 十 一 十 … 十 + -一 之 I++ + +X,. 不 总 
2 叶 3 2 和 | 等 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1984 年 ) 不 


2 2 2 
、 4] 2 | 
[证 1] 由 于 一 + 2 字 271 一 +23 之 272，， 十 之 
村? 3 人 


2 
2 了 + zi 之 2, 将 这 些 不 等 式 相 加 即 得 要 证 的 不 等 式 ， 
1 
[证 2] ”由 柯 西 不 等 式 可 得 


XI+ X72 十 二 六 


天 








I .证 了 | ~ 
一 V 2 十 Vi+ 人 一 一 Vzt+ 一 一 Vi 
NV 7 ~ 村 3 Vv 村) V1 
1 
2 2 2 
工 之 1 证人 | 之 2 
S(tnteta)t (i+ 1 "| ， 
2 | 区 之 
所 以 要 证 之 不 等 式 成 立 . 


、 1 1 
9 生 198 设 clay，…，a， 和 6 ,62 ,Db, 都 是 1,，… ,一 的 一 
Hn 


个 排列 .如 果 


4&1+b 之 az+p 之 :之 0+ 思 ， 
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六 


求证 :an， 十 b,, < ,m 一 1 ,2，…，72. 
(第 2 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1968 年 ) 
[证 ] 任 取 1 之 过 nn, 在 ai — blya2 — b2,° am — bn 这 个 


数 中 ,或 者 有 不 少 于 一 个 为 非 负 ,或 者 有 不 少 于 一 个 为 非 正 . 不妨 设 


ni 


有 不 少 于 二 个 为 非 负 即 存在 ,i，,…,i 使 得 1 和 i 寺 m,! = 1,2， 


m 
一 
2 


且 Qi 之 b;,l 一 1,2,.…,k. 
由 于 a; ,ai,,…, a 互 不 相同 ,不 妨 设 
a < a < 和 <w 


1 1 1 。 
由 al,aza 是 1 本 ,可 二 的 一 个 排列 上 且 k 之 人 可 得 ai 挟 
2 
一 ,所 以 
mm 
4 
a 十 ba 十 b, 2a; 式 一 . 
1 【 1 n1 


9 . 199 ” 设 实 数 ai,az,……a, 满足 n 宇 2 且 
0QalRaeR2a,0 a2 al a RS 2a 
求证 :在 S = 十 al 二 as 十 … 土 a, 中 可 适当 选择 符号 使 得 
0 三 Sal. 
(第 6 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1966 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 当 w = 2 时 , 取 S=--al+az. 由 于 0 所 aj 才 a， 
委 2al, 则 0 迄 S 系 al. 
假设 当 n = 时 命题 成 立 ,讨论 =&A+1 的 情况 . 
任 取 Clyc2 eye 满足 题 设 条 件 . 对 于 CC2 CE CE 用 归 
纳 假设 得 S = szaz + esia + + epriaeri; 其 中 e,€1-1,1},m = 
2,3,…,&+1 ,满足 0 迄 S 之 a,. 令 
al 一 SS al; 
-uat+S,S > al， 
由 0 声 aj 志 a 志 2a| 可 知 


S = 
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0 和 9 艺 al1. 
其 命题 对 n = 有 + 1 也 成 立 . 
9.200 已 知 z;,y(i = 1,2,…,n) 是 实数 且 
TI 字 XX 之 和 守 1， 
VI 宇 宇 1 
又 z1,22,… ,是 y1,32，,… ,yy 的 任 一 种 排列 ,求证 : 


Psy? < Ds) 
(第 17 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1975 年 ) 


提 i 旭 n HH 
、 、 1 3 1 四 
[证 ] DC 一 y;)” 一 Dx? + Dy? 一 2 >， riy， Dx 一 >; )* 
三 } := | 7 二 1 一 上 fi = |] 


|| 
i 
~ 
十 
4 
| 
[Ds 
二 这 涉 


2 


由 于 Tl T2999 是 yy py 的 一 个 排列 ， 所 以 > 一 
> .再 由 假设 和 排序 不 等 式 可 知 


> Xiy; 之 > Xi). 
从 而 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
9 .201 沿 圆周 放 3n(n 之 4) 个 非 负数 ,它们 的 总 和 为 1, 现 将 每 


两 个 相 邻 数 相 乘 ,求证 :所 得 " 个 乘积 之 和 不 大 于 一 
(第 47 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] ”只 需 证 当 n 宇 4 时 对 任何 非 负 数 x ,x2,… ,x ,只 要 x! + 
xz2 十 …+ 二 1, 就 有 


1 
THT2 十 7273 十 十 RT 十 Tl < 4 人 
用 归纳 法 . 当 ， = 4 时 ,由 于 
Zr 十 To2xz3+x37zd+x4z1I= (Xt x x2 + Ta) = (r+ x3)(l 
一 ZX 一 3) ,显然 成 并 . 设 nn = 有 (之 和 4 时 外 成 立 .考虑 nn = 二 
1 的 情况 .不 妨 设 zl = max{xi,7x2,，… ,Xx,1 .显然 有 


TXT2 + TI) 十 (za + TI)T4 TT + ToT + TIT4. (2) 
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六 可 证 


令 yl 一 1yy2 一 过 2 十 X39Y3 一 X43" 二 Xx.+1; 则 


y+ y2 +… 十 W 三 二 .由 归纳 假设 可 得 


y13y2 十 yy3 + + 1 + AY! SE 


再 利用 @O 则 


1YX2 十 23 十 十 RAT 十 RETLISS YIy2 十 办 妇 十 十 伏天 


1 
re 


+ yy 达 地 , 始 QD 对 于 二 + 1 也 成 立 . 所 以 对 于 之 4.@ 成 立 


9 “202 已 给 非 负 实数 xi 如果 tl + 2 十 二 之 一 
? ,求证 ; 
六] 这 2 二 证 订 < 1 下 ] 
I+ x 1 + x$ 1+ x 1 + x 1 + > 
1 + x 
(前 苏联 教育 部 推荐 试题 ,1989 年 ) 
[证 ] 对 于 1 大 入 nn 有 
1 


十 天 




















xi.— 1 








1+z 1+xr (1 + rh) (+ re) 
在 砍 空 本 则 (1+ xf)(1+ zx) 宇 4. 若 x 之 1, 则 (1 + x2)(1+x) 过 
4. 于 是 无 论 何 情况 都 有 
ZK 一 2 一 
(1+xzt)(I+z) 4 


由 此 可 得 











时 人 1 1 nn 
一 之 一 _ 一 
> (二 让) 1 2 1) = 0， 


大 = 1 


项 原 不 等 式 成 立 ， 
9 .203 已 知 实数 X12 (nn 2 2) 满足 : 
XI1+ X22 "+ XxX 二 a， 


a* 


村 
7 一 | 





TI+ XI + e+ rn = 


其 中 a > 0, 求 证 : 
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0 4 ,= 1,2, 
Hn 


(中 国 四 川 省 高 中 数学 联赛 ,1988 


[证 ] 先 证 x; 宇 0,i = 1,2,: "sn, 下 则 存在 i € | 


和 
里 


n1 ,使 得 x; < 0. 由 a > 0 可 知 必 和 存在 jE€ 11,2,…,n| 全 本 


由 对 称 性 不 妨 设 zy < 0,x, > 0. 于 是 
(x 十 x7) 十 3 十 … 十 4 
2 


3 
n—l 





= zf + r+2rrr t+ r+ + 7 < 


男 一 方面 由 柯 西 不 等 式 可 得 


1 
(zl+ x2) + Xt 之 一 (zl 十 T2 十 


天 一 


a? 





nl 


从 而 引出 矛盾 ! 
再 证 xi 二 经 ,1 = 12,…, 由 假设 可 得 


| + 2 二 “十 [一 和 一 
2 
a 
Xt 十 3 十 “十 2 | 一 -一 x. 


n—1 
利用 柯 西 不 等 式 , 则 
(a 一 一 (Xi 十 XI 十 十 x 1 
(nn- 1) (x 十 x3 十 … 十 X41) 





= a ~(n ~- 1)x?. 


从 而 得 到 — 2ar, + nxs SE0, 


再 由 ,之 0 可 得 ww 二 公 , 由 对 称 性 可 知 对 任何 i € 11,2,… 


Xi 一 


nn 


9 . 204 已 知 A 都 是 实数 ,” 福 2, 且 


ia 


zz 三】 


二 


,7 都 有 
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2 


二 各 














、 A 
求证 : 了 去 < 7 一 Fy 
代 (中 国 高 中 数学 联赛 ,1989 年 ) 
[证 1] ”由 假设 易 知 
| 1 1 1 
之 全 一 2 2 
所 以 亲王 二 工 , 久 -全 > 二 .由 此 可 得 
>0 2 AAS<0 k 27 


A vim 1_ 1 














>D k <D 


[证 2] 令 So=0,Si= x1,S2= XI+ ra, = TX1+ T+ 


+ .由 于 > | re |= 1, 2 = 0, 所 以 S,=0 有 有 8 
k=l k=l 

















| Si [< 7 ,k= 0,1,2, | 
i ' 1 1 1 
因为 > 二 = >) (St-S) = >) 一 S - >) 一 Si 
£1& £1 & k k 
Sls Sts 
:ke k+l 
注意 到 Sn 一 S, 二 0, 所 以 
有 一 了 
LY Tk 1 ) > 一 
TK| 一 一 < 一 一 (|1_ 一 
人 4 2(3 k+l 3 | ! 天 
i 1 
2 21 


9. 205 对 任何 正 数 al ,a,,…,a, ,求证 : 

Ul U2 Hy —2 CN 1 Uy H 
-一 一 一 二 + 一 . 
dd2 + U3 a3+ Q4 Lp 一 | 十 a, CN 十 dl dl + Ud2 4 

(第 3 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1969 年 ) 
[证 ] 记 人 + 一 CE sk 一 1,2,3,… ,nn, 则 不 等 式 左 端 可 写 为 


史 


S = >) 一 一 一 ,不妨 设 


二 1CR+1L 十 CR+2 
CI 一 IaXzk ， 


] <- 二 
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记 nj 二 1; 
2,42 之 a3， 





好 2? 一 
3,a2 < U3 


天 2 十 1 ,ax+l 之 Adi,+29 
3 一 
之 


有 2 十 2,an,+! Un +2. 


显然 存在 过 广 达 11 使 得 ,= n+ 1. 由 于 


1 Qn CD Co 
S > -一 -| -一 一 十 -一 一 一 二 a 二 





2 Un, ca Cn 
区 Cn 一 Gy 一 ai 利用 均值 不 等 式 可 得 第 
r ni 九 
Ss> 7 僵 才 这 


2 


9.206 设 4a,a;,…,a; 均 为 实数 ,如 果 它 们 中 任意 两 数 之 和 非 
负 , 那 么 对 于 满足 
1 二 2 二 二 二 
的 任意 非 负 实 数 x ,x，,… ,x, ,有 以 下 不 等 式 成 立 : 
CIZT 二 Ca + 二 dr arrf + a27x3$ + ‘aT. 
请 证 明 上 述 命题 及 逆 命 题 . 
(第 工 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1986 年 ) 
[证 ] 命题 的 证 明 : 
CIZI 二 C272 十 + rt 


一 (axl 十 Q272 十 十 CQ ) (Xl 十 2 十 “… 十 Xn) 


1 
让 

S 

a 

2 


S| | 
一 air3 十 >, (a, 十 Qj ) Xi 


:i= | [ai jn 
> alzrt + 427i + + dn 
逆 命 题 的 陈述 : 设 Cd2， CD 是 实数 . 如 果 对 于 任意 满足 
Xit Xx2+ +zxi= 1 


的 非 负 实数 区 ,都 有 
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2 2 
QZ1 + Q272 十 十 Corn 之 QT + a2xrf + "+ Qarrh, 


则 在 a1,a2,… ,a 中 任意 两 数 之 和 非 负 . 


道 命题 的 证 明 : 设 i,j 为 自然 数 且 满足 
类 1 过 7 之 n,1 7],1 关 J 
1 . . 
取 zz 为 :三 二 石 王 了 人 0(R 天 站 天 放 ， 
由 azl 十 Q272 十 + an Sarrf + azz 十 入 + aoz2 
] 1 
可 得 (ait a) + 0), 


地 ai + ai 之 (0. 


9 .207 ” 设 rizz，……%zo 都 是 非 负 实数 , 记 


11 十 2 二 十 Ti 二 a. 


a 


4 
(加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 当 %n = 2,3 时 ,显然 有 


(xit+ x2) a? 


求证 : x1 + X27X3 + 十 Tl1X, < 


X17T2 委 = 

la 十 wax3 = XX! + X3) 挟 Ct) = 和 
当 之 4 时 ,可 以 证 明 更 强 的 不 等 式 

TITI Tt XIXT3 + + Tr + Xr! SR 和 QQ) 
事实 上 , 当 n = 4 时 ,由 于 

XIT2 + IIT3 + X34 + TAIT] = (x1 + x3) (ry + ra) <$, 


所 以 中 成 立 . 设 当 n= k(k 之 4) 时 ,成 立 . 任 取 非 负 实 数 荆 | ,x，,…， 
zi 由 人 式 左 端 的 轮换 对 称 性 可 设 ml = max| x ,7x2 ,Xk， 
Xk+11: 令 

1 = Tt 2 2 = T3900 M = Th Yk = Xp+l, 


则 yt yt tw Tt rt Tt Xt = A. 


由 归纳 假设 可 知 
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QQ 


YY 二 YYy3 t+ WW + Wy1 SE 4 


再 由 yiy2 + WY = (Ti t To) TI + Teri( Xi + x2) 
TIT + XIT3 + XE+ITI 
22 
可 得 ZIZ2 二 7223 十 全 二 Ted + TT ST 


即 OO 对 于 = 上 + 1 也 成 立 .所 以 对 于 之 4,@ 成 立 . 
9.208 设 0 达 1 之 1,1 宇 zt 宇 二 之 … 之 xX, > 0, 求 证 ; 
(1+xit+ rt T+) 1l+ri+2 TirD+ .+n lzt. 
(加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ,1988 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 当 n = 工时 ,由 0 委 上 委 1,0 委 z 委 1 则 


(1+ Xx) 1+r 人 Rl+ ri. 第 
设 要 证 之 不 等 式 对 于 nx 一 上 成 立 , 则 ~ 九 
(1+ oxit et ret reri) 和 

去 


k+l 
= (+ 
二 1 十 十 wk 
| 
< [1+ ]+xi+ + x )! 
1 + 7 十 :十 如 ( ! +) 
= (+ rt ra) +t Tar +t rt +t Ta) 


1 
jt tan) 


1+ri +t+2 rt tk lrt+ rr[(k+1)rd’! 
= 1+r+t2 x+ +hk t+ (kt+1) rh. 
于 是 要 证 之 不 等 式 对 于 n = k +1 也 成 立 . 
9.209 设 实 数 a ,a,,…,a, 和 51,6,,…,b; 满足 
Ql 之 4d2 之 '…* 之 a >0， 
V1 之 &l， 
pip2 之 al42， 
bi1b2b3 之 Qia203， 
bib2*b, 之 aa a,. 
求证 :Bl + b+ 人 十 世人 at+az 十 十 an 
并 确定 等 号 成 立 的 条 件 . 
(加 拿 大 国家 集训 队 训练 题 ,1988 年 ) 
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a 


bi 
[证 ] 记 k; 一 一 ，; 一 1 2 … 7, 则 


了 


Ri 之 1 1 ,kik2k, 之 上 OD 
要 证 之 不 等 式 等 价 于 

al(ki1—1)+as(k2—1)+…+a(k, 一 1) 之 0. 
令 d,, = (kj —1)+ (ks 1)+t+(k,,— 1),m = 1,2,.,n, 
则 要 证 之 不 等 式 等 价 于 


di(a! ~ a2) + ds(a2 — a3) t+ di(an1— Qn) +ard 之 0. 
由 均值 不 等 式 和 QD) 可 得 
di 之 m( Vkik2*k,, ) 之 0,m 三 上 2 7， 
区 al 之 0 之 … 之 Q>0， 
所 以 ailart-a)+dad(as--a)+… 二 二 Tai 一 ah)+ands 之 
0， 
即 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
由 以 上 证 明 可 知 ,等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
a; = bi,i = 1,2,",7. 
9 .210 设 实 数 ao,aiyaz,…，a 满足 w, = 0 有 是 


六 一 ] 


ak 二 CC 十 Ya sla + ar)sk = 0,1,2,.…,n—1. 


i=k 
求证 :c 之 二- 
(第 30 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 


k 
bb 和 、 
[证 ] 记 5 = Vai,k = 0,1,2,…,n, 则 

i=0 

#1 n—1 n-] nn-l 

“1 Yl 
Sn 一 Da 一 ,ak 二 32C 十 > ， > ai_e(ai + ajr1) 
k=0 A=0 A=0 /= 上 


n—} i 


全 
nc 十 > > Ci Ra; 十 aj+1) 
i=0 k=0 


中 一 上 { 

i 

二 11c 十 > (ai 十 Qi+1j ai 
i 二 们 大 = 人 0 


nl 


1 
一 NC 十 > (ai + Qaj+1)s; 
二 站 


| 
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= nc+ siso + (s2 一 5S0)sl + (s3 一 31)52 十 + (5s, — 
5 2)S -1 
= Nc + ssn-1- 
由 a, = 0 可 得 5,,-_1 = 所 以 
ss, 2 nc + 58%， 


从 而 1 一 4nc 实 0, 骂 


< 一 ， 
(人 47 


9.211 设 alyaz，……an 都 是 正 数 (nn 宇 2),k 之 1, 求证: 


天 只 
ul ‘ U2 A 
do 十 Ce Ep 十 虽 另 四 十 aa 
dy 十 … 十 a ds 十 十 Ui 十 dl Ul 十 "… 十 Up- 


、 ， 
(no 1)* 不 这 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 


[证 ] 记 s = ai+… + a,, 要 证 之 不 等 式 可 写 为 
加 . k 
> | - ) > - 中 








i=1 9 一 ai no 1)* 
由 均值 不 等 式 可 得 
9 ai | 1 
24 5 S 2 S-—a ” 
71 
之 nS ! 7 


(S-a)…S-a) 


n n 
> 
二 (n— 1)S " nl 


由 于 有 宇 1;, 所 以 f(x) = 素 在 x 实 0 是 凸 浮 数 ,从 而 
1 


1 上 杂 上 下 
| Qi 1 «nn 24 ( 1 ) 
过 | 一 一 一 一 】 之 
n > (5) > )> nl1/ 


而 成立 . 
9 .212 ”对 于 任意 正 数 cl ,az，…,a,, 求 证: 


对 Lt 
2 
> ， Valid Se > ai 
&=1 k=1 
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a 


天 
He 
(第 23 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1982 年 ) 
天 
[证 ] 已 知 ( 1 + 二 上 单调 增加 收 化 于 e, 从 而 对 任意 iE N 有 


(I+) eeb 1+) 


2 


b; 
Se. 

2 43 k—1 十 到 

由 bb2…b =2 _k (+k) 


7 3 i Di pe 一 (] 十 到 六 可 
得 





/aia 一 一 /albi)(ab, ). 
由 均值 不 等 式 有 


1 
Mal ar C7 Dab; = 


Ek(l+k) i=1 





mr 
TT 
~ | 
| 
~ 
十 | 一 
| 
Te 
[> 
SD 
~ 











n i 


9 .213 已 知 $z 个 实数 ,5 ,zw,v 都 大 于 1(1 过 i 之), 记 
V 


1 1 7 1 2 1 1 
玉 = 一 ro = 一 1 二 一 ti,U = 攻 ， 一 
n 2 nN 2 nN 2 n 二 n 
v;. 求 证 
t=] 
站 人 十 1 > (人 ) 
二 一 RSTUV—-1 


《中 国 国 家 集训 队 选 拔 试题 ,1994 年 ) 
[证 ] 首先 证 明 对 任何 天 个 大 于 1 的 实数 ZXl,Zz2…y zu 有 
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,x+1 二 TV 
站 于 一 之 (全 于)， 9 


其 中 A = Tz 二 

事实 上 , 记 x; = max(ziyzz，myzo) Ti = min( T,X2 ,Ty), 
则 TA Zi. 
由 于 

(zit D(x t+ D(A rx- A)- (x ~ D(x — 1)(A+ 
Hz + A) = 2(xix; + 1)(A - ri)(zx;— A) 之 0, 
又 ”rir; > zi 之 A, 所 以 




















1 
(zx; + 1)(x; + 1) (221) A 加 第 
( 一 1)(x; 一 1 一 A-1 i _ 1 不 九 
年 训 
由 名 可 得 式 
XA 
[>( 人 A!) A 十 】 Zi 十 了 
iT  \A-1/|zxix ‘Zi X11 
A J 


显然 一 1 个 实数 zx(1 关 志 1 关 j,1 志 1 过), 下 :都 大 于 1 目 其 几 
何平 均值 仍 为 4, 从 而 由 归纳 法 易 知 @ 成 立 . 
在 中 中 令 z= raotl 委 1 委 2), 则 
risitiuiv: + 1 B+1iY” 
1 一 (8 一 1 





i=l TiSitiuiV; 一 





之 也， 
PU(B+1)(RSTUV -1)-(B-1)(RSTUV+1) = 2(RSTUV - B) 
之 0， 
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RSTUV +1 B+ 十 | 






































名 RSTUV—1 B-1 
代 ”再 用 @@ 可 知 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
9.214 设 zi,z2z，… 9 Tn 都 是 正 数 (nn 宇 2) 且 
3 = | 
a A -| 
(第 定居 中 国 中 学 生 雪 学 冬令 芝 ， 1989 年 ) 
[证 ] 由 对 称 性 可 设 zi 二 zz 委 … 委 阅 , 于 是 有 
1 -一 1 二 ] 
Vi-x Viz ~ Viz, 
由 切 比 雪夫 不 等 式 可 得 
1 Ts l 3 \ 1 
2 >1(35)(> rd 
1 a 1 
i=t 一 文 
表 由 知 平 均 不 等 式 得 
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9.215 设 -~-1 志 zx 过 1 ,i = 1,2,…,n 有 日 
十 十 十 六 二 
求证 :zi + za 十 十 过 < 挟 
(列宁 格 勒 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 
[证 ] 由 于 当 xx 守 -1 时 ,(x +1)(2x 一 1) 之 0, 即 
473 -37+1 衬 0， 
所 以 4 > zx-3 > 十 =-3 》)x4+ nn 之 0. 由 此 立即 可 知 
k=1 £=1 ey 


要 证 之 不 等 式 成 立 . 
9.216 设 a1,a2，,…,a, 均 为 实数 ,对 于 目 然 数 k(1 上 过), 邻 


Sk = >) Qi ad; Ci 第 
li < in 天 刀 
求证 : 和 章 
SS > (CO ) ara2* 式 
(亚太 地 区 数学 壬 林 匹 交 ,1990 年 ) 
[证 ] 由 均值 不 等 式 S, > G (全) 二 
Co 


一 CCala2… “an ) 6 
由 于 G = GCT CD = C+C,= Ct 所 以 
SiSy 4 > (CC ) aa an 
9.，217 设 x ,X23,…,X, 都 是 正 数 , 令 = zr + ;十 … 十 广 , , 求 
证 : 


nH 


2 
(1 + x (1 + zz2) (+m) ltsta t+ 十 一 
nn 


(亚太 地 区 数学 奥林匹克 ,1989 年 ) 
[证 ] 由 均值 不 等 式 可 得 


(上 + zx)(l+ rx) "(1+ zr,) < 去 [一 > t+) | 
= (4 + 二 
n 
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利用 二 项 式 展 开 , 则 
(Ba) 


代 7 #0 
g| ”由 于 
s Yk nl! Ea El 
cz) Rl(n—k)! nt S71 
从 而 


n 


(+ r+ zr) (Ite) 11S+H tt 


9.218 ” 设 a1,a2,…,a, 同 号 , 记 S = 2》)ai, 求 证 : 
1 二 1 


Sy a; nn 
2s-a; 2n-1 


(前 联邦 德国 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 a1,a2,…,a; 均 为 正 , 则 


> Qi WY | 























25 ~ a; i=1 2s—a; 2s -a 
由 均值 不 等 式 可 得 
— 1 n 
一 -一 -一 僵 --- ”  _ _ _ _ 
;=] 25 一 Qi 一 "(6 一 QI1) (人 25 一 
2 
n 
> ~ 
《25 — ai1) + + (25— a,) 
_ 
(2n -1)s. 
于 是 D3 0 2n” nn 
2s a” ”22-1 2n-1 


i=1 


9 .219 设 zi ,7T2,… ,Xn(n 之 3) 是 非 负 实数 , 且 


XI X22 广 n= 1. 
求证 ;x1x， 十 XIx3 十 … 十 THT 十 xl < 27 
(第 1 届 中 国人 台北 市 数学 奥林匹克 ,1992 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 . 当 hn = 3 时 ,不 妨 设 zl 实 x;,Xl 守 xX3. 
若 x2 之 x3, 则 由 均值 不 等 式 可 得 
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2 
TIX) + XAT3 + XIXI SE IIT2 十 TILT273 十 IT273 


二 XiX2( Xl 十 2x3) 


Xl1* 27x2* (xr1+ 27x3) 





Es + 一 X3) ] 


人 


十 

若 zz 二 z3, 由 于 
2 2 2 2 
XTXT3 十 2717273 一 1X2 一 5T3 XIX 


= (xf — XT) (Xx3 一 zx2)+z2zs(zl 一 2) 之 0， 


所 以 同样 有 5 

4 九 

XIT2 + XIX3 + TIT] < xz3(zl + 272) SE 77 和 间 
设 当 n = 上 时 原 不 等 式 成 立 . 当 = 有 + 1 时 ,不 妨 设 ri = 式 


max| x ;X22 ;XXht11 .由 于 
XIT2 + TIT3 + XAT4 sx10za + x3) + (x + XT3) X44, 
从 而 如 果 
y1 三 TYly2 三 2 十 YY333 = T43y4 二 Xs Ne Ag+tl? 
则 zzz+ zz3+ + rhrert + Thr ES yfy2 + yy3 + + yk-1y 
+ yiyi. 
又 yy0,7=1,2,%,k, yt yt Tt T+ Tt" 
+ x+l = 1, 由 归纳 假设 可 得 
XIT2 + TIT3 + + Threst 十 TAIZI < 方 ， 
即 原 不 等 式 对 n = 上 + 1 也 成 立 . 
9.220 设 al 宇 ay 宇 … 之 a2w-1 宇 0, 求 证 : 
a? a3 asm+as, 11 守 (al-ar+a3— + a2n_1). 
(第 7 届 国 际 城市 际 数学 邀请 赛 ,1985 年 一 1986 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 , 当 n = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 n = 2, 由 于 


a?— a$+as—-(al-at+a3)’ 


一 (ai 一 a2 )(ai 二 6G2 一 QI 十 CQ2 一 2a3) 
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= 2(al -a2)(a2 — a3) 之 0. 
所 以 命题 成 立 . 


代 设 当 nn = 上 k(k 之 2) 时 ,命题 成 立 . 当 nn = 有 + 1 时 ,由 归纳 假设 可 
孝 A 
二 机 2 2 2 2 2 
CT 一 02 二 43 一 4 十 二 CQ 和 + 
-人 
a?f- a3+(a- artas— + asr). 
由 于 z 
a3 ~ a4tas— + a = (a3— 44) +t + (a2g-t — a24) + 
U2k+1 
= aa 一 (ad ~ as) -~ (a 一 
a2k+1)， 
所 以 
Oay-at+as—- “+a 和 dd 人 al. 
再 用 归纳 假设 , 则 
af — af + a$— tat a-arta3-art+as—"— 
a2t41), 


即 命题 对 n = 有 + 1 也 成 立 ， 
9.221 设 0<p 志 a 过 gq(i = 1,2,…,n),b1,b2…b, 是 ai， 
a2，… ,a 的 一 个 排列 ,求证 : 


Al U2 Un 也 2 
Sp tp nt+ [和 (WA . 
(匈牙利 数学 奥林匹克 ,1935 年 ) 
[证 ] 由 均值 不 等 式 显 然 有 
和 
b! bb b» 
从 而 只 需 证 右边 的 不 等 式 .不 妨 设 
Al 入 a a)， 


根据 排序 不 等 式 可 知 
2 
bl b2 b, Un dn-! dl 
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当 = 2k 为 偶数 时 , 则 


u a ui a Uk Qk+1 
二 时 jt 
CR+1 dk 








bi b, yr ui 
又 对 于 区 € [ 瑟 , 卫 | 有 
gq Pp ， , 
; (WE -2) 
二 一 二 vx -一 | +2 达 4 _ /££|+2 
- Vx p g 
从 而 
2 
一: + 242) 
D1 b, p G 
i p 2 
=- / 工 上] 
2\Vp q 
当 nn = 2k -1 为 奇数 时 , 则 不 
2 十 ，， + a 一 "< (2 + + (2 一 tl 2 + 到 
bi Un akg+1 a 


a rn 2) +1 
- +2 V2) 


综合 以 上 两 种 情况 ,立即 可 得 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
9，,，222 ” 设 1,X2，… ,Xs 都 是 实数 (1 宇 3), 令 





_ 5 
n—1 2 _ gi = 1,2,0,n 








(1) | nn < n n 
(中 国 国家 集训 队 选 技 试题 ,1986 年 ) 
[证 ] (i ) 由 于 
(nC—1)p*—2ng= (n-— D( az 一 27 >》) XA 
i=! II 
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下 
= (n-1) > zz-2 2 ri 
= | Ess 


li 


六 





天 天 一 1 1 改天 < 


利用 (i) 中 的 结果 
> (zi 一 xz)2 = (nn — 1)p”*— 2ng, 


lk 
nD— 1 2n 
< /pg. 
n 1 1 一 1 


从 而 得 到 
9.223 设 wE[-1i,ac 关 - 1,i = 1,2,…,n, 其 中 
nt+l 一 地] 求证 : 
下 1 入 1 
之 [之 之 1+a? 


(圣彼得堡 市 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 








[证 ] 由 于 
la 
] + CQi+1 1 + a5 (1+aa)(L+a2) 





1 1 Qi+1(ait! 一 ai) 


人 十 ddi+t 1 T+ as41 (1 十 aiai+1) (1 十 ai1) 





所 以 
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2 1 1 
1 + CiQi+i 1 + a’ ] 十 af 





di itl{ Gi it+1 ) 
i + af 1+ a 
(a; — aii1) (1 ~ aiai+!) 
(1 + aair1) (i+ az)(1 十 CQ 和 1) 本 























于 是 得 到 
< 1 A 3 
2 Di Dr 2 > 
妈 > 


-> . 
二 1+aa;ii ”大 ] 1 + oa 
9.224 设 0 达 x 过 1,i=1,2,…,n,n 之 2. 求 证 :存在 i 满足 : 
1 巡 ; 迄 1 一 1 用 


-这 
如 Fr 小 


1 
之 本 ZI 一 7, ). 


(第 32 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1991 年 ) 


[证 ] 令 z = a = maxizly zz yn 


Xx(l1 一 iT) 


r= b= min {x1 yz 











如 果 zz 过 , 风 
1+5 1 
ni(l- 2) (1- 7 )= 二 zi- 
1 
之 本 IE) 
从 而 取 i = 1 即 可 . 如果 zz > 2 ,由 于 二 二 =b 声 
上 二 ,所 以 有 以 下 两 种 情况 ; 
1 1 
(1) | 一 br2 > > 了 令 
= min{ zy ， 


其 中 2 帮 过, 显然 


. 1 : 
mn II Tm ) 之 ri(l 和 Tn) > 了 71(1 i Tn). 
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十 了 1l+56 











(ii) 存在 2 过 i 之 nn 一 1, 使 得 x > ,Xi+1 之 7 ,于 是 
代 1 二 1l+565 a 1. 
吉 x(l 一 X41) 宇 La 2 )=2 二 (上 一 2p) 守 4x1(l Zz, ). 
郑 沦 何 种 情况 要 证 之 结论 都 成 立 。 


9 “225 已 知 正 数 x ,x2… ,XT 和 yi ,yz2，… ,Yn 满足 
(1) za DT VI>> > yy,, 
(2) Ti ysrit x > yt y+ 
> yt yt + Y 
求证 :对 任何 自然 数 上 有 
Eo 十 x2* 十 ss 十 2 > 了 十 2 十 。 .十 yk. 
(第 35 届 英 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 记 SS=x+rt +r,i = 1,2,.…,71,S06 = 0, 
T= y+ty+t+ + yi = 1,2,.…,n,To= 0. 
对 于 任何 正 数 a > as > … > a, 有 
六 一 


2 art 一 > ,ax(S 一 St -1) 一 >》 "yakSt — 之 atrlS， 
二 上 =] 上 =] 
n—1 


一 Qin 十 >, (ai 加 CQk+1)S 
t=! 
由 于 a, > 0， 2 一 Qt > 0, oO TT,,Se > 工 ,从 而 


Par > anl, + > - ar4r1) T; = Da (由 
对 于 任意 自 然 数 上 ,由 (1) 再 多 次 用 不 等 式 v 可 得 
7 十 2 十 十 x > 24 ‘yi 十 2 ay2 + 十 Ty, 
> A yt yt + ry 


> 姑 十 刀 十 … 十 类 
9 .226 设 al,as,…,an(n 之 2) 是 nn 个 互 不 相同 的 实数 ,S = 
a + a + + a,:,M = min (a; ~ a;)*. 求 证 : 


[ij 


2 ~ n(n*— D) 


MY 12 
(中 国 数学 奥林匹克 选拔 试题 ,1990 年 ) 
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[证 ] 不 妨 设 ui < U2 忆 < a,， 则 
(a - a) MIi-jI’. 中 
记 A= nS-(alta+*+t a, )*, 则 


A-= De- Dn, = = Pata 一 ai ) 


X A Do- Don = Dos -0 
从 而 
= D(a) @ 
i = 
由 个 和 @ 可 得 
第 
ns 之 ij 九 
To 三 1 不 章 
= Mn ‘n+2+ + nn)]. 3 
再 利用 公式 


n(n+ 1)(2n + 1) 


1+22+…+7 = 6 ， 


1+2+… 二 7 一 n(n+h), 


可 推出 
9 这 Es +1)(2n+1) n(nt+ |m 
6 4 
= mn +1)(42 +2 一 37 一 3) M 
= mn - 1)M, 
即 S aw —D) 


M 二 12 
9 .227 ” 设 xj,zr,，…，,z, 都 是 非 负 实数 ,a 是 它们 中 的 最 小 值 , 记 
Xn+l 一 Xx1. 求 证 : 
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其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 XX 二 
(第 7 届 中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1992 年 ) 


代 [证 ] 用 归纳 法 . 当 nn = 1 时 要 证 之 不 等 式 显 然 成 立 . 设 当 ) = 二 上 
时 本 题 之 结论 成 立 . 当 刀 = + 工时 ,由 轮换 对 称 性 ,不 妨 设 六 | 最大. 
于 是 由 归纳 假设 可 得 


k 


wy lt+zx 1+x 1 
\ 7 大 2 
一 一 一 一 十 过 上 十 一 一 一 一 .一 . 
2 1 + Zi+i 1+xzl 一 人 人 2 1] 山 


由 中 可 知 ,为 证 原 不 等 式 , 只 需 证 


[+ TAR 1+xx 





(Xprl 一 a). 





lj+zx 1l+r lt+r™Y (Lo 
© 
将 @ 化 简 得 等 价 不 等 式 
(e+l 一 Xp ) (e+1 一 1) 一 1 (20 a). @ 


(1l+xa)(l+r) 一 (1+a)z 
由 于 a = minjzrzr ztzl = maxlzi zyxziri ;显然 @ 
成 立 . 这 就 证 明了 当 nn = & + 1 时 要 证 之 不 等 式 成 立 .而 且 为 使 hn = 上 上 
+ 工时 要 证 之 不 等 式 中 的 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 中 和 图 中 的 等 号 成 立 . 由 
归纳 假设 中 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 


a XI X72 JR， 
从 而 翅 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
kt+l 一 0. 
故 当 n = + 工时 , 原 不 等 式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 
-1 一 vvY2 一 ”一 Xt 


9 * 228 给 两 组 实数 al ,a;,…,a, 和 51,52,…,。b, .将 | a | 按 递增 
排列 ,将 i651 按 递减 排列 可 得 
Qi < Qi 魏 a;， 
Ox, 之 bk 之 … 之 bk . 
求证 : 
maxlai + 01 ,a2 十 2 , a, + pb, | 之 maxia; 十 bi ? i, 士 b;, ’ 
ai b; }. 


(第 34 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
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[证 ] 设 oa 十 OU = maxi ai 十 be ;a 十 六 1 ,由 于 J 
i ;是 {1,2,…,nn| 中 的 1 一 ! 十 1 个 不 同 的 数 ,又 bx 之 bk 之 之 的 ， 


所 以 
max| b; , b; ，"*"" ,Db; | 之 久 : 


十 上 n 


于 是 存在 / 志 mx 过 使 得 Oi 之 tx, ;六 Ca 之 Qi ， 
从 而 Qi + bk Qi tO; 
由 此 立即 可 知 要 证 之 不 等 式 成 立 . 
9.229 设 1959 个 正 数 a1,a,,…,atos9 之 和 为 1, 其 中 1000 项 之 
乘积 为 wa aa ,1 信 讶 << 认 <… < iio00,; 所 有 这 些 乘积 之 和 记 为 


S. 求 证 : 





Sz<Zl. 第 
(第 22 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1959 年 ) 太 
[证 ] 因为 
(Oa)™ 
19591 
=- 之 ki!l* ks! 19591 iol 02 “器 ， 
其 中 关于 一 一 切 其 和 为 1000 的 非 负 整数 k] 天 2 ,下 1995 求 和 ,所 以 
1 
SC< 19591 <1. 
9. 230 求证 :对 任意 正 数 el ,ez，…,e, ,不 等 式 
1 2 7 | 1 1 
一 十 十 十 一 一 一 一 一 一 一 之 4 一 十 … 十 一 
dl al t+ a2 al+ "+t a, dl Qn 


(第 20 届 全 苏 数学 奥林匹克 ,1986 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 al 志 a;y 声 … 牵 a,, 记 
1 
Sn 二 一 十 < + 一 -一 一 一 当 ，< 4 时 ,要 证 之 


a Ql1+ C2 CQ1 + ta, 


不 等 式 显然 成 立 .以 下 用 归纳 法 证 明 当 » 实 4 时 
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] 
a 二 ”为 本数 
SS, 生 - 


1 1 
Ir EE 为 奇数 . 





can 


al a"—l 
2 


ee n 之 4 时 也 成 立 . 
显然 有 34 全 一 ,ss <4( 志 + 记 】) 假设 当 n 过 有 (k 宇 5) 时, 命 


题 成 立 . 若 &+1 为 偶数 .出 kt+1 守 6, 从 而 有 一 1 实 4 且 为 偶数 ,由 归 





纳 假设 得 
5 人 
al Qk-1 ai 十 "十 Ak a i 十 *** 十 Op + Cp+l 
2 
又 k + k+l 
Att "ta CT 二 
< k Qi + k+l ca: 
《1L 1 2 k+l > 2 
2 2 
< 4aktl, 
2 
1 1 
所 以 sn < 4 “+ 克 r= 即 命题 成 立 . 同 理 可 证 车 + 1 为 奇 
2 
数 时 ,命题 也 成 立 . 


9.231 设 al,a2,…,a; 是 nn 个 实数 , 记 
be = 二 (al + art et a),k = 1,2,.… ,7,， 
C= (a1 — 01)* + (a2 — b2)* + + (a, — b,), 
D= (al 一 局 ) 十 (a, 一 忆 ) 十 … 十 (a, 一 b, )*. 
求证 :C 夺 DD 所 2C. 
(第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978) 
[证 ] 用 归纳 法 , 当 n = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 设 x = 上 时 命题 成 


大 
立 . 任 取 k+l 个 实数 CC2，， CR 记 Ce 一 2 一 0 
+1 k+l 


Crirl = 一 (0: b;)*, D, = 一 Ma, — bi)” ,Diri = 一 2 一 天 六 , 则 
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D; = 2 (ui ~ Detl + Berl 一 其) 


天 天 
一 2 (a ~ ber1)” + 2( ber1 一 be) > (ai = ber1) + RODer 
一 i=1 


_ py 
= Desit — (all 一 Bas) — kbest — be)”. QD 
由 归纳 假设 可 知 
Ci = Cit ap — bat) ED + Carr ~ ber1)”. 
再 由 四 得 Co 二 Di 
另 一 方面 ,由 人 和 归纳 假设 可 得 
Dirt = De + (aprt — Beri) + kbert — ba) 





和 2C + (apil ~ ber1)” + kb — be)’, 第 
2 丸 
四 | 不 
又 (bij 一 要) | 二 人 和 
1 
二 “一 一 一 | 二 | 一 十 十 *** 十 
有 (二 2. )arr! (ai 2 
aky1) 


1 
一 (n+l 一 六) 


委 (aprl 一 be+1)”, 
所 以 Dy! 2C + 2(a4r1 ~ bet) = 2C0n4. 
即 命题 对 nw = & + 1 也 成 立 . 
9.232 若 zz ,72 ,XE [a,bj, 其 中 0 < 之 a < 5, 求 证: 
] (a+ bb) 


1 1 
| 才 2 i 4av 


(第 12 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1978 年 ) 
[证 ] 由 0<a 达 xz 过 56,i = 1,2,…,n 可 得 


A 


0 
即 ta+tb,i = 1,2,.,7, 


A ; 


从 而 > + b> < (La + bn. 


和 2; 
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1 
1 1 Y2 ~ 1 
3 ANY 1 
又 2 VB (Dn) > 一 < + 之 E 
代 2 
1 1 (a+b) 
\ ss 一 十 一 十 … 十 一 过 2 
所 以 (xl 士 2 十 十 (= 2 | 4ap 天 


1 
9.233 设 ” 是 大 于 2 的 自然 数 .求证 : 当 且 仅 当 交 = 3 或 n =5 
时 ,对 任意 实数 «1 sd2 "Un 下 面 的 不 等 式 成 立 : 


> Ca; -aa 一 aa — ai#1)*(a;— an) 之 0. 
i=1 


(第 13 届 国际 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 当 好 一 3 时 ,不 妨 设 | 过 o 忒 4a3. 原 不 等 式 
左 端 = (al ~ az)(a1 — Qa3) + (az — a1)(az ~ a3) + (a3 一 
al)(as 一 az) 
= (a1 ~ oa) + (a3— a1)(a3 ~ a2). 
所 以 原 不 等 式 成 立 . 
当 有 = 5 时 ,不 妨 设 4il 过 aj 过 4a; 芯 a4 达 4s. 由 于 
(ai1~ a2)(a1 — a3)(a1 — aa)(a1 — as) + (a2 — ai)(as— 
a3)(a; — a4)(a;y — as) 宇 0 
(as 一 al) (as 一 a2)(as 一 a3)(as 一 a4) + (a4 一 a1)(aa 一 
Qa2)( a4 ~ a3)(a4 -25) 之 0， 


又 (ai — ai)(a3— a2)(a3— a4)(a3— as) 之 0， 
所 以 要 证 之 不 等 式 也 成 立 . 

当 ) =4 时 , 取 al=0a = ai=al=1, 当 7 全 6 时 , 取 ai = 
0,a2 = a3=as= 1l,as= a6= "=a,=~ 1 , 则 原 不 等 式 左 端 = 


(- 1 故 不 成 立 . 
9.234 设 0< 让 和 志 局 和 过 … 和 上 妇 工 求证 : 














(1 ?| 1 
1 (2 (1 — 1" ) ~ 
(第 28 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1987 年 ) 
1 — 1,)° 
[证 ] 由 于 一 世 1k = 4,2,… ,所 以 
(1 1) {1 1 Ll 
(1-0202) (+ 1+t 1+z1 


1224 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





ZR 
GT 
1 1 
I+ 1+12+t2 





tw (1 站) te 
OO 
(1— tt+1)? (1+ fi + t+ te) 
1 1 
1 二 不 十 二 8 1+t++ te 
1 1 


过 一 一 一 ， 
1 + 古寺 


k = 3,4,…,n. 将 以 上 不 等 式 两 边 分 别 相 加 得 到 要 证 之 不 等 式 . 第 
9 .235 设 a1,a3,…,an 都 是 大 于 1 的 实数 且 不 
lanl a l<1,k = 1,2,.…,n-1. > 
求证 : 
ul 2 Qn—] Uy 
一 十 一 十 二 一 一 + 一 <2n 一 1. 
CQ2 U3 a l 


(第 17 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1991 年 ) 


[i 
[证 ] 对 于 此 = 12 ,nn 一 1, 若 a < oil 则 一 < 1, 车 a 之 
k+1 


人 天 








< ] + 之 2. 现 设 有 / 


《+1 Uk+l 


at+ly 由 Uk < Qk+! +1 和 a1 > 1 可 知 


个 & 值 满足 
ll 二 kn-lH a, < ae， 
其 余 2 -1- 7 个 & 值 有 as 实 aii1. 由 于 


Cn Ul (a， an_1) 十 (cl an-2) 十 "… 十 (a2 Q1) 


所 以 rirl 
u ul 
于 是 有 


us U2 nl a | 
一 ++ “++ <l+2(n-1-Il)+l+t+l 
U2 U3 Un dl 
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= 一 21 一 上. 
9 .236 ”在 黑板 上 写 有 若 于 个 正 数 , 现 知 它 们 两 两 乘积 的 和 是 1. 


求证 :可 以 从 中 擦 去 一 个 数 ,使 得 剩 下 的 正 数 之 和 小 于 v2. 
(第 16 届 全 俄 数学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 】 设 黑 板 上 写 的 正 数 为 x1 ,x2,…,z, 且 
X= Max{ zx, yo 
由 假设 可 知 
(rlt rat tr) = x +t r+ t+ x +2, 
从 而 (zi ry) + 2 (T+ r++ 21) 
= x + r++ r+ 2. 
由 于 2T (TI + x2 +t) > r+ ++ 12， 


所 以 (x1t XI ++ 1) < 2. 
即 探 去 最 大 数 x, , 剩 下 的 正 数 之 和 小 于 V2. 
9 . 237 ”求证 :不 论 对 下 式 左边 x 的 奇 次 宕 的 *+” 和 “*- "号 如 何 
选 配 ,总 有 
六 2 十 1 十 六 202 十 2 十 .十 人 +r+l> 本 
(第 46 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 ,1983 年 ) 
[证 ] 显然 只 需 对 任何 x 衬 0 证明 


_ _ 1 
f(x) 一 2 2 [十 六 2 2 2 > 人 


I 十 2 


就 够 了 . 事实 上 由 于 全 ) 一 re 之 | 或 7 一 0， 则 有 
f(z) 宇 1. 若 0<x<1, 则 





1 1 
Afr) > [全 了 
无 论 何 种 情况 @ 都 成 立 . 
9 .238 设 ai,az,…av 均 为 正 数 ,它们 的 和 是 上 .求证 : 
a 3 上 an-! an ~ | 








十 中 明生 之 , 
ul + C2 U2 十 U3 人 7 一 | 十 Uy Uy 十 ual 2 


(第 24 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1990 年 ) 
[证 ] 由 于 
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2 2 2 2 _ ,2 
at as as 3 dn-l™ dy Un ul 
一 十 一 一 一 一 二 


和 


al 十 U2 U2 十 Uy Qi + dy Uy 十 ual 
所 以 
2 
at as ne 
ait+a;> Q2 十 43 an 十 al 
2 
a3 + a3 + 
alt+ a2 a2+ a; Qn + al 
2 2 
CT 十 a3 1 
一 — 之 一 (al 十 22 ) ， 
dl 十 Ad? 2 
3 
+ a L(+ a) 
~ “AQ2T C3 
a2 十 us 2 第 
帅 自 蝇 吕 吉 时 九 
不 章 
as+at. 1 等 
宇 一 (a + al), 式 
Uy 十 ul 2 
.2 2 2 
从 而 一 一 一 二 一 一 一 十 二 一 一 一 之 一 (alt+at+ 二 Qa) = 一. 
dl+a a2+ a a tal 2 2 - 


9 . 239 设 aa ,ay 和 65) ,652 如， 都 是 正 实数 , 且 


于 
» 
at = Db. 
=] 天 二 | 


好 


1 
> ， > 7 a 


oe 
i a + br 





9 ax Ne ak + as ~ ak 





ti a + br k=1 ar + bk 
DS Sn _ abk 





和 9 
A=| fl Ag + br 


(ato) 1< 
2 = 7 (a + b) 
=] 


k=!1 Qk 十 De 
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织 深 六 





中: 
hy 
| 一 
六 


所 以 之 
i ar + bx 2 i 

9.240 设 aaz,…a, 都 是 正 数 , 且 对 于 任意 1 这 志 nn, 有 

ala2…ak 之 工 求证 : 


和 十 …， 十 2 < 2 
1+al (1l+a)(l+ a,) (1+a)*…(l+a,) | 


(基辅 数学 奥林匹克 ,1971 年 ) 
[证 ] 对 于 任意 1 帮 庆 过 ,由 于 
i+al 守 2 Val 


1+a 之 2 Vaa 


[| 


1l+a 宕 2 Va 
所 以 (1 + a1)*…(1+ax) 宇 2 Val…ar 之 2*. 于 是 








困 k nn Ek 
OO 一 . 
和 2 (1 + a1) (1 + ax) k=1 2* 
n k 开 1 一 k+l 
令 S= 旋 序 ; 则 2S = 2 -= 一 ,从 而 
tl 2 =1 2 ko 2 
n A 1 7 1 
S=2S-S=1-— ~ 二 2- 一 <2 
2” 2 22 27 
于 是 得 到 
-一 一 一 <S<2 


全 (1+al) (LT+ ae) 
9。241  ” 设 复 数 Zh = et yk = 1,2, ,nT 和 yy 为 实数 ， 


i 二 V 一 1. 令 rr 表示 Vzf+ z+… 二 zs 的 实数 之 绝对 值 ,求证 : 
r | Xi +1 x 1+ 十 | xn |[. 
(第 40 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1979 年 ) 
[证 ] 设 a + = vy 之 十 $9 十 "十 2 ,其 中 a,b 为 实数 , 则 


ni n 


xz 一 2 由 


上 =1 


a ~ b= 
[i 


ab = dy. 
k=] 
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1 
如 果 =1al> > lnm 由 于 2 1 x!> (> xz ) 2 ,所 以 


人 
一 


ni 


lal> ( 六 只 )? .利用 @ 和 柯 西 不 等 式 可 得 


ni 


»” 1 1 
Iallal 和 (2 zx2) (DR). 


加 E=1 
从 而 得 到 16 1 委 (2 台 ) ,代入 个 , 则 
= 1 


= Dt- > < jh 


k= 


与 假设 1a | > > | 帮 1 才 秆 ! 于 是 所 要 绪论 得 证 . 


第 
9 。242 设 p 和 都 是 正 整数 ,C4 € [0,1],h = 12 a 
k= 1,2,. 的 .求证 ; He 


1 人 Ey 
(第 39 届 美 国 普 特 南 数 学 竞赛 ,1978 年 ) 
[证 ] 令 a et Pp. 由 于 


A=1 k=1 
从 而 只 需 证 
(2 ) < 2p 2 ha (QD 


由 0 夺 aj ph = 1,2,…,n 可 推出 
和 
2a, (al 十 "十 an-1) 2(n 一 1) pan， 
2a，1(Cal 十 十 an-2) 2(n 一 2) pa，1， 


2a3(42 + a1) SK 4pas, 
2a2a1 2 pa?. 
以 上 个 不 等 式 相 加 可 得 





(> ww) Spart 3pazt+ Spast+ + (2n— 1)pa, 


2p ya 
h=1 


am 


即 成 立 . 
9 .243 求证 :对 任意 实数 al ,a2,… ,a, ,存在 自然 数 衣 ,1 三 二 
12. ,使 得 对 任意 工 之 5 之 02… 之 之 5b 之 0, 都 有 


Don Eg > |. 
(第 23 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ， 1982 年 ) 
[证 ] Tt +a;,i 二 1,2,…,n, 则 
一 35-15 7 = 1,2,.**,n 


a; 


于 是 有 
nm 后 得 一 1 
1 Oba | = Dos -sa0) |=1 Dy bs — brsl. 
一 i=1 1 二 ] 


= | > (4; — biri)si + bnsn | 


之 | 5b; — br [| s; 1+1 DIS | 
=|} 
令 | sp |= max{l sl1， ss 1，…，| SS， | 


由 于 165; 一 by 1= 有 -pb1I= ,所 以 


刘 及 一 】 
之 ,bm I< (ol -Bt) + hb) l= bl ss 1} 1 


即 | Pom, | 过 | »a | 


9 。 244 设 实数 人 12 ,an(n 之 2) 和 A 满足 


A D(a). 
求证 :对 于 1 过 i<j 世 nn 有 
A < 2aiaj. 
(第 38 届 美 国 普 特 南 数学 竞赛 ,1977 年 ) 
[证 ] 用 反 证 法 . 设 有 1 过 i < j 世 nn, 使 得 
A 之 2aiaj, 
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不 妨 设 = 1,; = 2. 于 是 有 
A 十 > ，a3 之 2alia2 十 Dia? = (ai + qa) + a$+ + as. 
i=1 i=1 


由 柯 西 不 等 式 





(a1+ a2) +as+*"“*+ai 之 (a1+ a2 + + an)’, 


1 一 
从 而 得 到 
1 2 
4+ oi) ， 
与 假设 矛盾 ! 所 以 对 任何 I 委 :< j 志 nn 有 
人 < 2aiQi- 
9.245 设 0<zr 和 1,0< yy 和 1 = 1,2,…,n, 且 第 
Tt y= 1,i1= 1,2,.,7n. 不 九 
对 任意 自然 数 mn, 求证: 年 训 
(xr) + (A) ) 1 ~ 


(波兰 数学 奥林匹克 ,1984 年 ) 
[证 ] 首先 对 于 任意 的 a,b E 10,1], 用 归纳 法 证 明 对 任意 自然 
数 m 有 . 
(a + 6 ab)” a” + 0" ~ a"b”, OD 
当 m = 1 时 ,显然 式 两 端 相等 . 设 当 wm = 有 时,Q@ 式 成 立 .由 此 可 得 
(a+b—-ab) l= (atb -ab)(at+b— ab) 
> (at+h -ab)(a+b -ab). 
于 是 (a + 六 一 ab)**! (a*t!i + pe+l a*' lbtt!). 
ab: — atlbk + atp — atpetl — aktlp ~ abtt! + 2at+1pk+! 
= ab:(1 — 6b)+aib(l—- a)+attip(b —1)+ atbtrli(a — 1) 
= abt(1 -b(t) tab(l- a)(l ~ )>0, 
即 QQ 式 对 于 和 = 有 + 1 也 成 立 . 
以 下 证 明 对 任意 给 定 mx € N 原 不 等 式 成 立 , 即 
(Lx) + (iA) ) 1. (© 
关于 n 用 归纳 法 . 当 n = 工时 , 则 
(1-xz0”*+1l1-Y=W+1-Y=1, 
即 多 式 成 立 . 设 当 ”= 有 时 ,GO 式 成 立 , 由 归纳 假设 可 知 
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(1 — x Xit1)™ + (1— yll 一 R41) 
rr 
> 1 "(1 - 

1) 
itLa=1- x ib = yri; 则 a,b €E [0,1j 且 
(1 — x zent)” + (1 — HW) (1 ~ Yt) 
>(at+(l-a)b)”+(l -a”™)(l—- 2b”) 
= (at+b—-ab)”+1-(a”+ 6 — a”). 
由 由 可 得 
(1 — x xe) + (1 yA (1- 1D) 宇 1， 
即 当 = 有 + 1 时 ,@ 也 成 立 . 以 上 就 完成 了 归纳 证 明 . 
9，246 ”如 果 正 数 M 与 数组 


QI R12 U1n 


六 


人 21，C229 9 U2n 


nl?r Gn2s "snn 


使 得 对 任意 x1,x2,…,x, € 1 一 1,1| 有 


2) | ak + ap2T2 + "+ aprrtn | AM， 
天 一 | 
求证 : | call 1+1 aw 1+ … +| aw | 委 M. 
(前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 ,1972 年 ) 
[证 ] 设 集合 
X= |(r,T2," ,Xn) ;Xk EE {Ii—1,1i,k = 1,2,.…,n|. 
显然 X 的 元 素 的 个 数 为 2", 且 对 任何 (x1,…,x,) EX 有 


所 
> | akizl 二 十 ae [SE M. 
上 二 1 


从 而 有 
1 一 2 
~ > ， >) | azl + + aprn (SM. 
2 (rr EXRE] 
令 SE 一 2 | apiXi 十 十 Qirtn |， 
《2 rEX 
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对 于 每 一 个 RE 11,2,…,nl, 令 | 
入 = [zi E KF;xe = 11, 
显然 Xi 的 元 素 的 个 数 为 2"', 且 


5s = > (和 人) 
(CE 


其 中 Ag = aizl1+ 二 Cuizt 1 十 arztrl 二 十 ar :显然 有 

| Ap + amx lt+| As—- am | A+t+axmw—-(A-am)|=21aw%l|, 
从 而 $2 1.2) an1=2”|aw|. 
由 此 立即 可 得 


9 .247 求证 :对 任意 djsd2" "sy 和 [0,2j,n 之 2, 有 


好 


人 


凡尘 加 


| a;— a; | 172 . 


各 汶 


并 确定 对 于 什么 样 的 a1,a，,…,a, 上 式 中 的 等 号 成 立 . 
(波兰 数学 奥林匹克 ,1982 年 ) 
[证 ] 不 妨 设 aj 之 a3 之 … 之 a, 则 


$= Dl-al=2 > (ai — aj) 


【二 
一 2 >，ai 一 2 > a 
li jn lj 
=- 2) Da -2 5 
i=1 ji+l 1= 


二 =- 230 — i)a; -2 一 1)a; 


= -290 一 2 十 La;. 
由 此 可 知 如 果 


十 于 
2, 当 i ; 





HA; 一 
二 





则 相应 之 S 取 值 最 大 .于 是 当 n = 2k-1,kEN 时 
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9 泪 方 





Es 
S40 (OK -2i) = 4(2k2 = k(k+ 1)] 
i=1 
= 4k2 — 4k < (2k -1)*= n°, 
当 7 ~ 2k,kEN 时 
[4 
S422k -2i+t1) 


i 二 ] 


~ 4[(2k + 1)k— k(k+1))] 


~ 4&2 = n’. 


无 论 何 种 情况 要 证 的 不 等 式 都 成 立 ,而 且 若 ”为 奇数 等 号 不 能 成 立 ,者 
n 为 偶数 , 当 且 仅 当 闻 个 a; 取 2 另外 一 个 a; 取 0 时 等 号 成 立 . 
g. 248 ”对 任意 正 数 al,az，…a 谍 an+l = al , 问 不 等 式 


i=1 





i=1 ‘Gi+l 
是 否 成 立 ? 
(美国 纽约 数学 竞赛 ,1975 年 ) 
[ 解 ] 由 均值 不 等 式 可 得 z 
al a3 a4 dntl 
< 了 [人 全) (全) 人 
nl 43 244 Cn+i 
U3 _ U3 Un &1 
2 ud Un+l [5 
< 二 [人 人) 
nl C4 dn+l U2 
Qntl Ul U2 Un—l 1 
Un C2 43 Un 
(2) 各) 天) 
n 42 Q3 Uy 
1 二 和 .2 Un 
U2 3 n+l 
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n n 2 
| 
7 2 3 Qt+l 

将 上 述 n + 1 个 式 子 相 加 可 得 
Aitl 人 
2 di < 守之 

即 原 不 等 式 成 立 . 

9. 249 ”对 于 任意 正 数 ww ,bi,k = 1,2,…,n, 求 证 : 

“yy ab AB 
£1 ih A+B 


其 中 及 一 Dar,B 一 和 2 
上 三 1 


=1 
(圣彼得堡 市 数学 选拔 考试 ,1993 年 ) 
[证 ] 首先 证 明 对 任意 正 数 x1 ,yi1,z2,y2 有 
TY | _722 二 (zl + x2)(y1+ 22) 
TItY 7T2+ 2 X11+ XxX2t yt y2 
事实 上 中 
TY! 232 二 ZI1y1 十 XI1Y2 + Y2y1 十 X22 
TI 本 yl 7Z2 十 32 TX1t+ rx2+ yt+y2 
ZIYICZ2 十 y2) +. XIy2( x1 + Yy1) 
XI Yl Z2 十 y2 


1 2 Xl] V2 
+ XI1y2+ 十 X21 
Zl 十 yi 7X2+ y2 X11+Yy 2 二 ya 


《< 
妇 Ziy2 + Z2y1， 











和 Zily2 + Z2y1， 











加 Z1y2(z132 一 X21) Z2yI(Z1y2 一 X2311) < 一 0 
(zl+y)(zz+y) (rty)(rty) 
SO (rw -7223 六 魏 0. 
因此 中 成 立 . z z 
其 次 ,用 归纳 法 证 明 原 不 等 式 . 显然 当 n = 1 时 , 原 不 等 式 成 立 . 设 
n = m 时 原 不 等 式 成 立 . 当 n = m + 1 时 ,由 归纳 假设 可 得 
A abe AB’ 上 am+1Om+l 
Cliath ‘A+B antbutt’ 








其 中 A = > au,B' = 六 名 再 用 四 得 


=1 
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贰 计 小 





人 abe, AB 
Eilath A+B’ 


m+1 mt! 
其 中 A 一 人 + eol 一 >a)B 一 B + bl 一 > 6&4, 即 原 不 等 式 对 
k=| k=1 ， 


于 二 mr 十 1 也 成 立 . 

9 ' 250 在 长 度 为 1 的 线段 上 标 出 一 些 两 两 没有 公共 内 部 的 区 
间 ,不论 是 同一 区 间或 是 不 同 区 间 中 的 任何 两 点 的 距离 都 不 等 于 0.1. 
求证 :所 标 出 区 间 长 度 之 和 不 超过 0.5. 

(第 42 届 莫 斯 科 数学 奥林匹克 ,1979 年 ) 

[证 ] 不 妨 设 长 度 为 1 的 线段 是 [0,1]. 记 M 是 所 标 出 区 间 上 的 
点 的 并 集 ,N = [0,1j\ M, 即 N 是 属于 [0,1| 但 不 属于 M 的 点 的 集 
会 ,显然 N 也 是 [0,1] 上 一 些 两 两 没有 公共 内 部 的 区 间 上 的 点 之 并 集 . 





Ss 


设 是 自然 数 且 1 之 < 10, 分 别 用 z 和 表示 Mn [4 二 ,二 | 和 
N 站 | 一, 襄 | 所 组 成 区 间 的 长 度 之 和 .由 于 M 中 任何 两 点 的 距离 


不 等 于 0.1, 所 以 当 & = 1,3,5,7,9 时 ,yi 守 xiil. 当 = 2,4,6,8,10 
10 
时 ,yk 之 ze-1. 焉 由 (zh + %) = 工 可 知 所 标 出 区 间 的 长 度 之 和 


38 < 
9 .251 对 于 平面 上 一 组 长 度 都 不 超过 1 的 问 量 DI 72 
vi989; 求 证 :存在 ei € | 一 1,1},& = 1,2,…,1989, 使 得 
| De [<3. 
(第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1989 年 ) 
[证 ] 用 归纳 法 证 明 更 强 的 命题 :平面 上 任 给 ”个 长 度 都 不 超过 
1 的 问 量 vi ,v2,…, vw, , 则 存在 ef € 1- 1 = 1,2,…yn, 使 得 


PA SA : (DD 
当 n= 1 时 ,显然 只 成 立 . 当 n = 2 时 ,由 于 + wi, + vw, 四 个 向 量 


中 必 有 两 个 的 夹 角 之 90" ,显然 这 两 个 向 量 和 的 长 度 < V2, 即 命题 成 
立 . 设 n= 上 时, 命题 成 立 . 任 取 +1 个 长 度 都 不 超过 1 的 向 量 vi, wv,， 
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Vet1s 上 十 1 实 3. 由 于 在 土 vi, 圭 v2, 十 v3 六 个 向 量 中 必 有 两 个 的 夹 
角 宇 120° ,不 妨 设 为 vj ,vy, 则 | wl 二 ws il 委 1 对 于 

VI V2 U3 Opt 
用 归纳 法 可 知 当 nn = +1 时 ,命题 也 成 立 . 

9. 252 平面 上 x 个 向 量 ww ,如 2，…,w, 满足 

| 下 | 委 1 =12 mt + + w= 0. 
求证 :可 将 这 272 个 向 量 重 排 为 vi, v2，…, 区， 使 得 

| 人 和 V5 | 如 + 芒 | 委 | 页 + 六 二 由! 和 V5,…， 

| 历 + 态 + 十 芒 | 过 5. 


(第 29 届 国 际 数学 奥林匹克 候选 题 ,1988 年 ) 





[证 ] 首先 证 明 一 个 引 理 : 设 实数 zl ,x，,… ,x 满足 : 第 
| x; 1 = 1,2, Mm,X+ X22+ + rx, = 0, 不 九 
则 可 将 它们 重 排 为 yj , y,…, y,, ,使 得 和 间 
[yy [l,iy+y ll iy+ y+ yi 1, 和 
[yt yt + ym (SL1. QD 


事实 上 ,不 妨 设 x; 关 0,i = 1,2,…,m. 进一步 设 x1,x;,，,… ,Xz 为 正 ， 
Zn 为 人 负 , 其 中 1 所 /二 令 yy = Xr;yy2 = THl. 车 zx1+ 
TS0 日 >2, 则 令 册 = zy. 车 工 !1 + zt > 0, 则 存在 正 整数 ~， 
使 得 : 

XI + Xt+ + wi, >0, 

XI Tt tt Tr + Kitrtl 0, 
此 时 令 y, = TH Tri rr 和 若 rr+2=7, 则 所 有 
的 数 已 重新 排序 ,否则 rr +2 < mm, 从 而 有 /1 宇 2, 可 令 yi3 = x2. 若 yi 
+t + yr3 人 0, 则 41 宇 3, 可 令 yr4 = Xx, 继续 这 种 排序 方法 直到 所 有 
重新 排 过 序 的 数 之 和 为 非 负 .如 果 仍 有 未 被 重 排序 的 数 ,那么 重复 上 述 
方法 , 先 在 负数 中 排序 ,再 在 正 数 中 排序 ,直到 某 一 步 , m 个 数 被 重新 
排 完 为 止 .由 此 排 法 易 知 

[yl, yt + 人 max{| y+ + wi|, [yw 1!, 
2 三 kmh. 
由 此 用 归纳 法 立即 可 得 Q@ 成 立 . 

加 到 我 们 要 证 之 命题 .在 jz ww ,… ,4 中 任 取 一 个 或 若 于 个 向 
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3 省 


量 之 和 ,不 妨 设 在 所 有 这 些 向 量 中 以 站 + 让 + … + 忆 的 长 度 为 最 大 且 
不 等 于 0, 则 1 和 受训 委 六 -1. 以 四 + 浆 + + 了 的 方向 为 zx 轴 正 向 建 
立 直角 坐标 系 , 令 

UU;= (Xiy Yi) ,i = 1,2,.…,n1, 
则 z+ yl1,i= 1,2,…,m, 

1 + X22 十 … +x, = 0,y, + y+ 二 y= 二 0. 
由 让 二 … + 忆 的 取 法 及 坐标 的 选择 易 知 

Ti 之 0,1 = 1,2,.…,p， 

TiR0,7= p+1, ,mm, 

y+ y+*+y, = 0. 
从 而 ypr1 + … ++ y, = 0. 利 用 引 理 ,不 妨 设 

[yt + wll,k = 1,2,.…,p, © 

| yptri t+ yprk (SEE,k = 1,2,…,m— pp. 3 
令 太 = Wl 一 (x1 y1), V2 二 Up+1 = 《zp+1, yp+1) :根据 问 量 x 坐标 之 正 
负 ,利用 引 理 证 明 中 的 排序 方法 可 将 原来 x 个 向 量 重 排 为 ,名 ，…， 
vm- 对 于 任何 自然 数 w ,显然 01+… + 已 , 的 坐标 的 绝对 值 志 1, 注 意 
到 BB, 则 其 y 坐标 的 绝对 值 之 2. 于 是 可 得 

| Ti 二 功 + 十 蕊 | 芝 VY3, 有 = 1,2,…,m. 

9 . 253 在 圆周 上 已 给 ”个 实数 (2 宇 2) ,假设 其 和 为 0 且 其 中 有 

一 个 数 等 于 1. 


(1) 求证 :存在 两 个 相 邻 的 数 ,它们 之 差 不 小 于 < ， 

(2) 求证 :存在 一 个 数 ,使 得 它 的 两 个 相 邻 数 的 算术 平均 值 与 其 差 
不 小 于 广 ， 

(3) 对 任意 的 ,改进 (2) 中 所 作 的 估计 , 即 用 一 个 较 大 的 数 代替 


(2) 中 的 8. 

(4) 当 ? = 30 时 ,求证 :在 圆周 上 存在 一 个 数 ,使 得 它 的 两 个 相 邻 - 
数 的 算术 平均 值 与 这 个 数 的 差 不 小 于 地 并 举 出 在 圆周 上 给 出 30 个 
实数 的 例子 ,使 得 其 中 任 一 个 数 与 其 相 邻 数 的 算术 平均 值 之 差 都 不 大 
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(第 10 届 全 苏 数 学 奥林匹克 ,1976 年 ) 
[ 解 ] (1 设 相 邻 两 数 差 的 最 大 值 为 s, 显然 s >0. 令 n= 


| 三 | ,ro = 1,x1,z2,…s 为 自 zo 开始 顺 时 针 方向 接连 排 着 的 数 ， 


Xz-19X-2，"… ,Xm-1) 为 自 zo 开始 逆 时 针 方向 接连 排 着 的 数 . 当 ”= 


2m + 工时 ,还 有 xx- 显然 有 
0 三 zl 之 1--8sz2 之 T-2ep7r 之 1 -er 之 芷 -8， 
Z_2 之 1-2e 和 7 之 1 一 (mm 一 1)e. | 


当 n = 2m+1 时 ,x_, 宇 1- mse. 由 于 所 有 数 之 和 为 0, 所 以 当 

= 2m 时 ,n 一 Lm + (mm — 1)n le 冬 0 即 se 之 = 

nn > 二 4 
m(m + 1) 


(2) 设 相 邻 两 数 差 的 最 大 值 为 e, 由 (1) 知 e > 二 .将 贺 周 上 的 个 
数 按 某 种 方向 旋转 顺序 标号 为 zl , x2，,… ,x ,使 得 存在 1 < 过 n 满 足 


一 


当 m=2zm+1 时 ,2 -7m(+l)e 之 0, 即 es 之 


i 
令 Tit 一 ns 1 ,2,3,., y,, 一 (zx 省 入 一 1)， nC 一 = 2， 3 “9 


7 二 1. 将 ya y3» VY Vt 依次 放 在 贺 周 上 . 由 于 从 = 上 工 且 


二] 
了 下 一 Ep ps 一 0, 
从 (1) 可 知 存在 2 之 m 三 n+ 1 使 得 


二 
| Ji ™ Vm 之 一 


1 1 。 
其 中 JWr+2 一 (ure 一 Tut1) 一 (2 一 人 一 yy. 由 此 可 得 





Rnmtl YY Tm Xn Xn-l 3 8 
> 
2 | 2 2 
tt+l t | 8 
印 a 之 2 








(3) 设 5 是 圆周 上 的 数 与 其 相 久 数 的 算术 平均 信之 差 的 最 大 绝对 
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娘 演 





值 .与 (1) 中 的 记号 相同 ,m 和 | ,时 ”二 2m 时 ,n 个 数 标记 为 
Xm m2 1 0 一 1, x1, X22 Th n= 2m+l 时 ,还 


有 十 一 PE 令 


六 


1 . 
Yo = Xo = yk = 3 (x + re),k = 1,2,.,(m - 1). 


1 
当 n = 2m 时 ,yw 一 ZX， 当 n= 2m+l 时 ,yw 一 Y-m 一 7 (Tm + 


XT_m). 
显然 yo = 1, > =0 且 
| y+ y-1 ~ 2y01=| xi+ x1 ~ 2xo0 | 26, 


| Yrt Ww 1 ~ 2% | 
TE+L tT XAR+L) Xp + Tk-1) 




















= — (Xit+ Tp) 

2 7 天 k 
一 | tl pk- TRtD) 十 并 -CD 
Ds 7 7 一 
<26, z 

其 中 月 = 1,2,…,m 一 1. 当 = 2m 时 ， 
| Vn-l + -fl 一 2 yy | = 2 | Vm-l Mn | 
1— + 六 Hi 
二 2 OO - x, | 过 26. 








当 有 =2m+1 时 


| Vm -1 十 Vn 一 2yn | 


= | Vi ~ Vi | = 





二 六 一 | 十 Xm-l) 过 站 十 pi ] 
2 2 
tp 十 (nl!) 


2 


Tn-1 + i 


2 


信 














A i 


26. 


为 了 得 到 6 的 精确 估计 ,分 4 种 情况 . 
(iD)7 = 2m,m 二 20+1, 即 这 =42+2. 由 于 


1 
-YS | 2y0 — y1 — y-1 | 6, 


yi—y=y— y+(- yo— y+2y1) 
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E+l yo t+ y -2y1 1 30, 
2 -3 S30, 


1 
男 一 方面 Vn-l YY Mm < 2 | Vn-l 十 -nl 2ym Ea 0， 


Yn-2 一 VY-l 一 Ja-l 
< 9 十 | Vm -2 十 Vn 2 ym-1 | < 30， 


Vn + (yw 2 + Vn 2yn-1) 


Van-3 Yn-2 二 30， 


Yk — Yh) SS (2k — D6. 
注意 到 = 22 + 1, 则 1 
yo — yd, £ 
y1 — 2 E36, 


[证 和 和 


yi1— YR (2 -16, 
y — Yr SS (2+ 1)6, 
yl yi 和 (2 一 1)0， 
- 3y2 E30, 
3221 — YW2i+1 SO. 
由 此 可 得 ”vy% 之 1- Sx,k =0,1,2,…,2l+1. 
显然 ,So = 0， 


S21+1 = 
= (Ll+1) + 


1+3+…+2L-1+2+1+1+3+ 人 二 2 一 | 


且 
So+ Sal = SI1+ S21 = S21+ S21 = = D+ irl. 


21 
人 。 
由 yo 二 2 + y2141 二 0 可 得 
k=1 


2 
(So + Sy + 22)S)6 守 41+2. 
所 二 1 


世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 1241 





2 2 








有 人 之 二 一 一 一 一 一 . 
Sl 12+(+1) 
代 16 
一 | 3 之 一 一 一 . 
孝 再 从 n= 41+2, 则 6 了 
大 、 相关 16 
反之 , 当 ) = 4!+2 时 , 令 8= 一 一 ， 
n“ 十 44 


Tz 二 1 S10,k = 0,1,2,.…,21+ 1， 
Tp = Xesk = 1,2,",21, 
即 0 一 1， 
1 — k*6,k = 1,2,.…,1/ 
—1+(271+1-k)YO,k=1+1,l+2,.,2l, 
X21+1 二 一 1 , 易 知 每 一 个 数 与 其 相 邻 数 的 算术 平均 值 之 差 的 绝对 值 都 
等 于 6. 
Qin = 2m,m 二 27, 即 2= 47 .类 似 于 (i) 中 之 证 明 可 得 ;> 
1 
(ii) = 2m+ 1,m = 271,Bhn = 47 + 1 .与 (i) 中 证 明 类 似 有 


Xk 二 Xk 一 


6 


yt— YS (2k— Dé. 
与 (i) 中 证 明 不 同 的 是 
yal Yn = Yl t Ym 2 E20, 
Ya2 — Yl = Wa Vt Yn + Yi — 2 Yl) 
< 40， 
yw 一 -CD 委 280. 


注意 到 区 = 27, 则 ”yo -yi 太 介 ， 
yi — YE 30,; 


yl1— YR (2 -1)6, 
JW ”+ < 216,， 
yy 和 2 -16, 
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yo-1 ~ Ya E26. 
由 此 可 得 1- Sd,k = 0,1,2,.,217, 
其 中 Se = 0， 
k*,k = 1,2,.…,1. 
3 = lI*+ 1(l+1)- (2 -kk)(21-k+1), k= ltl, ,21. 


所 以 Ss, = 六 (40 +30 + 7) .再 由 w+2>w= = 0 可 得 


47 +1 
4B+32+7 
i6n 
nn-2 
(iv) =21+1l17 =20+1, 即 ?=47+3. 类 似 于 (iii) 中 的 证 明 
可 得 


即 


16n 
ee 。 
n3+n+2 


(4) 在 (3) 的 (i) 中 , 令 n = 30， on = 一 re 可 得 所 要 的 结果 . 


9.254 设 al 宇 a; 宇 … 宇 a, 是 满足 下 列 条 件 的 n 个 实数 :对 任 
何 整 数 > 0, 都 有 
+++…+a 守 0 
成 立 , 令 
p= maxilall,la;l,, 1a, |}. 
证 明 :p 二 al, 并 且 对 任何 x > ai 都 有 
(rT— a)(r—-a)(r—a, < ”一 qi. 
(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[证 ] 先 用 反 证 法 证 明 p = ai. 
事实 上 , 若 p 关 a1,; 则 p=1a,1, 并 目 p > ai,a, < 0. 
设 n- 上 上 +1 时 ,a = ci 而 站 委 呈 -时 ,> a，， 


这 里 1 之 上 过 nn -1. 则 
QT 二 CS 十 十 a2t! 


21+1 21+1 
_ 20 4 C 
= 0 + | 一 +k|. 
Qn CD 
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宙 对 梁 





ee 泛 访 









































ad i 
由 于 | 一 | < 1， < 1, 因 此 存在 1 € N ,使 得 
Wn 天 
4&1 1 ， Gn-k <li. 
Un 天 Uy 天 
于 是 
27+1 21+1 
2 
Ay Uy 
2 | 24+1 QQ 27+1 
宇 一 | 一 一 一 一 十 天 
Gy Uy 
洋 一 n—k 填 久 
7 
> 0, 
从 而 有 
a? 人 十 a9 二 … 十 a "<< 0, 与 已 知 矛 盾 . 
故 P= 4G1， 


下 面 证 明 : 当 x > al 时 ,都 有 
(过 -ai 一 aa za 三 刀 一 寺 . 
事实 上 , 当 TT 这 ul 时 ， 
(x -a(xr— a) (ro a,) 
(x— a2)+t+ (rx a) 
< (x a)| n—1l 


Q2 二 "十 a nl 
= (x - allz =- 一 -一 一 一 
nl 





al n—1 
<(r-ad(z+ ) 
nl 





条 一 1 . 
= (x—- al): 各 cf ， | 二 je 


:=0 7 一 1 
并 一 上 1 
Cl nmn—]—1 
2 (no 1)’ 1 7 
由 于 当 1 委 < ，_ 1 时 ， 
;1 Cn 1) 二) 
五 一 一 :1 
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1 
1 
而 当 上 = 0 时 ， 
C=1=(n-1)=(n-1)", 
故 当 0 志 1 乏 nn 一 1 时 ,和 恒 有 


-1t 
n—l 


一 一 一 所 虐 . 
(no 1)’ 


于 是 有 
(x al) (x a2) "(x 和 a») 
n-l 
之 (x al) Yair 
:=0 
一 x" C 


al 


二 导 梁 


9 .255 若 al + a2 二 … 十 a, 二 1, 证 明 : 


2 


ai 十 aia2 十 alas$ 十 a3 
4 
a3 an 1 
一 一 一 一 一 一 一 二 二. 
3 2 2 3 
a3 十 aja3 十 a2a3 + a3 Qan tt Qnal 十 anal 十 Qi 4 


(中 国 河南 省 高 中 数学 竞赛 ,1998 年 ) 


[证 ] 令 
al 2 十 .… 十 
4 Qj 十 aTa2 十 ala3$ 十 a> - a3 + asas 十 a2a3 十 a3 
‘a4 
a3 + adal + anxaf + ay 
a3 a3 + 
ai 十 afTa2 十 aias 十 a3 " a3 十 a$ a 十 Q2a3 十 a3 
a1 
a + alart+ aat+ ai 
则 A-B= -0 1 + 
(at+ as)(ei+az) (as + a$)(as +a3) 
ay 一 al 





(as + ai)(an + a1) 


(ai 一 a ) 十 (ea> 一 a3) 十 十 (au a1) 
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妇 A= 8B. 
代 | 于 是 ,我 们 有 
数 1 
郑 A= 3 (A+B) 
1 al + at aa + a$ 
2 


(az+as)(al+a) (a$ + as)(az + a3) 
ad4 二 dt | 
十 3 
(a + a?)(a, 二 Cl) 
注意 到 2(z4 + 光 ) (x+ 六) ,可 得 


1 fat+as os 二 a4 as +at 
A 
4 Qi 十 a2 Q2 十 Q3 Qnr 十 al 
1 


之 8 [ (ai 十 a2) 十 (a2 十 a3) 十 *** 十 (a, 十 al) 


ri 


9 . 256 设 ai,a2,…,an 为 nn 个 非 负 实数 ,和 且 al + ay+…+a, 
n. 证明: 
af a3 a 1 ,ll 














1 
二 "十 . 
1 + a> l+i+a, 


(中 国安 徽 省 合肥 市 高 中 数学 竞赛 ,1994 年 ) 
[证 ] 因为 对 任意 实数 a ,都 有 


2a*: 之 1+a4， 


所 以 , 原 不 等 式 左 端 过 p 
又 由 算术 -调和 平均 不 等 式 可 得 


(1+al)+(1+a)+…+(1+an) 


ni 





十 **， 十 < 
1+af 1+a4 1+a 1+ai 























1 1 1 
1+al 1T+a> 1 十 a, 
即 ] ] ] 二 也 
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故 原 不 等 式 得 证 . 
9.257 给 定 a > 2, ia 递归 定义 如 下 :ao 


az 
ni 

dn+l 一 (2 -2jw 
1 一 


证 明 : 对 任何 K € N, 有 
.1 1 1 1 
工 + 了 工 + 二 < 二 (2+a- Vea). 
dg ul uk 


(第 37 届 国际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1996 年 ) 
[证 ] 设 f(x) = zx* 一 2. 则 


Co /2 )= /2 22)= .… 二 f/f" (2)= fm (a). 
a Cn 4 


-一 1 ,ai 一 Qa, 


Qn-2 0 
于 是 
不 
dn 一 
a = .a0 入 
dn-l dy 2 un 式 
= FrD(a) fo D(a) oO(a)， 
其 中 fi 0 (a) = a. 


下 面 证 明 对 任何 K € N U 10| ,本 题 结论 成 立 . 
K = 0 时 ,二 =1< 廊 (24 4 -Vai -4 ), 结 论 成 立 . 
假设 结论 对 K = m 成 立 , 即 z 
1 + 一 + 一 十 … 十 
Fo (a) AD(a)、 FoO(a) 
1 
A (a) » ff" 2) (a) 2 0) (a) 


< 了 (2+a- Var-d) 0 


由 于 a > 2 时 ,ae)= ao:-2>2, 且 @ 式 对 所 有 的 <c > 2 都 成 
立 , 因 此 可 用 f(a) 代替 人 GD 式 中 的 < ,得 


1 i 
l 


f™ a) Fo) fi (a) 
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城 闪 各 





1 
< 本 (2+ f(a)- VCa) 4) 





1 
= (0 Va da) 
卷 1 
一 Fa(a- V a: — 4). 
于 是 ,我 们 有 
1 1 1 
一 十 一 十 … 十 
2Z0 ai dm+l 


1 1 
二 二 十 FVa) 十 FDC FoCa) FOOD 十 .。… 十 
1 


= 
<1+ 二 .了 oa(a- VE 
=- (2+a- Vd) 


即 & = m + 1 时 结论 也 成 立 . 

由 数学 归纳 法 原理 ,对 所 有 EN U 10} ,结论 成 立 . 

9.258 设 22 个 实数 a ,a,,…,an;01,502，…,b,(n 之 3) 满足 条 
件 : 

(1) ail+az+…+an = bl+62y + :+b,; 

(2) 0<al= aa t+ aitt = ao(i = 1,2,.…,n — 2); 

(3) 0 < bi Sb2b; +t bn Sbinli = 1,2,,n ~ 2). 
求证 :ae if+a 所 6b,_1 + 6,. 

《中国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1995 年 ) 

[证 ] 如果 ai 科 六 , 则 由 已 知 递 推 关 系 式 可 知 a 过 b,(i = 2,3， 
…,7), 从 而 结论 成 立 . : 

如 果 存 在 io ,使 得 2 过 记 jn 1,a; 二 bi 是 Qi +l 去- bi; +1; 则 当 
i0 二 nn 一 1 时 ,立刻 得 到 结论 ;而 当 2 志 io 过 n -2 时 ,由 递 推 关 系 式 可 


1248 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





知 ,对 一 切 ;之 加 十 2, 均 有 ai 太 b; ,从 而 结论 成 立 . 
“如果 以 上 两 种 情况 都 不 出 现 ,那么 必 有 ai > 51, 并 且 在 集合 
1 = 人 ai 委 02 和 过 ;所 -2?| 
中 无 相 邻 的 自然 数 .这 就 是 说 ,对 任何 i € 天 上 必 有 a 委 六 ai-l > 六 1， 
ax+l > b;+1. 于 是 有 


Qi_1t a; = Qj+] > by 之 0b]1+b;,iE€ 1. (QD) 
而 对 于 任何 未 在 中 式 出 现 的 下 标 ; 三 mn - 2, 都 有 
uy > vo;. | QQ 
将 所 有 (D 各 中 的 不 等 式 相 加 ,得 
Sa > 25,, 
. j=1 j=1 第 
又 由 条 件 2) a = > 10 , 


四 


得 
Qn-l 二 an < bn-1 十 b,. 
9.259 设 al 宇 jy 守 … 之 a 之 antl = 0 是 实数 序列 .证 明 . 


Za Vk (Var — ~ CT ). 
(第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1997 年 ) 

[证 1] 对 欲 证 的 结论 改 述 如 下 .: 
对 每 个 非 增 . 非 负 实数 序列 ai 宇 a, 实 … 宇 a, .不 等 式 

Dm < 2 VE( Va ~ Van)+ na, . 中 

成 立 . 

对 n 用 数学 归纳 法 .n = 1 时 ,对 “ 空 ” 取 和 的 值 为 零 ,显然 成 立 . 
假设 对 某 个 n 宇 1, 每 个 非 增 、 非 负 \ 长 为 ”的 实数 列 ,人 式 成 立 . 


考察 长 为 nn 十 1, 其 项 满足 条 件 ul 之 WH 之 之 他 zl 之 0 的 实数 
列 . 由 归纳 假设 ,对 此 数列 的 前 ”项 ,@ 式 成 立 .为 此 ,如 能 证 明 


V 2 Dj ar < nan+tl 十 V (n+ 1)ail. ©) 
把 出 与 他 相 加 ,就 可 得 到 对 序列 a1,a,,…,anti 我 们 所 要 证 明 的 结 
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果 . 现 证 @ 如 下 : 
令 = ob = an+1: 把 名 式 化 为 


代 
Vs+b -ys<<- Vn+ v(nt+1)b. 直 
在 6 = 0 时 ,@ 式 显然 成 立 .如 5 > 0, 上 式 除 以 /5, 并 设 U= 一， 
则 @ 式 化 为 


VU+1l- VUX<Vn-1l-Vn, 
它 等 价 于 
1 
VU+t+1+vVU Vntl+tvn z 
因为 6 = Cr+l < minfai,a2, sa, 去 一 ,所 以 U 宇 nn, 从 而 上 式 成 
立 . : 
综 上 所 述 , 原 命题 得 证 . 
[证 2] 令 人 = Var 一 Varrsk = 1,2,…,n. 于 是 
al = (x1+* + xn)’, 
a2 = (x2+ "+ rr) 


[| 


an = Xs. 


把 这 些 式 子 的 右 端 展开 后 相 加 ,有 
Da, = Dr +2 >》) Rrex. (由 


lk TS 


把 欲 证 的 不 等 式 的 右 端 以 xz, = Va - Va 代入 ,然后 平方 ,得 
(Dan) = kz +2 2) VCTkTri (5) 


lk 


@ 的 值 显 然 不 大 于 @ 的 值 ,所 以 要 证 的 不 等 式 成 立 ， 
9 .260 设 zi,zrz，…z, 是 满足 下 列 条 件 的 实数 . 


| XI1 + X22+ "二 Xn | 二 1,， 
n+i+l 
且 (zl i 1,2, ,nn. 


证 明 :存在 个 192” ”9 守信 的 一 个 排列 wy， 时 ,使 得 
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n+l 
7 
: (第 38 届 国 际 数学 奥林匹克 ,1997 年 ) 
[证 ] 对 于 xx,x2,… ,x; 的 任意 一 个 排列 x = (yi1, yz 一 ,yn). 记 
S(x) = yi+2y tt ny,. 





| yi + 2y2 + + yn {< 


及 二 n+l1 
要 证 存在 某 个 排列 x, 使 | S(x) | 委 7. 
令 Ng 一 (zzZ2 tn) ,A 一 (1 


如 果 | S(xo) I 委 7 或 1S(Cr)1 委 , 则 题目 得 证 .如 果 1S(Cro)1> > 且 
1 SCr) 1> r. 注 意 到 
S(xo) + S(x) = (zi+2z2+ 十 Mn)+T(z 十 2zn1+ "+ nxr1) 
， = (n+1)(zxit zx2 + + xr), 
所 以 | S{(xo)+ S(x)|=n+l= 2r. 
又 因为 1 S(xo) | 和 1 S(x) 1 都 大 于 >, 所 以 SCro) 和 SCr) 的 符号 相 
反 , 并 且 它 们 其 中 之 一 大 于 r, 另 一 个 小 于 - >- 

从 ro 开始 ,通过 者 干 次 交换 两 个 相 邻 元 素 的 位 置 ,我 们 可 以 得 到 

任意 一 个 排列 .特别 地 ,存在 一 个 排列 的 序列 

下 0， 元 1， 下 2 Np 
其 中 x,, = ,并 且 对 每 个 i € 10,1,…,m 一 11 ,排列 mi 是 通过 交换 
Fr; 的 两 个 相 邻 元 素 的 位 置 而 得 到 的 .也 就 是 说 , 若 

人 ;一 (yy 三 (z1,zZ2，" ,之 ,), 则 存在 kE {1,2, 
1 一 1 ,使 得 

Ch 二 + 二 Wey; = Ys] 人 & jk,k+1| 时 .因为 1 Ti | 7， 
i 二 1,2,…,n, 所 以 

| S(xi+t1) — S(ti) |=| kee + (Rk+1)zr — ky — (Rk+ 1)yr | 

一 | ym Yr [Si yt+i yl {R29r. 

这 说 明 , 在 序列 S(xo),S(zr1),…,S(x,) 中 ,任意 两 个 相 邻 数 的 
距离 不 超过 2. 注意 到 S(xo) 和 S(x,) 都 落 在 区 间 [- ~,r] 的 外 面 ， 
且 分 别 位 于 该 区 间 的 两 侧 , 所 以 至 少 有 一 个 数 S(x;) 落 在 该 区 间 内 . 即 
存在 排列 x; ,使 : 

| S(x) | 所 r. 
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2 
邮 法 贱 


故 原 命题 得 证 . 


9 .261 设 是 一 个 整数 ,n 之 3, 并 设 1 ,72，… ,zn 是 一 列 实数 ， 
代 且 满 足 z < tin,1S i 1 


数 
着 证明: 一 一 一 一 2 D 2 > (SDs) (DG-Ds). 
(第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ， 1995 年 ) 
[证 ] 令 w = ay= DO- Ds 


c = a = cy; — (7 — i)y. 则 
于 Dri 一 (2 - Da) (0 - 1)z;) 
一 C 2 Da - Sa — i) Xiy 


= 2 xi C > Sln- 1)y 


下 面 只 和 需 证 明 : > xz > 0. 
事实 上 ,因为 


Dy 二 (x2 + t+ ra) + (x3t + x) t+ x 
t=1 


一 > 1) x; 


所 以 
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又 因为 
y= 20 一 1)zx; < 之 (j — 1)x, = cr, 




















所 以 有 
Z1 -1 Yl YT Cn > > 0 且 存 在 某 个 之 < 0. 
因为 
i+l >i Vi+tl1 四 
cl(n-i-l1) c(n-i) 7 一 7 一 1 ni 
_ .十 了 十 — 十 全 用 加 i+l + hn > 0， 
7 一 7 一 7 一: 
所 以 
| < ~2 < 之 3 一 第 
nl nxn-2 nn-3 2 "i 九 
从 而 ,存在 一 个 整数 ,使 得 章 


沾 黎 汶 


zx 之 0, 当 1 之 i 入 上 时 ; 
z; 之 0, 当 上 上 +1 过 i 之 n 一 1 时 . 
因此 ,对 每 个 i,1 i 记 n 一 1, 都 有 
(Xi — XA)zi 0 


即 ij 之; 之 .文责 之 1 。 
于 是 
六 一 Hn—1 
XZ; -之 z; = 0 
i=1| i=1 
又 因为 


(Xn-l 和 I ) ”nl > 0， 
之 mn 一 之 mr 一 1 > XZn—l- 


所 以 


n-—1 | 


Dz > Xk > ，z = 0., 
i=] 二 上 


至 此 , 原 不 等 式 得 证 . 
9. 262 ” 设 久 是 正 整数 ,月 nn 守 3. 又 设 al,as,…,a, 是 实数 ,其 中 
2 之 a; 坟 3,i 二 1,2,…,1. 若 取 S = al+a2z 十 … 十 a, 证明 : 
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2 2 2 2 2 2 2 2 _ ,2 
al + a35— a a272 + a3— a a 十 QT 一 Q5 
“1 _ -3 3 一 -一 一 -所 25 一 272. 
CQ1 二 aa2 一 3 CQ2 二 G3 一 4 dan t+ al™~ a 
人 (第 36 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1995 年 ) 
网 a? + afrl ~ af+2 
得 1 + 1 
[证 ] 一 一 一 一 一 一 
Qi 十 Qi+l 一 Qi+2 
2 aidit1 
= di+ aiti + Qi+2— ; 
Qi 十 Qi+1 一 Qi+2 
注意 到 


1 =2+2-3 太 a;+ai(- a 人 3+3-2=4, 
以 及 由 (a; 一 2)(a;ii 一 2) 实 0 可 得 


一 2aa;+l < 一 4(a, 十 好;+1 一 2 ) ， 


所 以 有 
2 2 2 
ai + Qitl ~ Qi+2 ai 二 Qi 一 2 人 
-一 一 一 和 过 0 +al+ aa 一 4 一 一 一 一 
A; + Qi+l 一 Ci+2 Ci 十 Gi+l 一 Ci+2 





Qi12 一 了 
= ai + ait1 + ait2 -4 + | 


Qi +t Qit! 一 Qi+2 
a; 一 2 
入 ai 十 Qi+i + amz -4(1+ 2 | 
= Qi 二 ar 一 2 
记 arl = alyans2 = a ,在 上 式 中 令 ii = 1,2,…,n, 得 个 不 等 式 ,再 
依次 相 加 ,得 


2 
af + a5— as a3 + a$ — a? QQ 十 at 一 aq 
一 十 一 人 人 人 十 :十 ER 


: 过 25 -2n., 
QI 十 CC 一 CG3 d+ a3~ a dant al— a2 


9.263 设 nEN,zxo=0,x>0,i=1,2,…,n, 且 >》 zi=1. 
r=1 
求证 : 


0 
=t Vl+zxot Ait +x Vrit xittt "+z 


me 


(中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 ,1996 年 ) 
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D1, 
所 以 ,由 均值 不 等 式 可 得 
(f+ rxot+ Xl + 
l+xrotrlt + x 
和 2 





+ Ti-1) (Xi + Tirt fF 十 


i Vl+xot rt tA Vi 二 THE 二 十 


> Di- 
即 求证 的 第 一 一 个 不 等 式 成 立 . 
又 因为 0 委 xo+ r++ x 和 1,i = 1,2,…,n， 
所 以 可 令 


0 = arcsin( ro + Xi1 + + zi),i = 01 7 


> 
二 时 党 


Xi 一 Sinl 一 Sn _l 
TO- .0~ 0- 


= < * sin 
人 一 和- 

< 2cosg isn -一 . 

因为 对 x [0, |], 有 sinx 之 Xx, 所 以 有 


0. YY 9,. 
他; < 2c0s0, |] " 2 | 二 (0. 一 0,_1) ” COSO; |， 








故 得 一 < 0, 一 0,_1,1 一 ,2 
0;- 1 
在 上 式 两 端 对 i 从 1 到， 求 和 ,得 到 
Nn 
2 <- 0 = 了， 由 


由 4 的 定义 知 ， 


sinl = TI 二 Ta 十 十 二 
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所 以 
COSO,_] 
= Vl- sin0, 
(1+ rot rit 二 TI 二 TEL 二 十 
将 @ 代入 中, 即 得 要 证 的 第 二 个 不 等 式 . 
9.264 设 r1,r2,…,r; 为 大 于 或 等 于 ] 的 实数 .证 明 : 
i 1 1 nn 
+ + + -一 一 一 一. 
rit+l1 rr+l r, 十 | Yrirsr, 二 1 
(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 
[证 ] nn = 1 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ”= 2*(& 为 非 负 整数 ) 时 ,不 等 式 成 立 . 
设 n = 2™(m 为 某 个 非 负 整数 ) 时 ,不 等 式 成 立 . 如 果 ri rz，…， 
r2n 之 二 那么 就 有 


2， 1 1 2 
Ori rit 2 


21=1 J1=n+l 六 十 


Ean 





© 

















> oo 
Vriraeri tl vraira2r2 十 
> 277 
Vriraran + 
因此 ,对 于 任意 的 非 负 整数 有 , 当 ”= 2* 时 不 等 式 都 成 立 . 
对 于 任意 自然 数 nn, 戎 = 2*>>n,k EN, 则 今 
rntl fxnt2 二 ”一 Pa 二 Vrir2 rn, 
于 是 ,有 
>) ] _ 3 1 机 mn 
n+l r+l1 wWrirer + 1 
另 一 方面 ,由 上 面 的 证 明 可 知 
tl Vrirr,+l 


m1 








! ns 
(riror, )m (rr ) nm 十 工 
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nm 





7 一 站 1 


1 一 
(riroera)m [Crirar) a Jmtl1 
2 
1 
(rjrae rr )n 十 | 


ni 


n 
Sir tl 











由 上 面 两 式 , 有 
>) ] + mC—n > 一 Zi 
i+tl Wrirrs t+! Vrir2'"rr +] 
即 
3 ! 第 
int Vrirr,+l 所 
9.265 设 ci,az，…,av 是 正 实数 , 且 满 足 等 间 
CQ1 + 二 扫 到 
证 明 、 


aid2…an[1 一 (al+ a2+ "+ an)] 1 
(ai 十 dy 十 十 a, )(1 一 ai) 人 1 一 ao)…(] 一 Q，) 人 JP 


(第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 预选 题 ,1998 年 ) 





[证 ] 设 
Qun+1 =1—-(al+ay+" + a,). 
显然 w+ > 0. 于 是 得 到 和 为 1 的 n + 1 个 正 数 .求证 的 不 等 式 化 为 
naa waa (1 a)(l a).(l -a,)(1— a,i). 


对 于 每 一 个 i € 11,2,…,n,n 十 1} ,由 算术 一 几何 平均 不 等 式 , 有 


la;= art'+ayt airit+ "+ antl 


好 
dlid2 Qnr+i 
之 1 1/ 一 一 一， 
Qi 


将 上 式 所 表示 的 7 交 + 1 个 不 等 式 相 苹 ,有 
(1 一 ait-a2)…(1 — qri) 


nn 
。。， n+l 
~ ntl (eica2…an+l) 
- 空 天 。 一 一 一 一 
CCL2 "Ant+l 


__ n+1 


7 ”QI1Q2 CH。 
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于 是 ,求证 的 不 等 式 成 立 
如 果 ， 之 2, 等 号 当 旧 仅 当 a = az = … = on = 一 一 时 成 立 .如 


果 n = 1, 等 号 对 任意 的 al E (0,1) 都 成 立 . 
9. 266 ”对 于 每 个 整数 宇 2, 和 x ,x2,… ,Xx, 所 [0,1], 求 证 : 


Dm 2 re 1. 
£1 [kj 
(罗马尼亚 数 学 奥林匹克 ,1994 年 ) 


红 小 六 


[证 ] 用 数学 归纳 法 . 
当 ) = 2 时 ,由 于 xz,x2 E10,1], 因 此 
TI1+ 7x2 XI =1~-(1- zr)(l-x;)<1. 
设 当 nn = mm( 正 整数 守 2) 时 ,对 于 x ,2 ，… ,这 蕊 10,1], 有 


Si > ， Ter; 1. 
k=1 


lj 


当 7? = 和 + 上 时 ， 


Tp > Tt 


k=] lj 和 + 1 
1h Hl 
| 
二 > x 一 > ， Xer; 十 (1— Dx ras. 
大 = 上 lj k=1 
考虑 函数 


Hz) = (Zn 2 Xxpr) )+ (1-— yz ) x, 
其 中 x € [0,1]. 


由 归纳 假设 ， 
fA)= Dm- 5 mw<l 
由 已 知 条 件 ， 


f(1)=1- 2 rel. 


因此 ,函数 y = f(x),x € [0,1] 在 坐标 平面 上 的 图 像 是 一 个 直线 段 
其 两 个 端点 的 纵 坐 标 都 不 大 于 1. 

因为 f(x) 的 最 大 值 在 端点 上 才能 达到 ,所 以 对 于 [0,1] 上 任 一 实 
数 x ,都 有 
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大 z) 委 1 
特别 地 ,因为 Xt+! € [0,1], 所 以 
f(xrm+1) 扫 1 ， 
即 得 
一 2 EU 三 二 


k=1 lj 和 n+ 1 


由 数学 归纳 法 原理 可 知 , 本 题 得 证 . 


9.267 a,b,c,d 都 是 正 整 数 ,r =1- b 一 本, 如 果 a& + rc 执 


1 
1993, 且 > 0 ,> 证 : > To， 
"> 0, 求 证 :r > joo3 


(韩国 数学 奥林匹克 ,1993 年 ) 


[证 ] 由 已 知 ， 让 
-21-4_£- HM-ad-k 不 章 
bp 4d Bd 3 
由 x > 0, 得 
bd >adt+b > ad, 
所 以 b>a. 
类 似 地 刀 >ad+p > pc， 
所 以 d>i. 


又 因为 bd - (ad+ bc) 宕 1, 
所 以 ,之 二 . 
不 妨 设 5b 过 d( 对 于 65 > d 的 情形 ,可 类 似 地 进行 证 明 ). 
关于 5,d 的 关系 ,只 有 以 下 三 种 情况 : 
(1) bd 1993; 
(2) 1993 夺 bd; 
(3) 5 < 1993 < da. 
对 于 情况 (1), 显 然 有 
1 1 1 
r 之 一 之 . 
bd 1993 > 19933 
对 于 情况 (2), 当 a + c 过 1992 时 ,我 们 有 
a C ~ ai+c ~ 1 1 


六 一 1 工 一 一 一 一 一 


bp dT 1993 全 1993 > 1993 
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9 汪 证 


当 a+e = 1993 时 ,容易 证 明 ad 之 


@ 十 开 


bp = 1993, 六 = 上 一 1993 





三 
一 全 圭一 
bp a” 1993 


= 0， 与 >0 了 矛盾 )， 此 时 ， 


人 C 
1994 
a 十 1993(a + c) 
”1993 . 1994 
a + 1993? 
1993 . 1994 
1992 + 1993? 
寺 1993 . 1994 




















1 1 
”1993 . 1994 > 19933 
对 于 情况 (3) ,我 们 有 
bd-ad-bc _ (b—-a)d— bc 
人 pd pd 
p—a pc 
-| 
因为 6 > a, 所 以 5 一 a 之 1; 又 因为 


d(b—-a)-bc=bd-ad-t 宇 1， 





所 以 
be 
0< Toa < 
从 而 有 
0<1- 了 ) <! 
由 已 知 易 知 c 志 1992 ,因此 
| be 19926 
d(b-a) d 
如 果 4 宇 199356 ,那么 ， 
,= oe|1- bc 
6 d(b—a) 
>1.(1- S22) 
b di 
>1(1- We) 
b 199365 
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1994( 因 为 不 然 的 话 , 必 有 4 = 





I 1 1 
= 一 一 一 > > . 
19936 1993* 19933 
如 果 4 < 199356 ,那么 
1 1 1 
这 一 > 一 一 一 > 
"7 pd 19936: ”19933 
综 上 所 述 , 可 知 原 命 题 得 证 . 
9 .268 设 claz ,ansbi,bs,'"*,b,, 和 [12] 且 














a? 2 ， 
i 二 1 :一 
求证 
>》) a < 17 > a 
i bi 10 和 
并 问 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 
(中 国 高 中 数学 联赛 ,1998 年 ) 
[证 ] 由 于 aj,5; [1,214,7 = 二 1,2,…,n, 因 此 
a 
Lovo 
2 一 2b, 二 六 As £. 
从 而 有 
一 一 一 a a 
Vadb—./—— |l2 Vab,—-,/— |<0, 
2 pb, bp; 
5 a 
BB eai0i 了 + 全 0 
由 此 可 得 
>， a < 2 1 2 1 1 
二 1 Li 2 i 二 1 ® = A 
由 GO 又 可 得 
1 
(55 一 oj) (26 ~ 4) 0,， 
2 3 2 
上 o; 一 了 4i0 十 Ci < 0， 
2, ， ， 
aib; 之 5 (a + 6;°), 
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关中 方 


代入 加, 并 注意 已 知 条 件 a? = > 0, 可 得 


» 3 
2 3 + b;”) 


i= 1 





要 使 等 号 成 立 必须 使 = 1,b; =2 或 者 w = 2,5 = 1, 再 注意 已 
知 条 件 > "az = > 02 ,可 以 断定 ,等 号 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ”为 偶数 ， 





2 
日 ClyC2 CD 中 - - 半 是 1 , 男 - 半 是 2,b， 一 一 ，1 一 1 ,2，……，,7. 
如 


i 
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索引 
本 索引 列 出 了 本 卷 所 载 的 全 部 数学 竞赛 题 及 一 些 相 关 题 目 ,并 将 
它们 按 出 处 归 类 .对 于 出 处 相间 的 题目 ,又 按 年 代 排 列 , 以 便 读 者 查找 . 
括号 内 每 题 的 第 1 个 号 码 是 章 号 ,第 2 个 号 码 是 该 章 中 的 题 号 . 例 
如 (6'131) 表 示 第 六 章 第 131 题 . 


奥地利 一 波兰 数学 竞赛 
1978 年 (6 131); 
1979 年 (6:126); 
1980 年 (8*175); 
1988 年 (9:179). 





奥地利 数学 奥林匹克 
1972 年 (8:39); 
1975 年 (61586); 
1983 年 (575). 


澳大利亚 数学 奥 林 匹 殉 
1982 年 (6: 168); 
1983 年 (8.28); 
1989 平 (1.51，1.70，1.71，6.3); 
1995 年 (1.200，4.180，6.172). 
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3 


爱尔兰 数学 奥林匹克 
1989 年 (1.190，2*100，4*69，6*9); 
1991 年 (1.115,，2:32，3*78，6*53，6* 142); 
1993 年 (1.:47,，3*51, 4*103，5*57，5"90，6*24); 
“1994 年 (8:73,，9:101，3*91,，4"157,，4*258，6*68，6*171). 


巴尔 干 地 区 数学 竞赛 试题 
1990 年 (3*67，6.84). 


保加利亚 数学 竞赛 

1961 年 (5*74); 

1968 年 (6:147); 

1976 年 (5: 142); 

1979 年 (5*144); 

1980 年 (5:53); 

1983 年 (5:66); 

1984 年 (5.40，5:965); 

1994 年 (8.33，8.34，8:39，8.141，8 :142，1:57，158，1， 
125, 2.111, 4.29, 4:97, 4:98, 4.185, 4.187, 4:261,，6:26, 6. 
69，6.71，6.108，6.179). 


比利时 数学 奥 林 匹 殉 
1977 年 〈6. 144). 


北欧 数学 竞赛 
1992 年 (4:55，5*86); 
1994 年 《1.61). 


朝鲜 数学 奥 林 匹 殉 
1992 年 (1.110，1.151，3*6，6:165). 
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德国 数学 与 林 匹克 
1993 年 (1.130，1.141，6:119). 


独 联 体 数学 奥 林 匹 苑 
1992 年 (9:96，9.130). 


法 国 数学 奥 林 匹 死 
1979 年 (6.154). 


芬兰 数学 竞赛 
1980 年 (5:97); 
1983 年 (5:101). 


证 深 


和 芬兰、 英国 、 匈 牙 利 、 瑞 典 四 国 数学 竞赛 引 
1980 年 (8:145). 


国际 数学 奥林匹克 (IMO) 
1959 年 (3.21，4.90); 
1960 年 (4.188，9.1); 
1961 年 (4.91，4.126); 
1962 年 (2.49，4:89，9.2); 
1963 年 (3.57，4:63，4.141); 
1964 年 (1.162，9.: 142); 
1965 年 (1.42，4.167，9.3); 
1966 年 (3.54，3.56，4.150，4.218); 
1967 年 (1161，4.215，8.16); 
1968 年 (3.20，3.22，4.149，6.34); 
1969 年 (6.50，9.186); 
1970 年 《1.85，2.25，8.159); 
1971 年 (2.68，9.233); 
1972 年 (1165，2.23，6.160，9.15); 
1973 年 (4.47，6.49，8.87); 
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1974 年 
1975 年 
1976 年 
1977 年 
1978 年 
1979 年 
1981 年 
1982 年 
1983 年 
1984 年 
1985 年 
1986 年 
1987 年 
1988 年 
1989 年 
1990 年 
4991 年 
1992 年 
1993 年 
1994 年 
1995 年 
1996 年 
1997 年 
1998 年 
1999 年 


(1. 
(1 
(2. 
(1 
(2: 
(1 
(2 
(4， 
(2， 
(1 
(2， 
(2. 
(3: 
(4: 
(1 
(5: 
(1 
(1 
(5. 
(9 
(2 
(2， 
(1 
(1 
(6. 


115, 4:214, 5.114, 6:7); 
“17, 5*.147，9:200); 
83，3-:75,4.48,，4:152，4.213); 
“41, 2.:16, 6:20，8.:18，9:181); 


60,6.19,，8.144); 


“160，4:231，8:31); 
10,，3:74，6:11，6.89); 


250，6" 12 ，8.: 108); 
97, 6°.164, 9:167); 


“159,， 4:233，9. 161); 


11,5. 120，8:97); 
12，6* 166); 

44,6'57，9*29); 
253，6'18，9:28); 


-99，2.26); 


127,6: 141); 


“75); 
43, 2:1014，6.: 161); 


113，6.48); 


“97); 
43, 2.:110，9:171); 


73，6:134); 
134，4.181); 
54，6.135) 
180，9.67). 


国际 数学 奥 林 匹 死 预 选 题 


1979 年 (9:55); 
1981 年 (5:96); 

1982 年 (8.:25，9:212，9.243); 
1983 年 (5:7); 

1985 年 (8:41，8:146); 
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1987 年 (8.124，8.147，9.30，9.36，9.46，9:84， 9.122，9， 
141，9.163，9.234); 

1988 年 (8.43，8.51，8.70，8.88，8.:135，8 .161， 8:162，8: 
163，9.93，9.98，9.124，9.252 ) 

1989 年 (8.23，8.48，8.56，8.86，8 :121，8 .182，9.50， 9， 
81，9.431，9.187，9.210，9.209，9.251) 

1990 年 (1.48，1.121，2 .22，2.33，2 :57，2'58，2 90，8， 
22,6.23，6:104，9.183); 

1991 年 (9.59，9.224); 

1992 年 (8.:17，8*138，8:179); 

1994 年 (8:66，6*73，6: 178); 

1995 年 (4.123，6.174，8.106，9.261，9.262 ); 

1996 年 (2:105,，5":41，5*79，5.133,，6"61,，6*72，6*113，6: 
433，8.111，9.172，9.254，9.…297) 

1997 年 (2.20，2.69，2.106，4.178，5.130，5'131，513<，6 
.177，8 .114，9.259，9:2607) 

1998 年 (6.64，9.1469，9.264，9.265). 


韩国 数学 奥林匹克 
1993 年 (155,，2.21,，4*184，6*139，9.267); 
1994 年 (2:42，3*90,，4*259，6*138，9* 125). 


(1.169). 


基辅 数学 奥林匹克 
1935 年 (3.49，3.62，4.:80，4:99，5:11); 
1936 年 (3.:3,，3"4,，3:47,，4:78,，4*79,，4.83，4"94,，4.118， 
4.121, 4.146, 5*10); 
1939 年 (1:28，1*29,，4*17); 
1940 年 《1.163，4*101); 
1946 年 (14.8,，4.102，4*191); 


济 至 


共 办 数学 奥 林 玫 移 角 及 大 玫 册 |1267 





喇 站 六 


1947 年 (3:.48，4.159) 

1948 年 《1.147); 

1949 年 (4:130，4.147); 
1952 年 (4* 192); 

1953 年 (3.5); 

1954 年 (1'35，1:36，4:132); 
1970 年 (9:79); 

1971 年 (9.240); 

1972 年 〈9.13); 

1973 年 (4.82，9.14，9:.34); 
1975 年 (9:56，9:128); 
1977 年 (8: 125，9:90); 
1978 年 (8:128，8*129); 
1979 年 (8: 169); 

1982 年 (8: 130); 

1983 年 (9:24). 


捷克 (和 斯 洛 伐 克 ) 数学 奥林匹克 
1994 年 (6.63，8.186，9.32). 


加 拿 大 国家 集训 队 训 练 题 

1988 年 至 1991 年 (2.1，2.2，2.15，3.59，3.71，3.72，4， 
44，4.45，4.105，4:.115，4:.116，4:119，4.138，4.154，4.2142，5 
.65，5.146，6.33，6.43，6.44，6.45，6.86，8.15，8.59，8.69， 
8.72，8.95，8.181，9.8，9.51，9.53，9.65，9.80，9.91，9. 
106，9.132，9.133，9.207，9.208，9.209); 

1992 年 (8:24). 


加 拿 大 数学 奥 林 匹 殉 
1969 年 (3.2，6:55); 
1970 年 (4.139，4.252，5*32); 
1971 年 (1.40，5*48，5*49); 
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1972 年 
1973 年 
1974 年 


(1.84，1.158，2.53，2 .98) 
(3.42，3.73，4:33) 
(3.43，5.125，6.92，6.93); 





1975 年 (1.146，6.35，6.1951，8.…26); 

1976 年 (1.83，5*124，8* 12); 

1977 年 (2.50，4.236，5 .123， 8. 183); 

1978 年 (1.:6, 4:171，6:94); 

1980 年 (7:3); 

1981 年 (4.:43，5'47); 

1982 年 (4:71，5*'61); 

1983 年 (3.69，4.170); 

1984 年 (1.20，1.81，9.16); 中 
1985 年 (4.180，8.184); 未 
1986 年 (4.161); 引 
1987 年 (3:70，4:251); 

1988 年 (2.28，4.16，8.63); 

1989 年 (1.49，3.23，8.…2) 

1990 年 (4.68，6.56，7.4) 

1991 年 (1.9); 

1992 年 (1.:80，4:49); 

1993 年 (1.65，6:92); 

1994 年 (3.32，3'33); 

1996 年 (4.74，4.156，6.67，6:115) 

1997 年 (1.172，3*'28，9: 102). 


罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 
1962 年 (5.23，5.108) ; 
1966 年 (5: 145); 
1975 年 (5:4); 
1978 年 (5.27，5.93，5.107，6.129，6.149，6.158); 
1979 年 《5.95，6.128，6.145，9.45); 
1980 年 (5:141);} 
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1981 年 (6:157); 

1982 年 (5:22，6" 159); 

1983 年 (5*26); 

1994 年 (3.:92，4-28,，4*124，9:266). 


罗马 尼 亚 国家 队 选 拔 赛 
1994 年 (1:94,，1.122，1*204,，2.75，5*151，8*74，8*75). 


列宁 格 勒 数学 奥林匹克 
1988 年 (9.177，9*191); 
1989 年 (8.68，8 .166，9.150); 
1991 年 (8.55，9.215). 


卢森堡 国际 数学 竞赛 
1980 年 〈6 .140) 


美国 Mathcounts 数学 竞赛 
1988 年 (2.79，2.88，7.2). 


美国 纽约 数学 竞赛 
1973 年 (5:82); 
1975 年 (5.67，5.137，9.248 ); 
1976 年 (5* 139). 


美国 资 特 南 数 学 竞赛 
1940 年 (9*109); 
1949 年 (8: 172); 
1953 年 (989，9.156); 
1956 年 (8: 136); 
1957 年 (9: 123); 
1958 年 (8:171); 
1964 年 (8.115，8*170); 
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1967 年 (9:159, 9.178); 
1969 年 (8:126); 

1971 年 (9:99); 

1972 年 (8:94); 

1975 年 (9:92); 

1977 年 (9244); 

1978 年 (9.242); 

1979 年 (8.:90，9:31，9*2414); 
1980 年 (9:95); 

1992 年 (8 123); 

1993 年 (1.128，2.74，3.93，4:.179，6…132). 


美国 数学 奥 林 匹 死 
1972 年 (7.6，9.33); 
1973 年 (4.135，4.219，7.15，8.160); 

1974 年 《5.115，7.17，9.137); 
1975 年 (5.6，7.16，9.134，9.189); 
1976 年 (5.87，6.159); 

1977 年 〈4.56，5.30，9.192); 
1978 年 (2.85，4.230); 

1979 年 (7:18); 

1980 年 (4.:93，4.189，9.144); 
1981 年 (9.112，9.120); 

1982 年 〈6.59，6.130); 

1983 年 (4.57，7.7); 

1984 年 (2.24，4.60，5.38); 
1985 年 (2.96，4.66); 

1986 年 〈1.78，6.103); 

1987 年 (3.77，5.121); 

1988 年 (1.164，4.65，5.34，6.46); 
1989 年 (2.102，3.25，5.122); 
1990 年 (2.9，2.95，4.70，4.216); 
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1991 年 (2.17，9.154); 
1992 年 (1.21，2.31，3.45，5.64); 
代 1993 年 《1.68，6.91)， 


美国 数学 邀请 赛 

1983 年 (2.4, 4:64，6:78，6:79，6:80); 

1984 年 (2.65，2.89，2.92，4.59，4.148，4.:234，6.16，6. 
17, 6:81, 7:9); 

1985 年 (2.81,，4.232,，4.:235，7.:11，8.: 10); 

1986 年 (1.187，2.18，2.54，2:80，4:51，4.120，4:144，4. 
194，5.12，8…1); 

1987 年 (1.46，1:.50，1.149，4.239，6.77，6.102，7.12，9. 
35) ; 

1988 年 (2.52，5.33，6.5，6.14，6.:15，6.76，7.8); 

1989 年 (1:148，2.36，2.47，4.67，4.133，5.39，7.5，8. 
21); 

1990 年 (1:44，2.8，2.29，2.48，2.91，3.26，4.50，7.13， 
7.14); 

1994 年 (2.103，4.96，4.:183，6.29，6.30，7.20，8.78). 


莫斯科 数学 奥 林 匹 死 
1945 年 (5:36); 
1946 年 (4-145，5.8，5.89，8.14); 
1947 年 (5.9，5.29，9.6); 
1948 年 (4.81，4.169); 
1950 年 (9:71); 
1952 年 (9:103，9.:126); 
1953 年 (5.83，8.148，9.72); 
1954 年 (9.,21，9.22，9.42); 
1956 年 〈8.22); 
1957 年 (5.16，8.62); 
1958 年 (9:76); 


1272 世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 





1959 年 (8.151，9.19，9.20，9.229); 
1961 年 (8:46); 
1962 年 (8.61，9.43); 
1963 年 (8.37，9.136，9.140，9.155); 
1965 年 (8.60，8.116，9:.83); 
1966 年 (8.7，9.44); 
1967 年 (8:20); 
1968 年 (9:7); 
1969 年 (8.89，8.150); 
1971 年 (8.3，8.38，9.85，9.228); 
1972 年 (9.77，9.82，9.225); 
1975 年 (9.…74) 
1977 年 (8: 118); 
1978 年 (9193); 引 
1979 年 (8.100，9.48，9.250); 
1980 年 (8.120，9.188); 
1984 年 〈8.127); 
1982 年 (9.87，9.157); 
1983 年 (9.127，9.237); 
1984 年 (9.70，9.185，9.201); 
1985 年 (9:75); 
1986 年 (8.167，9.9，9.10，9.25，9.57); 
1987 年 (9.12，9.139，9.194); 
1989 年 〈1.25，2.35，4.54，8,.99，9.58); 
1990 年 (9.11，9.47); 
1991 年 (9.138); 
1994 年 (1.56，4:260); 
1995 年 (1.53，1.136，5.42，6.112，8.143); 
1996 年 (1.88，1.89，1.91，3.89，4:.226，4:.227，6.28，8， 
76). 
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墨西哥 数学 奥林匹克 

1988 年 (6: 124). 
代 
4| 波兰 数学 奥林匹克 

1937 年 (1.111); 
1951 年 (5:63); 
1952 年 (4:37); 
1953 年 (1.67，4. 199); 
1954 年 (3.14，6:25); 
1955 年 (4.38，5.116); 
1957 年 (1.:62，5:15); 
1958 年 (3.84，5.31); 
1959 年 (4:6); 
1960 年 (4.25); 
1963 年 (5.117); 
1966 年 (4:39); 
1968 年 (5:60); 
1969 年 (4.26，6.83); 
1970 年 (6:82); 
1972 年 (5.88，6.39); 
1973 年 (5.126); 
1974 年 (5.118，7.49); 
1976 年 (1.66，3.24，4.200，5.119，6.146，7.10); 
1977 年 (5.98，6.143); 
1978 年 (5.99，8.174); 
1979 年 (5.69，8.177); 
1982 年 (9:247); 
1984 年 (9:245); 
1994 年 (14.59，1.124，2.44) 


全 俄 数学 奥 林 匹 到 ; 
1961 年 (1.14，1.184，1.192，1.193，1.194，8.58); 
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1962 年 (1.45，1.73，1:100，3.63，5.13，8.155，8.155); 

1963 年 〈1.3，1.26，1.97，1.120，5.37); 

1964 年 (1.48，41.114，1.155，1.182，1.183，2.86，3:10，14， 
165 ) ; 

1965 年 〈1.12，1.98，2.61，4.151); 

1966 年 〈1.96，9.199); 

1986 年 (1.11，1.168，4.175，4.210，5.46); 

1987 年 (1.9，4.34，1.69，1,.166，1:167，1.188，1.189，2， 
56，4.30，4.140，4.142，4.162); 

1988 年 〈1.191，3.19，3.38，3.60,，4:52，4.:106，4:163，4， 
177，4.209，4.240，5.5，9.94); 

1989 年 (1.32，1.33，1.170，2.46，2.55，2.63，2.64，4， 
128，9.148，9.149); 4 

1990 年 (3:27, 4:2, 4.137, 4.160，6:54，8:92，9.147，9: 引 
175，9.236 ); 

1991 年 (9.145，9.146，9.235 ); 

1994 年 〈1.90，2.108，3.87，3.88，4.77，4.256，8.82); 

1995 年 (1:131，14-135，1.201，1.202,4:75，4.95，5:45，6: 
70，8.83，8.103，8.104，8.108); 

1996 年 《1.92，1.132，1.133，2.40，5.78，8.105，8.107). 


7 浑 


前 南斯拉夫 数学 奥林匹克 
1972 年 (9:246); 
1976 年 (8.9，9.152，9.153); 
1979 年 (6:153); 

1981 年 (5.73); 
1983 年 (6: 127). 


前 捷克 斯 洛 伐 克 数 学 奥 林 匹 殉 
1954 年 (5:56); 
1962 年 〈5.21); 

1967 年 (5.72); 
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1968 年 (8:40); 
1974 年 (5:24); 
1978 年 (8:47); 
1983 年 {9:54); 
1989 年 (27). 


ean 


前 联邦 德国 数学 奥林匹克 
1982 年 (9.218); 
1986 年 (8:29); 
1987 年 (8:64); 
1988 年 (8:65). 


前 民主 德国 数学 竞赛 
1970 年 (5.52，5.71); 
1971 年 (5:70); 
1974 年 (5:84); 
1977 年 〈5.138 ) ; 
1980 年 (5.143，9.78); 
1982 年 (6: 125); 
1983 年 (5.: 14，5*129). 


前 苏联 教育 部 推荐 试题 
1988 年 (9 160); 
1989 年 〈9.202 ); 
1990 年 (8.164，8.165，9.113) ; 
1991 年 (8:6). 


全 苏 数学 奥林匹克 
1967 年 (1.4，1:79，1.117，4.116); 
1968 年 〈1.86，3.41，4.237，8.156，8.155，9.198); 
1969 年 (113，1.37，177，4.21，4.27，9.109，9.205); 
1970 年 (1.:2，1.154，1*180，1.181); 
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1971 年 (4.179，5.62，9.168); 
1972 年 〈(1.198，2.82，6:100，6:101); 
1973 年 (4.19，9:.110，9 .184) 
1974 年 (1.39，1.119，1:178，2.66，4.61，6'71，6.99); 
1975 年 (1'22，1.177，5.110，9.49，9.…151) 
1976 年 (1.197，8.8，8.101，9.195，9.253); 
1977 年 (1.23，2.30，2.67，3.68，4.211，5 77，51c8，8， 


134); 
1978 年 (1.31，1.153，1:.176，6.4，8.84，8.:133，9231，9， 
232); 
1979 年 (1.104，1.485，4.1852，8.102，8.153); 
1980 年 (1.1，4.153，4.173，4.254，8.122，8.132，9.166) 内 
19814 年 (1.113，1.196，4.167，5.35，8.96，9.26，9.105) 二 系 


1982 年 (1.195，2.51，5.148，8.67，9.1117) 引 

1983 年 (1.63，1.103，1.199，4.92，4.110，5.80，8.117); 

1984 年 (1,102，2.99，4.58，4.136，5.58，6.148，8 .131，9， 
86 ) ; 

1985 年 (1.24，3.35，4:.62，8 .19，8.149，8.152，9.4，9. 
18，9.52); 

1986 年 (1.38，1.82，4.18，4:229，5.85，9.121，9.230); 

1987 年 (3.39，6.38，9.23，9.190); 

1988 年 (1.174，1.175，2.34，4.155，4.168，4.238，4:249， 
6.96，6.97，6.160，9.119); 

1989 年 (1.1418，4:248，6.37，6.75，9:.165 ) ; 

1990 年 (1.152，2.62，4:22，4.174，5.59，5.109，5.119，6. 
85，9.108，9.114，9.238) ; 

1991 年 (1.72，1.108，1.185，3.9，4:5141，6.90，8.:91，9， 
158 ) . 


全 苏 数 学 冬令 党 
1991 年 (8:42，8:44). 
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e 立方 


全 苏 数 学 夏令 营 
1991 年 (8.137，9'164) 


日 本 国家 队 选 拔 试题 
1990 年 (1.16，2.14，2.52，2.87，3:66，4 53，6.2). 


瑞典 数学 与 林 匹克 
1988 年 (8: 168，9.37). 


瑞士 数学 奥 林 匹 殉 
1977 年 (6169). 


圣彼得堡 市 数学 选拔 考试 
1992 年 (8*178); 
1993 年 (9.223，9.249) 


世界 城市 际 数学 邀请 赛 
1985 年 (8:13，9*220); 
1986 年 (9:88); 
1987 年 (9*17); 
1988 年 (9162); 
1995 年 (1.93，1.143，1.144，1.145，8:77，8* 109); 
1996 年 (1.137，1.139,，6*173，9:69，9.173). 


土耳其 数学 竞赛 
1985 年 (5:54). 


乌 苑 兰 数学 奥 林 匹 殉 
1992 年 (4*125). 


新 加 坡 中 学 数学 竞赛 
1978 年 (5:20); 
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1987 年 (3.52，3:.61，5:50，7 1); 
1989 年 (1.45，1.171，3.58，4.176). 


匈牙利 数学 奥 林 匹 死 
1894 年 (4223); 
1897 年 (4:244) ; 
1898 年 (6'95); 
1899 年 (3:86，4.:4); 
1901 年 (4:195，4:198); 
1903 年 (4:228，5*: 18); 
1908 年 (1.64,，14.1412,，1:156,，4:5,，4.113，4:224，4.245); 
1918 年 (4.40，4.112，4.193); 
1923 年 (4.225，5.91) 
1926 年 (4: 109); 
1933 年 (1.90，4:131，6.:36); 
1935 年 (1:74，9*221); 
1936 年 (3:50，4':'243); 
1941 年 (3:35); 
1943 年 (4.:111，5. 17); 
1964 年 (3.13，4.196 ) ; 
1974 年 (3.83，4.197，4:.221) 
1976 年 《5.105 ) ; 
1977 年 (5: 140); 
1979 年 (5:94,，5:100，5:106); 
1983 年 (5: 19); 
1990 年 (2.84，3.46，4.31). 





英国 数学 奥 林 匹 殉 
1967 年 (5:51); 
1978 年 (5.102，8.85); 
1980 年 (5.28，8 .173); 
1985 年 (5:103); 
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1994 年 (1.60，1:205，2.45，8*:35). 


越南 数学 与 林 匹 殉 
1977 年 (5.25); 
1994 年 (5.152，8* 140). 


3 


越南 国家 队 选 拨 赛 
1992 年 (4.182，5*135); 
1994 年 (4257，6170). 


亚太 地 区 数学 奥 林 匹 死 
1989 年 (2:6, 4:246，6*152，9:217); 
1990 年 (9*216); 
1991 年 (2.:5，9'239); 
1993 年 (1.109，4:247，6*13，6:51); 
1994 年 (6.175). 


友谊 杯 国际 数学 竞赛 
1987 年 (8:93); 
1988 年 (1.10，14.157，4:1,，4.127，4.164，9.143); 
1991 年 (8:71). 


中 国安 徽 省 数学 竞赛 
1978 年 (5.68) 


中 国安 徽 省 合肥 市 数学 竞赛 
1994 年 (8.81，9.256)， 


中 国 北 京 市 数学 竞赛 
1956 年 (3.34,，3.81,，4.13，4.14，4*129，4220，5*3); 
1957 年 (1 29，3.7，3.79，4:15，4.32，4:84，4:85，14 
107，4 158 ) ; 
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1962 年 (3.12，3.55，3.80，4.11，4:12，4:23，4 .114) 

1963 年 (1.173，3.53，4.422，4.222，4:241，5.2，5:92，6， 
8); 

1964 年 (3.:1，3:82,，4.:9, 4.10，6.:1，8:176); 

1996 年 (6.27，9:174). 


中 国 东 北 数学 竞赛 
1989 年 (9: 107). 


中 国 国 家 集训 队 而 验 题 
1991 年 (8 30，8 57，8.98，9.39，9.40，9.60); 
1993 年 (8.32，9.62). 


中 国 国家 队 选 找 赛 z | 
1986 年 (9.180，9.222 ) ; 
1987 年 (9:100); 
1988 年 〈(9.38 ) ; 
1990 年 (9.66); 
1992 年 (9.61，9.63 ) ; 
1993 年 (9:64); 
1994 年 (9.213); 
1995 年 (1.27，2.78，2.109，5.80，5.136 ); 
1996 年 (1.127，2.71，4.76，6.120); 
1997 年 (2.39，5.149，8.112) ; 
1998 年 (2.19，2.70，3.29，8.113). 


中 国 高 中 数学 联赛 
1978 年 (3.37，4.3，4.100，6.74，9.118); 
1979 年 (4.41，4.143，8.52，9.5，9.117)， 
1981 年 (4:217，6*10); 
1983 年 (688，9: 104); 
1984 年 (1:7，9*197); 
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1986 年 (5: 1412); 

1988 年 (8.53，9*129); 

1989 年 (8:54，9*196); 

1990 年 (2.3，8.11); 

1991 年 〈1.76，2.13，8.49，9.135，9.204); 
1992 年 〈2.27，9.73); : 
1993 年 (8:27); 

1994 年 (8:5); 

1995 年 (5.81，6.109); 

1996 年 (8.36，9.68); 

1997 年 〈1.126，2.77); 

1998 年 (6.110，9.268 ) ; 

1999 年 (3.31，6.111). 


SE 


中 国 四 川 省 数学 竞赛 
1988 年 (8.4，9*203); 
1989 年 〈9. 182). 


中 国 上 海 市 数学 竞赛 

1957 年 (3:18，3.36,，3:64, 4.:7,，4:34,，4.42); 

1958 年 (1.19,，4:20，4.:88); 

1960 年 (3:8，3:11，3*16，3，17，3:'65,，4.'35，4.:20c,，4. 
203, 4.204, 4:205, 4.:206, 6.40, 6.:41, 6:42,6.98,，6:106，6: 
107); 

1961 年 (4:201); 

1962 年 (1.150，3.15，4.8，4.24，4.36，4:87，4:2071，6， 
6，6.31); 

1963 年 (4.86，4:108，4.208，4.242，5.1，6.32)i 

1991 年 (8. 19); 

1994 年 (1.:87，2'107，3:30); 

1996 年 (1:140，2.:41); 

1997 年 (2:76); 
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1998 年 (1.52，5.43). 


中 国 河北 省 数学 竞赛 
1994 年 (2.38，6.123，8.80). 


中 国 河南 省 数学 竞赛 
1998 年 (9255). 


中 国 湖南 省 数学 竞赛 
1998 年 〈8 .110). 


中 国 中 学 生 数 学 冬令 营 
1986 年 (1.87，4:.72，9.206); 
1987 年 (2.93，4.73) ; 
1988 年 (6.21，8.180，9.27，9.41); 
1989 年 (6.105，6.467，9.214); 
1990 年 (6.47，9.115); 
1991 年 (1.106，2.94，4.172，6.163); 
1992 年 (4.46，8.50，9.227); 
1993 年 〈1.105，2.37，6.87，9.116); 
1994 年 (3.76，5.111，6.162); 


1995 年 〈1:203，6 .121，6.122，6.136，9:.258); 


1996 年 (2.72，6.176，9.263); 

1997 年 〈1138，6.116，6.117，8.185 ); 
1998 年 (1.129，2.104); 

1999 年 〈4.255，5 .129，5.150). 


中 国 国 家 队 选 拔 试题 
1990 年 (3.85，6.60，9.226). 


中 国 台 北市 数学 奥 林 匹 殉 
1992 年 (8 45，9.219) ; 
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1994 年 (1.123，5*134，6*65，6*66). 


Kl 中 国 香港 数学 奥林匹克 
1994 年 〈1.95，6.137，9.170). 


中 国 澳门 数学 奥 林 匹 兄 
1993 年 〈1.142，4.186，5.44，6.62，6.114，6.118，8 79) 
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历届 国际 数学 奥 林 匹 交 概况 
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注 . 第 39 届 IMO 中 国 未 参加 . 
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”编者 的 话 








当今 的 世界 ,数学 已 成 为 广泛 渗透 到 各 种 自然 科学 、 社 
会 科学 ,并 发 挥 着 重大 作用 的 一 门 基 础 和 应 用 学 科 . 从 教育 
要 面向 世界 ,面向 未 来 ,面向 现代 化 这 一 高 度 来 看 ,让 青少年 
从 小 就 打下 扎实 的 数学 基础 ,这 对 我 国 今后 的 发 展 是 极为 重 
要 的 .国际 上 为 推动 数学 的 发 展 而 进行 的 数学 奥林匹克 活 
动 ,现在 已 成 为 一 门 培养 和 选拔 数学 人 才 的 特殊 学 科 . 

当前 ,数学 奥林匹克 活动 正方 兴 未 艾 , 数 学 竞赛 活动 所 
及 五 洲 四 海 ,尤其 是 我 国 中 学 生 选 手 在 国际 数学 奥林匹克 大 
赛 中 屡 夺 金牌 ,成绩 显 赫 , 捷 报 频 传 ; 令 世人 瞩目 .这 些 ,充分 
显示 了 我 国 数学 水 平和 中 华 民 族 的 聪明 才智 ,为 祖国 赢得 了 
骄傲 和 荣誉 .在 这 种 情况 下 ,许多 数学 奥林匹克 的 教练 员 , 许 
多 大 学 中 学 的 教师 ,许多 学 生 及 其 家 长 都 渴望 在 自己 的 案头 
有 一 部 能 够 指导 数学 奥林匹克 解 题 的 工具 书 . 希 望 这 部 书 能 
够 收集 国内 外 数学 奥林匹克 试题 的 精品 ,包揽 奥 林 匹 死 数 学 
专题 和 有 关内 容 , 以 开阔 自己 的 眼界 ,提高 数学 能 为 , 品 鉴 数 
学 的 魅力 ;也 希望 这 部 书 能 够 提供 这 些 试题 的 更 精确 \ 更 简 
捷 的 解法 ,以 开拓 思路 ,提高 技巧 : 目前 ,应 各 界 的 这 种 渴求 ， 
这 部 五 卷 本 《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 辞典 ) 即 将 问世 了 . 

这 部 大 辞典 的 出 版 ,是 中 国 数学 奥林匹克 委员 会 ,南开 
大 学 数学 系 和 河北 少年 儿童 出 版 社 通力 合作 的 产物 ;是 中 国 
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深 涯 记 





数学 奥林匹克 专家 和 教练 员 辛 勤劳 动 的 结晶 ;也 是 老 一 代数 
学 家 关心 和 支持 的 结果 .我 们 不 能 不 非常 高 兴 地 告诉 大 家 ， 
这 部 辞典 在 编辑 过 程 中 得 到 了 数学 前 辜 陈 省 身 先 生 、 吴 大 任 
先生 的 关心 和 指导 ;中 国 数学 会 名 誉 理事 长 王 元 先生 又 为 本 


僚 典 作 序 .可 以 这 样 说 ,如 果 没有 作为 数学 泰斗 的 老 一 代数 


学 家 的 关怀 与 支持 ,没有 一 批 才华 横江 的 中 青年 数学 家 的 努 
力 ,没有 极其 胆识 的 出 版 工作 者 的 辛勤 劳动 ,艰难 而 巨大 的 
世纪 工程 一 《世界 数学 与 林 匹 克 解 题 大 侠 典 ?是 不 会 这 样 
顺利 出 版 的 . 

: 这 部 大 余 典 精 选 了 国内 外 数学 竞赛 的 有 代表 性 的 试题， 


”| 其 中 大 部 分 是 已 经 赛 过 的 并 经 过 锤炼 的 试题 ,还 有 少 部 分 竟 
“| 赛 的 备 选 题 . 本 僚 典 共 分 五 卷 ,其 中 有 四 卷 是 按 奥 林 匹 克 数 
| 学 一 般 的 分 类 方法 而 分 为 《代数 卷 )、《 几 何 卷 )《 数 论 卷 )、 
| 《组 合 着); 为 了 普及 瑞 林 匹克 数学 ,完善 大 内 中 题目 类 型 ,又 

出 版 了 《选择 题 卷 》 : 


《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 套 典 》 五 卷 共 约 500 万 字 . 


《代数 卷 》《 数 论 卷 》 和 《选择 题 卷 》 是 接 知识 内 容 分 章 的 ;组 
合 卷 ) 是 按 题目 的 内 容 分 章 的 ;《 儿 何 卷 ) 则 是 按 题目 的 结论 
”1 分 章 的 .每 卷 的 正文 包括 试题 ,试题 的 出 处 及 解答 三 部 分 , 试 。 
””“ 题 的 多 种 解法 , 则 由 解 1\ 解 2 或 证 1、 证 2 给 出 .正文 后 有 附 
””， 录 , 附 本 卷 常用 的 有 关 数 学 知识 提要 ;还 有 本 卷 的 索引 ,索引 
”着 接 书 中 水 及 到 的 参赛 国家 和 竞 淹 名 称 接 美文 字母 的 硕 序 
《世界 数学 奥林匹克 解 题 大 全 央 》 的 出 版 ,无 颖 对 我 国 数 和 
2 奥林匹克 事业 的 发 展 ,对 我 国 跨 世纪 科技 人 才 的 培养 造 
“就 和 选 投 有 重要 的 促进 作用 ,并 为 之 摇 棱 扬帆 , 推 波 助 滑 ! 人 


” 愿 数学 奥林匹克 之 花香 昧 四 海 ， 
新 一 代 科 学 精 其 半天 神州 














完善 侠 典 的 编纂 工作 .我们 相信 ,经 过 不 断 地 去 粗 取 精 ,去 人 
存 真 ,去 旧 增 新 ,伴随 着 我 国 数学 水 平 的 不 断 提高 ,这 部 大 大 
典 将 成 数学 奥林匹克 的 经 典 之 作 ， 





